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导言

模形式是一类具备特定对称性和增长条件的复变函数. 据传,数学家 M. Eichler曾
在一次访谈中说过: 数学有五种基本运算—加,减,乘,除,模形式. 此说或出于杜撰,以
讹传讹,但不妨借作这份导言的引子,简单谈谈模形式的由来和地位.

简史
模形式的研究始于 19世纪,严肃的史论留待相关专著如 [45]处理. 以下仅论其大

要,涉及的数学将在后续章节详细讨论. 也请读者参酌相关的综述或专著.

前传 本书所探讨的模形式也称为椭圆模形式,以区别于更广义的版本. 它起源于求椭
圆周长的经典问题,相应的积分也称为椭圆积分,可以化作

∫
1 − 𝑒2𝑥2

√(1 − 𝑥2)(1 − 𝑒2𝑥2)
d𝑥 (𝑒 ∶=椭圆的离心率)

的形式. 当 𝑒 ≠ 1时,这类不定积分无法以初等函数表达. N. H. Abel和 C. G. J. Jacobi等
先驱的洞见在于视此为复平面上的道路积分,则其反函数将呈现丰富的数学内涵: 它们
是复平面上对某个格 Λ = ℤ𝑢 ⊕ ℤ𝑣具有周期性的亚纯函数,其中 𝑢, 𝑣是 ℂ作为 ℝ-向量
空间的基; Λ依赖于参数 𝑒. 这样的函数称为以 Λ为周期格的椭圆函数,换言之，它们是
复环面 ℂ/Λ (作为紧 Riemann曲面)上的亚纯函数. 非常值椭圆函数的构造并非显然. 为
此, K. Weierstrass以收敛无穷级数定义了

℘(𝑧) = 1
𝑧2 + ∑

𝜔∈Λ
𝜔≠0

(
1

(𝑧 − 𝜔)2 − 1
𝜔2 ) .

可以证明这确是椭圆函数,在 𝑧 = 0处有 2阶极点. 除了参数 𝑧 ∈ ℂ,它还隐含一个指向
复环面的参数 Λ. 我们自然要问: 复环面如何参数化?

有充分的理由定义复环面之间的同构 ℂ/Λ ∼→ ℂ/Λ′ 为形如 𝑧 + Λ ↦ 𝛼𝑧 + Λ′ 的全纯
映射,其中 𝛼 ∈ ℂ× 须满足 𝛼Λ = Λ′. 精确到同构,复环面都能表作 𝐸𝜏 ∶= ℂ/(ℤ𝜏 ⊕ ℤ),其
中 𝜏 属于上半平面 ℋ . 现在记 SL(2, ℝ)为行列式为 1的 2 × 2实矩阵对乘法构成的群,



2 导言

它透过过线性分式变换 ( 𝑎 𝑏
𝑐 𝑑 ) ∶ 𝜏 ↦ 𝑎𝜏+𝑏

𝑐𝜏+𝑑 左作用在ℋ 上. 命 SL(2, ℤ)为 SL(2, ℝ)中由
整系数矩阵构成的离散子群,称为模群. 可以证明

𝐸𝜏 ≃ 𝐸𝜂 ⟺ ∃𝛾 ∈ SL(2, ℤ), 𝜂 = 𝛾𝜏.

这表明商空间 SL(2, ℤ)\ℋ 完全分类了所有复环面. 我们称 SL(2, ℤ)\ℋ 是复环面的粗
模空间. “模”字在此作 “参数”解1. 除了椭圆函数,至此还出现了两类饶富兴味的数学
对象:

⋄ 上半平面ℋ 对 Riemann度量 d𝑥2+d𝑦2

𝑦2 构成平面双曲几何的模型,而 SL(2, ℝ)在其
上的作用是保距的.

⋄ 复环面可以通过℘和℘′嵌入为复射影空间 ℙ2中的三次代数曲线,这一观点通过
代数几何推广到一般域上,称为椭圆曲线.

现在可以给出模形式最初步的定义: 全纯函数 𝑓 ∶ ℋ → ℂ称为是级为 SL(2, ℤ),权
为 𝑘 ∈ ℤ的模形式,如果

⋄ 它具备对称性 (𝑐𝜏 + 𝑑)−𝑘𝑓 (
𝑎𝜏 + 𝑏
𝑐𝜏 + 𝑑 ) = 𝑓(𝜏),其中 ( 𝑎 𝑏

𝑐 𝑑 ) ∈ SL(2, ℤ)任取;
⋄ 当 Im(𝜏) → +∞时 |𝑓 (𝜏)|有界. 极限 Im(𝜏) → +∞视作商空间 SL(2, ℤ)\ℋ 在无穷
远处的 “尖点”,条件相当于说 𝑓 在尖点处也全纯.

在这些条件下, 𝑓 对尖点 ∞具有称为 Fourier展开的表达式 𝑓(𝜏) = ∑𝑛≥0 𝑎𝑛(𝑓 )𝑞𝑛,其中
𝑞 ∶= 𝑒2𝜋𝑖𝜏 .

椭圆函数的研究自然地引出模形式. 举例明之, ℘(𝑧)在 𝑧 = 0处的 Laurent展开可
以写作

℘(𝑧) = 1
𝑧2 + ∑

𝑛∈2ℤ≥1

(𝑛 + 1)𝐺𝑛+2(Λ)𝑧𝑛;

取 Λ = ℤ𝜏 ⊕ ℤ,则函数 𝐺𝑘(Λ)对 𝜏 ∈ ℋ 全纯,给出了一类称为 Eisenstein级数的模形式,
其级为 SL(2, ℤ)而权为 𝑘.

C. F. Gauss在对算术–几何平均数的研究中很可能已经有了椭圆函数的概念,见 [45,
Chapter 2]. L. Euler的五边形数定理

∑
𝑛∈ℤ

(−1)𝑛𝑞(3𝑛2+𝑛)/2 = ∏
𝑛≥1

(1 − 𝑞𝑛)

也暗藏着与模形式密切相关的 Dedekind 𝜂 函数. Jacobi处理平方和问题的方法依赖于
𝜃-级数∑𝑛∈ℤ 𝑞𝑛2

的解析性质和函数方程,这是因为无穷级数的乘法给出

𝜃𝑚 = ∑
𝑛≥0

𝑟𝑚(𝑛)𝑞𝑛, 𝑟𝑚(𝑛) ∶=
|{

(𝑥𝑖)𝑚
𝑖=1 ∈ ℤ𝑚 ∶

𝑚

∑
𝑖=1

𝑥2
𝑖 = 𝑛

}|
,

1模的原文是拉丁文阳性名词 modulus,复数 moduli. 本意是微小的度量.
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这同样导向一类特殊的模形式. 不出所料,模形式还蕴藏于 L. Kronecker, G. Eisenstein,
K. Weierstrass等大家关于椭圆函数的深刻工作中.

模形式的正式赋名要等到 F. Klein和 R. Fricke的著作 [32]. 他们以模形式为工具研
究形如 Γ\ℋ 的 Riemann曲面及其射影嵌入,其中 Γ是 SL(2, ℝ)的离散子群,一并探讨了
Γ的代数性质. 这类商空间在复变函数论中是自然的对象,关系到 Riemann曲面的均一
化问题. 典型例子如下: 给定𝑁 ∈ ℤ≥1,定义子群

Γ0(𝑁) ∶= {𝛾 ∈ SL(2, ℤ) ∶ 𝛾 ≡ ( ∗ ∗
∗ ) (mod 𝑁)} ,

Γ1(𝑁) ∶= {𝛾 ∈ SL(2, ℤ) ∶ 𝛾 ≡ ( 1 ∗
1 ) (mod 𝑁)} ,

Γ(𝑁) ∶= {𝛾 ∈ SL(2, ℤ) ∶ 𝛾 ≡ ( 1
1 ) (mod 𝑁)} ,

矩阵的空白部分代表 0. 设 Γ ∈ {Γ0(𝑁), Γ1(𝑁), Γ(𝑁)},则商空间 Γ\ℋ 等分类了带相应的
级结构的复环面;这些商空间具有自然的紧化,给出称为模曲线的一类复代数曲线 (复 1
维,实 2维). 如果 SL(2, ℤ)的子群 Γ包含某个 Γ(𝑁),则我们称 Γ为同余子群.

模形式的对称性条件可以放宽到 SL(2, ℝ)的离散子群 Γ,前提是 vol(Γ\ℋ )有限,这
涵摄所有同余子群;但模形式在无穷远或谓 “尖点”处的条件将变得复杂,涉及 Γ\ℋ 的
几何. 所有级 Γ,权 𝑘的模形式构成有限维 ℂ-向量空间𝑀𝑘(Γ);粗略地说,在所有尖点附
近趋近于 0的模形式称为尖点形式,构成子空间 𝑆𝑘(Γ). 最容易写下的尖点形式当属模
判别式

Δ(𝜏) = 𝑞
∞

∏
𝑛=1

(1 − 𝑞𝑛)24 ∈ 𝑆12(SL(2, ℤ)), 𝑞 ∶= 𝑒2𝜋𝑖𝜏 .

令 𝐸𝑘 ∶= (2𝜁(𝑘))−1𝐺𝑘,其中 𝑘 > 2为偶数. 模不变量或 𝑗-不变量定义为 SL(2, ℤ)\ℋ 上的
亚纯函数

𝑗(𝜏) ∶= 𝐸4(𝜏)3

Δ(𝜏) = 1728 ⋅ 𝐸4(𝜏)3

𝐸4(𝜏)3 − 𝐸6(𝜏)2 ,

它给出全纯同构 SL(2, ℤ)\ℋ ∼
𝑗

ℂ,映尖点为 ∞,这就回答了一开始的复环面分类问题
—我们说 ℂ是复环面的粗模空间. 之所以粗,是因为我们只论同构类,不管复环面的自
同构.

大约在同一时期, Poincaré 始于其博士论文的研究对 Klein 学派形成了有力的
竞争. 他对 SL(2, ℝ) 的离散子群展开了自守形式的研究, 并将这些子群 (或它们在
PSL(2, ℝ) ∶= SL(2, ℝ)/{±1}中的像)称为 Fuchs群. 这些工作为双曲几何与离散群作用
的后续研究奠定了基础.
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Hecke的工作和 𝑳-函数 模形式真正成为一门自为的学科,有待 E. Hecke在 20世纪初
的工作. 他的成就之一是对于一大类的同余子群 Γ定义了𝑀𝑘(Γ)上的一族平均化算子,
现称 Hecke算子,它们保持子空间 𝑆𝑘(Γ). 简单起见取 Γ0(𝑁)为例. Hecke定义了一族相
交换的算子 (𝑇𝑛)∞

𝑛=1. 任何模形式 𝑓 ∈ 𝑀𝑘(Γ0(𝑁))皆有所谓的 Fourier展开

𝑓(𝜏) =
∞

∑
𝑛=0

𝑎𝑛(𝑓 )𝑞𝑛, 𝑞 ∶= 𝑒2𝜋𝑖𝜏 .

Hecke说明了一旦 𝑓 是所有 𝑇𝑛 共同的特征向量,并且 𝑎1(𝑓 ) = 1,那么 𝑇𝑛𝑓 = 𝑎𝑛(𝑓 ) ⋅ 𝑓 .
这般的 𝑓 称为正规化 Hecke特征形式.

且先岔题来回顾 Dirichlet级数. 这是形如 𝑠 ↦ ∑∞
𝑛=1 𝑎𝑛𝑛−𝑠 的复变函数,其中 (𝑎𝑛)∞

𝑛=1
是一列复数,要求 |𝑎𝑛|至多按 𝑛的多项式增长,以确保 Re(𝑠) ≫ 0时级数收敛并且对 𝑠
全纯. 熟知的 Riemann 𝜁 函数 (对应到 𝑎𝑛 = 1)是最初步的例子,它所具备的亚纯延拓,
Euler乘积

𝜁(𝑠) = ∏
𝑝∶素数

(1 − 𝑝−𝑠)
−1 , Re(𝑠) > 1

函数方程
𝜁(𝑠) = 2𝑠𝜋𝑠−1 sin (

𝑠𝜋
2 ) Γ(1 − 𝑠)𝜁(1 − 𝑠),

特殊值公式,以及零点分布 (Riemann假设!) 等性质对解析数论至关重要.

回到模形式. Hecke定义 𝑓 ∈ 𝑀𝑘(Γ0(𝑁))的 𝐿-函数为以下 Dirichlet级数

𝐿(𝑠, 𝑓 ) ∶=
∞

∑
𝑛=1

𝑎𝑛(𝑓 )𝑛−𝑠, Re(𝑠) ≫ 0.

他估计了 |𝑎𝑛(𝑓 )|的增长速度,证明 𝐿(𝑠, 𝑓 )亚纯延拓到整个复平面,对 𝑠 ↔ 𝑘 − 𝑠具有函
数方程,并且在 𝑓 是正规化 Hecke特征形式时具有 Euler乘积

𝐿(𝑠, 𝑓 ) = ∏
𝑝∶素数

(1 − 𝑎𝑝(𝑓 )𝑝−𝑠 + 𝑝𝑘−1−2𝑠)
−1 .

Euler乘积折射算术函数 𝑛 ↦ 𝑎𝑛(𝑓 )的某种 “乘性”,根本上反映 Hecke算子之间的乘法
性质. 另一方面,函数方程和亚纯延拓是模形式对称性的深刻体现,单就 Dirichlet级数
观点看是毫不显然的; Hecke的证明是将 𝐿(𝑠, 𝑓 )表达成函数 𝑓(𝑖𝑡) − 𝑎0(𝑓 )的Mellin变换
(𝑡 ∈ ℝ>0),几何上来说则是考虑 𝑓 沿着适当 ( ∗

∗ )-轨道的周期积分.

正规化 Hecke 特征形式蕴藏深刻的算术信息, 往往呈露于 Fourier 系数 𝑎𝑛(𝑓 ) 的
性状, 或 𝐿(𝑠, 𝑓 ) 及其高阶导数的特殊值. 以 Δ 为例, 其 Fourier 展开写作 ∑𝑛≥1 𝜏(𝑛)𝑞𝑛;
Ramanujuan猜想 𝜏(𝑝) ≤ 2𝑝11/2,其中 𝑝是任意素数. 这一猜想的完整证明归功于 Deligne
的工作,几乎用上了算术代数几何迄 1980年代为止的泰半家当. 此外,关于 𝐿-函数的各
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种估计占据了解析数论的半壁江山.
自然地,一个问题是如何在 𝑆𝑘(Γ0(𝑁)) (或者更大的 𝑆𝑘(Γ1(𝑁)))或其适当的子空间中

找出一组由正规化 Hecke特征形式构成的基. Atkin–Lehner理论提供了一个答案,对应
之基的元素称为新形式;这已是 1970年的事了.

沉寂与复兴 在两次世界大战的间隙, 现今熟悉的代数学, 代数拓扑等开始席卷学界.
模形式和椭圆函数的地位一度跌入低谷. 其间仅有M. Eichler, H. Maass, R. A. Rankin, C.
L. Siegel等人持灯前行. Maass放宽了模形式的全纯条件. Siegel以辛群取代 SL(2),探
讨了现称 Siegel模形式的多变元推广,根本动机仍是数论中经典的二次型表整数问题.
华罗庚在相关的矩阵论和多复变函数论问题上也有所创发.
短暂低潮后, 模形式在战后的晨光熹微中复生. 这时期的视角切换到一般的约化

Lie 群 𝐺 (例如 𝑛 × 𝑛 可逆矩阵群 GL(𝑛, ℝ)) 及其离散子群 Γ, 对之可以定义自守形式
𝑓 ∶ Γ\𝐺 → ℂ的概念;这包含前述的所有模形式作为特例,包括非全纯的Maass形式. 自
守形式生成自守表示,后者乃是无穷维表示理论的胜场. 现代观点更倾向于用 ℚ的有限
扩域 (称为数域)上的约化代数群 (如 GL(𝑛))及其 adèle点来表述自守形式,并且以拓扑
群上的调和分析来诠释 Hecke算子;此一视角宜另待专著介绍.
这一发展阶段的主角有苏联的 I. M. Gelfand 学派, 法国的 R. Godement 和美国的

Harish-Chandra. 新一代学者如谷山丰,志村五郎等也逐渐展露头角. 后两位的工作标识
着相关研究逐渐与模形式,模曲线和椭圆曲线的算术性质接轨,这点当然离不开战后算
术代数几何学的发展; A. Weil亦功不可没. 志村五郎在这一时期的名作 [49]至今锋芒
不减. 没有这一切铺垫,下面要讨论的 Langlands纲领便无从问世.

Langlands纲领 记 ℚ的绝对 Galois群为 𝐺ℚ,这是代数数论关切的终极对象之一. 假
如只看它的交换化 𝐺ℚ,ab,则其结构反映 ℚ的所有交换扩张,这一情形是代数数论中称
为类域论的一系列结果,归功于 D. Hilbert, P. Furtwängler,高木贞治, H. Hasse和 E. Artin
等人在 20世纪初的工作. 为了从 𝐺ℚ,ab 往前一步,群表示理论提示我们考虑 𝐺ℚ 的一切
有限维连续表示,简称 Galois表示,系数取在合适的域上.

R. P. Langlands在一封 1967年写给 A. Weil的信中猜测 GL(𝑛)的自守表示 𝜋 和 𝐺ℚ
的 𝑛 维 Galois 表示 𝜎 之间应该存在对应. 如何思考这一对应? 对两边都能赋予解析
不变量,一边是自守表示的 Godement–Jacquet 𝐿-函数 𝐿(𝑠, 𝜋),另一边则是 Galois表示的
Artin 𝐿-函数 𝐿(𝑠, 𝜎),两者都有 Euler乘积分解. Langlands断言当 𝜋 对应到 𝜎 时, 𝐿(𝑠, 𝜋)
和 𝐿(𝑠, 𝜎)的 Euler乘积能够逐项对应,至多有限个素数 𝑝除外;特别地, 𝐿(𝑠, 𝜋)和 𝐿(𝑠, 𝜎)
至多差一些 “无害”的项. 一旦得证,这将蕴涵关于 𝐿(𝑠, 𝜎)的 Artin猜想.
暂且不深究这些 𝐿-函数的定义. 此外,实践表明猜想的 Galois侧需要比 𝐺ℚ 大得多

的群,但现阶段只论 𝐺ℚ.
猜想在 𝑛 = 1的情形简化为类域论. 对于 𝑛 = 2情形,第一道证据来自模形式: 从权

≥ 2,级 Γ1(𝑁)的 Hecke特征尖点形式 𝑓 出发 (不妨假定为新形式), Deligne说明了如何
构造相应的 2维 Galois表示;事实上 𝑓 自然地给出 GL(2)的自守表示2,而 𝐿(𝑠, 𝑓 )正是

2严格来说,模形式首先给出 SL(2)的自守形式,或者从实 Lie群角度看是 GL(2, ℝ)+ 的自守形式,然后再适
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其 𝐿-函数. 构造工序分三步.

(i) 第一步是在模曲线 𝑌1(𝑁) ∶= Γ1(𝑁)\ℋ 取适当系数的上同调里实现模形式及其复
共轭,这称作 Eichler–志村同构;

(ii) 其次, Hecke算子生成的代数 𝕋 不仅作用于模形式,同样能作用于上同调,我们从上
同调截下和 𝑓 按相同方式变换的部分,这给出 Galois表示;

(iii) 为了将两种 𝐿-函数的 Euler乘积逐项等同,必须对几乎所有素数 𝑝比较 Hecke算子
𝑇𝑝 和 Frobenius自同构 Fr𝑝 对上同调的作用,最后这步基于 Eichler–志村同余关系.

拓扑学中寻常的上同调理论还不足以实现 (iii),因为它涉及有限域上的代数几何. 这自
然将我们引向模曲线的算术理论和 Grothendieck的 ℓ-进平展上同调,其中 ℓ是选定的素
数, 𝑝 ∤ 𝑁ℓ. 相应的 Galois表示的系数取在 ℓ-进数域 ℚℓ 上,或者在其有限扩张上.
从以上讨论已能瞥见算术 (Galois表示),分析 (模形式)与几何 (模曲线)的紧密勾

连,正是 Langlands纲领的本色. Langlands纲领在考虑一般的约化群时显现最大的威力,
这点是 Langlands函子性猜想的内涵;相关陈述需要较多的理论准备,按下不表.
基于此,我们可以谈论一个 2维 ℓ-进 Galois表示的模性,换言之,探讨它是否来自

于模形式. 模性最著名的应用当属 Taylor–Wiles 及后继合作者对谷山–志村猜想的证
明: 对于 ℚ上所有的椭圆曲线 𝐸,其 Tate模 𝑇ℓ𝐸 给出的 Galois表示都来自权为 2,级为
Γ1(𝑁𝐸)的模形式;此处𝑁𝐸 ∈ ℤ≥1是 𝐸的 “导子”. 证明关键之一在于Hecke代数 𝕋 的环
论性质. 由此可以导出 Fermat大定理: 当 𝑛 ≥ 3时,方程𝑋𝑛 + 𝑌 𝑛 = 𝑍𝑛无满足𝑋𝑌 𝑍 ≠ 0
的整数解. 这是算术–几何–模形式交融的又一个例子.

展望 从 19世纪发展迄今,模形式或自守形式的相关理论从几何,算术等方面汲取了源
源不绝的动能,终在 20世纪后半叶汇为 Langlands纲领. 从 20世纪末以来,这方面涌现
的新势头包括但不限于

⋄ 几何 Langlands纲领: 将数域 (如 ℚ)代换为代数曲线的函数域,曲线定义在 ℂ或
有限域 𝔽𝑞 上,并将自守形式代换为某类 𝒟 -模或 ℓ-进反常层;

⋄ 和高能物理的联系,譬如散射振幅与模形式的关联,参见 [24],以及量子场论所催
生的量子 Langlands纲领;

⋄ 渊源于同伦论的拓扑模形式,一样关乎理论物理,同时还是 J. Lurie发展导出代数
几何学的动机之一.

本书无法细谈这些主题,还请感兴趣的读者自行搜寻相关资源,或访问MathOverflow等
专业网站.

要而言之, Langlands纲领基于其深刻,广博和开放,充分展现了作为数学中一门大
一统理论的威力,左右逢源,其道大光. 所谓 “第五种运算”,良有以也.

当地扩展到 GL(2)以得到自守表示;细节留给自守形式的专著说明.

http://mathoverflow.net
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学习模形式
广博是模形式理论的突出特征,需要学者凭精湛的识力来统合. 从背景知识衡量,

除了大学本科的基础,特别是复变函数论,模形式还要求对拓扑与几何工具能运用自如,
尤其是代数几何. 这些事实自然引向了一个问题: 如何学习模形式? 为此,又不能不先
处理另一个问题: 为何要学习模形式?

之前约略介绍过模形式的内禀美感与意义;从应用角度看,它对解析数论,代数数
论,算术代数几何等领域又是绕不过的基本功,差别仅在横看成岭侧成峰. 但审美毕竟
是主观选择,对于一门理论的鉴赏贵在自得,否则外人目为前沿者,于己终是苦役. 另一
方面,应用的需求又因人而异. 本书的对象包括本科中高年级的读者,对数学的兴趣未
必定型,也没必要过早定型;面对铺天盖地的背景知识,指数增长的书单,是否值得投入
精力来学习模形式及相关理论? 基于两个理由,笔者的建议是肯定的.

⊳ 承接本科基础 许多有志学术的学生在完成必修课程后,往往拔剑四顾心茫然,不知
路在何方. 在这一关口的走向如何,关系到学校师资和同侪砥砺,这两点条件并非
处处能够达标. 机遇一旦错失,或者陷入消极,或者沦入名曰基础数学研究,实则
近似于工厂流水线的重复劳动. 笔者参与研究生面试工作多年,对此不无感触.

选题是这一节点的决定性因素. 模形式由于四通八达,案例具体,又能从相对低的
起点切入,进可攻退可守,当然是自修或组织读书会的上选.

⊳ 活化既有知识 通过浸淫于一门彻上彻下,勾连四方的学问,能有效组织被本科课程
分割承包的知识,进而将数学还原到浑然一体的面貌. 眼界决定品味,所关非小;
即便只为强化记忆,这也是最好最自然的途径.

那么如何学习模形式? 初步定义只需复变函数论和线性代数,不超出大二或大三的
知识范围,而且由此已经能进行许多有趣的计算. 于是从经典理论起步,步步为营的学
习是一种合理的选择. 但战术要服从于战略,一旦画地自限,前述学习理由便沦为虚文.
在此建议初学的读者,毋须畏惧模形式背后的巨大理论,应当以此为契机,敢于登堂入
室,敢于纵浪江湖. 这是学习过程中的一大乐事.
如果对模形式只求宏观的了解,并接触最富代表性的一些例子,宜先参阅相关综述

或短小精悍的教科书,例如 J.-P. Serre颇受推崇的讲义 [48]. 本书虽名 “初步”,总归要寻
求一定的条贯,当然不如短文痛快. 大小精粗之间有分寸存焉,本书拿捏如何,还要由读
者评价. 以下便来介绍本书的大致精神.
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本书的旨趣,风格和限度
本书目的是在本科中高年级或研究生低年级的知识范围内铺陈模形式的基础,进而

勾画相关的数论和几何面向. 起点是复变函数论的经典视角. 如此安排,是希望在表述
必要的定义和性质之外,还能兼顾解析数论和算术几何方向的学习需求. 背景知识虽以
本科阶段的数学专业课程为主,偶尔超纲势不可免;这是因为我们面对的是一门难以划
界的数学. 称之为学科或领域都不准确,更能达意的比喻兴许是一片浩瀚的星云.

由于背景知识和篇幅的双重约束,本书基本避开了自守表示论的视角和算术几何,
后者只在末尾的第十章有惊鸿一瞥. 职是之故,对 Langlands纲领仅是点到为止. 同理,
本书也不讨论半整权模形式 (例如 𝜃-级数)或迹公式. 本科课程较少触及的一些基础知
识另置于附录.

虽然遗珠不少,本书依然谋求完整性,期望读者一旦通达主要内容,便能顺利承接模
形式/自守形式的进阶教材或论文. 正文将会穿插对这些材料的引用或推荐. 所以本书
并不是为国际上其它入门教材准备的辅导书,更不是学前班. 此一定位导致的特色包括:

⋄ 在模形式的定义中容许一般的级,包括非同余子群,乃至非算术子群;
⋄ 严肃对待经典理论所涉及的双曲几何学;
⋄ 对双陪集和 Hecke算子给出较细致的梳理;
⋄ 对尖点形式的 Fourier系数和 𝐿-函数收敛范围给出比一般教材更佳的估计;
⋄ 在探讨 Eichler–志村同构和构造 Galois表示时,容许所有 ≥ 2的权.

如此一来自然要求广泛的知识面, 而且无法完整证明所有断言, 这大概是进阶教材的
共性.

撰写模形式教材向来是笔者心愿,直接动力则是 2016年秋季学期在中国科学院大
学雁栖湖校区开设的本科选修课《模形式导论》, 60学时;全书近半内容脱胎自课堂讲
义,嗣后又经反复改写扩充,层累痕迹显然. 从开始备课到全书定稿,费时不超过三年,
讲授仅止一轮,草草急就三百余页. 锤炼太少而错讹太多,料不能免于前辈们的责难. 不
知我者,谓我何求,望读者理解于万一.
不讳言, 本书的明显缺陷还包括实例偏少, 练习偏少, 数论面向讨论不足, 延伸

主题意犹未尽, 以及缺少算法或数学软件的讨论等; 关于最后一点, 谨推荐开源软件
SageMath,相关文档和以此为基础的教科书 [51] (可在作者W. Stein的主页浏览). 笔者
当初在组织相关内容时颇觉棘手,固然是篇幅和野心之间的张力使然,另一方面也是学
识所限,但学者从不能以 “超纲”来自我开脱,只好勉力前行. 倘若读者诸君能在文字间
隙里读出当时的踟蹰,则可谓知音矣.

本书在许多方面借鉴于既有的教材如 [49, 41, 10, 21]等等,不及备载. 编撰过程中
吸取了黎景辉和 Arno Kret的宝贵建议,并且承蒙熊锐,周潇翔,朱子阳等人斧正;谨向他
们和当年《模形式导论》的全体听众致谢. 在此也一并感谢科学出版社胡庆家编辑对原
稿的审阅和指点.

http://www.sagemath.org
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李文威

2018年 11月于镜春园

阅读指南
本书出现的数学名词一律汉译,名词索引中将附上英文. 人名以拉丁字母转写为主,

但中日韩越人名则使用汉字.
练习穿插于正文间,目的是希望读者随读随做,或者查阅相关材料. 少部分练习的

结果为后续段落所需,这类习题或者是平凡的,或者附有充分的提示.
各章开头有简短介绍,目的仅仅是帮助读者获取全局的理解,远非该章的要点总目.

附录部分集中介绍了全书需要的一些技术,语言或者符号;各附录或可独立阅读,但绝不
能替代扎实的学习. 以下简介各章纲要.
第一章: 基本定义 开宗明义,此章目的是介绍模形式的初步定义,只需要复变函

数,群论和简单的微分几何常识;考虑的级仅限于同余子群,相应的基本区域和尖点集能
够有相对简单的处理. 我们也连带介绍双曲平面几何的初步知识,这不仅必要,而且有
趣. 最后的 §1.6介绍构造基本区域的一般手法,称为 Dirichlet区域;所需论证比较曲折,
但终究是基于几何直观;相关内容将在第三章用上.
第二章: 案例研究 此章转趋复变函数的经典风格. 主角是级为 SL(2, ℤ)的模形

式. 我们先回顾 Γ函数和 Riemann 𝜁 函数的基本性质,再显式构造著名的全纯 Eisenstein
级数 𝐸𝑘, 𝐺𝑘 和 Δ, 𝜂, 𝑗 等函数. 由此可见即便在 SL(2, ℤ)情形,模形式已经具有极丰富的
内涵. 进一步,我们显式计算主同余子群 Γ(𝑁)的 Eisenstein级数,由此就能抽象地将同
余子群的模形式空间分解成尖点部分和 Eisenstein部分的直和. 类似分解可推及更广的
级,但本书未予讨论.
第三章: 模曲线的解析理论 解析与算术相对,后者是第十章的主题. 此章前半部

说明如何对一般的离散子群 Γ ⊂ SL(2, ℝ)赋予 𝑌 (Γ) ∶= Γ\ℋ 复结构,接着说明如何向
𝑌 (Γ)加入 “尖点”以得到 Riemann曲面 𝑋(Γ),本书称之为模曲线. 当 Γ\ℋ 的双曲测度有
限时 𝑋(Γ)为紧,这种 Γ称为余有限 Fuchs群. 相应性质在 Γ是同余子群时有简单的证
明,一般情形则是 Siegel的定理,需要基于双曲几何的较长论证. 若级 Γ不够 “深”,群作
用下的椭圆点将对一切论证带来额外的麻烦,这时 𝑌 (Γ)其实是个 “叠”而不是 Riemann
曲面.
一旦万事俱备, 便可以对余有限 Fuchs 群 Γ 定义相应的模形式, 尖点形式及其上的
Petersson内积. 最常见的 Γ是 SL(2, ℝ)的算术子群,例如来自四元数代数的子群,在 §3.5
将有简略讨论. 本章部分相关内容是第一章的重新搬演, 但深度和广度皆异. 最后的
§3.8探讨当 Γ ∈ {Γ1(𝑁), Γ0(𝑁), Γ(𝑁)}时,开模曲线 𝑌 (Γ)如何分类带级结构的复环面.
这一节是连接模形式和椭圆曲线的枢纽,篇幅也更长.
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第四章: 维数公式与应用 透过将偶数权模形式理解为 𝑋(Γ)上某些全纯线丛的截
面,可以在许多情形下计算模形式和尖点形式空间的维数,其中一个特别有用的结论是
权 𝑘 < 0的模形式必为零. 虽和第九章的立足点类似,但侧重不同,此章更强调公式与实
例的计算,主要依靠紧 Riemann曲面的 Riemann–Roch定理. 奇数权情形的论证比较迂
回,但维数公式能表成相似的形式. 相关应用包括级为 SL(2, ℤ)的模形式空间的精确描
述, 𝐸4 和 𝐸6 的零点, Ramanujan同余等等,部分结论将在后续章节用上.

第五章: Hecke算子通论 论模形式不论 Hecke算子则不备. 按群论视角,这些算
子可以从双陪集运算来理解. 此章前半部从可公度性出发,定义了一般的双陪集代数.
后半部说明如何应用于模形式. 在级为 SL(2, ℤ)的情形,双陪集代数有基于线性代数的
描述,称为 Hall代数. 基于反对合的技巧表明 Hecke算子在许多场景下相交换,这时可
以考虑模形式空间在 Hecke算子作用下的共同特征向量,称为 Hecke特征形式; §5.6的
相关讨论仅只是下一章的预热.

第六章: 同余子群的 Hecke算子 此章对于级为 Γ0(𝑁), Γ1(𝑁)的情形进一步考察
Hecke算子. 关键是在模形式空间上为每个素数 𝑝定义 Hecke算子 𝑇𝑝,并且对每个与 𝑁
互素的 𝑑 定义所谓菱形算子 ⟨𝑑⟩ (非互素时命 ⟨𝑑⟩ ∶= 0). 同样运用线性代数的语言,对
应的双陪集和代数结构能明确写下. 最关键的结果是模形式 𝑓 的 Fourier系数 𝑎𝑛(𝑓 )在
𝑇𝑝 作用下的变换公式,由此推出 Hecke算子的特征值和 𝑎𝑛(𝑓 )之间的联系.

必需说明的是 Hecke算子有比本章进路更简单的定义方式. 本书之所以取道双陪集,目
的是将 Hecke算子理解为某种卷积运算. 这有益于承接自守表示的理论.

Hecke算子的同步对角化问题催生了 §6.4和 §6.5讨论的旧形式/新形式理论. 这部分需
要精密的论证,所涉及的 Fricke对合还会在第七章用上.

第七章: 𝐿-函数 与 𝐿-函数相关的内容是写不尽的. 此章的主角仅限于模形式的
𝐿-函数,主要结果限于 𝐿-函数的四个基本性质—收敛范围, Euler乘积,函数方程,和在
竖带上的界;其中 Euler乘积仅适用 Hecke特征形式. 相关应用仅举 𝜗级数与平方和问
题的联系,譬如,借助对𝑀4(Γ0(4))的知识 (维数公式!) 可以用解析方法证明 Lagrange的
四平方和定理,八平方和问题亦可如法炮制. 在 §7.6谈及的凸性界是解析数论的基本概
念,遗憾的是本书无法进一步发挥.

第八章: 椭圆函数和复椭圆曲线 既然本书所谓的模形式又称椭圆模形式,当然与
椭圆曲线有内在的联系,此章目的便在介绍椭圆曲线的基本概念. 从 Riemann曲面论的
视角,复椭圆曲线无非是第三章涉及的复环面,它们本质上是代数几何的对象,其群结构
也同样有代数几何的刻画;假如承认代数几何的基本知识,那么椭圆曲线便能定义在一
般的域,乃至于一般的概形上,这是从算术几何视角研究模形式的第一步. 我们还会介
绍椭圆函数与椭圆积分的联系,以及复乘的初步理论,后者可用以证明 𝑗 函数在复乘点
取值为代数数.

第九章: 上同调观模形式 第一步是说明在余有限 Fuchs群 Γ充分小的假设下,如
何将权 𝑘的模形式实现为线丛 𝜔⊗𝑘 的截面. 第二步也是相对困难的一步,则是用尖点
形式空间 𝑆𝑘+2(Γ)及其共轭来分解 𝑌 (Γ)上某个局部系统 (本书记为 𝑘𝑉Γ)的抛物上同调
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H̃
1
,称为 Eichler–志村同构. 从几何的角度,这相当于赋予 H̃

1
(𝑌 (Γ), 𝑘𝑉Γ)一个权为 𝑘 + 1

的纯 Hodge结构;当 𝑘 = 0时这无非是 H1(𝑋(Γ); ℂ)的 Hodge分解. Hecke算子自然地反
映在 H̃

1
上. Eichler–志村同构是沟通模形式和模曲线算术/几何性质的津梁之一. 本章

需要一些层论和同调代数知识.
第十章: 模形式与模空间 此章主题最深,涉及的知识也最多. 我们先给出模形式

的几何定义,这需要对定义在一般环上的椭圆曲线有所了解,而模形式的 Fourier展开则
透过 Tate曲线来诠释,后者给出模空间在尖点附近的 “形式坐标”. 其次,级为 Γ1(𝑁)的
Hecke算子同样有基于模空间的诠释,它们作用于抛物上同调,从而反映于 𝑆𝑘+2(Γ1(𝑁))
及其共轭. 通过代数几何中的 ℓ-进平展上同调理论, 这些构造给出称为 Eichler–志村
关系的分解,当 𝑝 ∤ 𝑁ℓ时它将 𝑇𝑝 分解为两种 mod 𝑝世界的运算— Frobenius自同态
及其转置, 或者差一个菱形算子. 我们用 Eicher–志村关系说明如何从 Hecke 特征形
式 𝑓 ∈ 𝑆𝑘+2(Γ1(𝑁)) 构造 2 维 Galois 表示, 然后简略地介绍模性的概念. 本章不给出
Eichler–志村关系的关键证明,因为那需要对模曲线的 mod 𝑝约化有较深的理解.

附录 A:分析学背景 前半部涉及拓扑群及其作用,特别是介绍了基本区域和商空
间的关系. 后半部偏于分析学,介绍收敛性,无穷乘积与 Fourier变换的基本结果,以及复
变函数论中 Phragmén–Lindelöf原理的一个较广形式.

附录 B: Riemann曲面背景 此附录集中收集了关于 Riemann曲面的基本语汇,采
取拓扑和复变函数论视角,并以 Riemann–Roch定理的陈述作结,但一些关键定理未予
证明.

附录 C:算术背景 这部分较为简短,内容包括群的上同调, ℚ𝑝 的基本性质, Galois
表示和概形平展上同调. 旨在确立符号,几乎不含证明.

章节不尽是按直线编排,但前后总有逻辑联系,其中第四章和第八章与其它部分的
连接相对弱. 跳跃式阅读是可行的,但宜有师长或配套材料指路. 考虑到教学和阅读的
体验,少部分内容有所重复. 具体制订讲授,讨论或自学方案时,有几种可能的取舍方案
如下,供读者参考.

1. 若只谈级为 SL(2, ℤ)的模形式,则第一章略去 §1.6,双曲几何仅择必要部分. 第二
章略去 §§2.5—2.6. 第三章只讲∞附近的复结构,以及 §3.3与 §3.8的𝑁 = 1情形.
第四章只讲 §4.4和所需背景. 第五章只讲 §§5.5—5.6和所需背景. 第六章全部略
过. 第七章处处假设𝑁 = 1. 第八章随意. 第九第十章略过.

2. 若只谈同余子群的模形式,则第一章略去 §1.6,双曲几何仅择必要部分. 第三章略
去 §§3.4—3.6. 第四至七章自行取舍,但建议初学略过 §§6.4—6.5,而且关于 Hecke
算子部分可只讲 𝑇𝑝, ⟨𝑑⟩的定义和交换性. 第八章随意. 对算术几何感兴趣者宜留
意第九第十章,特别是 §10.5收录的一些应用.

3. 若要谈任意级的模形式,但侧重解析面向,则一到五章全讲,第六和第七章视情形
斟酌,但 §§6.4—6.5同样可先略过. 第八章至少介绍 §8.1和 §8.7. 第九第十章且先
略过.
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4. 对于以模形式,模曲线和 Galois表示为主攻方向的受众,建议全讲.

至于附录部分,请读者按需求定制阅读方式.
在从讲稿向书籍转化的过程中,对一些内容不可避免地进行了精炼与抽象化. 课堂

讲授时宜对相关部分进行反向的解码.

惯例
对章节以符号 §和阿拉伯数字进行参照,例如 §1.1代表第一章第一节,依此类推.

证明结尾以 �标记.

基本符号 本书采取标准的逻辑符号,如等价 ⟺ ,蕴涵 ⟹ 等等;符号 ∃!表示 “存在
唯一的...” 符号 𝐴 ∶= 𝐵意谓 “𝐴定义为 𝐵”,依此类推. 若一个数学对象由某些表达式或
一系列操作无歧义地确定,无关一切辅助资料的选取,则称之为良定义的,简称良定.

集合 𝐸 的基数记为 |𝐸|. 一族集合 {𝐸𝑖}𝑖∈𝐼 的无交并记为⨆𝑖∈𝐼 𝐸𝑖,以与普通的并 ∪
区隔;有限无交并也记为 𝐸1 ⊔ ⋯ ⊔ 𝐸𝑛等等. 差集记为 𝐴 ∖ 𝐵 ∶= {𝑎 ∈ 𝐴 ∶ 𝑎 ∉ 𝐵};留意到
这与稍后将定义的陪集空间 𝐴\𝐵是两回事.

我们经常对映射,同态乃至于一般范畴中的态射谈论交换图表,例如
𝐴 𝐵

𝐶 𝐷

𝑓

ℎ 𝑔

𝑘
交换意谓 𝑔𝑓 = 𝑘ℎ. 范畴以无衬线字体 (Sans-serif)标记.

集合之间的映射以箭头→代表: 𝐴 ↪ 𝐵 表单射, 𝐴 ↠ 𝐵 表满射. 双射常记为
1∶1

.
集合 𝐴到自身的恒等映射记为 id = id𝐴. 符号 𝐴 ∼→ 𝐵 则表示结构之间的同构 (譬如群,
环,拓扑空间或 Riemann曲面等等). 映射 𝑓 ∶ 𝐴 → 𝐵的像记为 im(𝑓 ),任意子集 𝐵′ ⊂ 𝐵
对 𝑓 的原像则记为 𝑓 −1𝐵′ ⊂ 𝐴. 对于给定的映射 𝐴 → 𝐵,符号 𝑎 ↦ 𝑏意谓 𝑎 ∈ 𝐴被映为
𝑏;习称 𝑓 −1(𝑎) ⊂ 𝐵为 𝑎 ∈ 𝐴上的 “纤维”.

谈论角度时一律采取弧度制. 对数函数 log一律以 𝑒为底. 选定 −1的平方根 𝑖. 常
见的数系记法如下.

ℤ ℚ ℝ ℂ

整数 有理数 实数 复数

⊂ ⊂ ⊂
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代数 如果群的运算写作乘法,则本书一般将其单位元记为 1,如有混淆之虞将另外标
注. 子群 𝐻 ⊂ 𝐺的指数记为 (𝐺 ∶ 𝐻). 相应的陪集空间记为 𝐺/𝐻 = {𝑔𝐻 ∶ 𝑔 ∈ 𝐺}和
𝐻\𝐺 = {𝐻𝑔 ∶ 𝑔 ∈ 𝐺}. 群 𝐺中由元素 𝑔, 𝑔′, …生成的子群记为 ⟨𝑔, 𝑔′, …⟩. 若群运算写
作乘法, 𝑔 ∈ 𝐺生成的子群也记为 𝑔ℤ. 若交换群 𝐺的运算写作加法, 𝑔, 𝑔′, …生成的子群
也记为 ℤ𝑔 + ℤ𝑔′ + ⋯. 群同态 𝜑的核,余核分别记为 ker 𝜑, coker 𝜑.
若群Γ左作用在集合𝑋上,则记 𝑥 ∈ 𝑋的轨道为Γ𝑥,记稳定化子群 {𝛾 ∈ Γ ∶ 𝛾𝜏 = 𝜏}

为 StabΓ(𝜏)或 Γ𝜏 ;右作用亦同. 保持群作用的映射称为等变映射.
Lie群以大写拉丁字母表示,对应的 Lie代数以小写 𝔣𝔯𝔞𝔨𝔱𝔲𝔯字体表示.
如无另外说明,本书考虑的环皆含乘法幺元. 环 𝑅的所有可逆元对乘法成群,记为

𝑅×;若 𝑅是零环则规定 𝑅× 为平凡群 {1}.
对于任意交换环 𝑅和正整数 𝑁 ,定义 𝑅× 的子群 𝜇𝑁 (𝑅) ∶= {𝑟 ∈ 𝑅× ∶ 𝑟𝑁 = 1}. 习

惯记 𝜇𝑁 ∶= 𝜇𝑁 (ℂ). 于是 𝜇𝑁 中的𝑁 阶元无非是𝑁 次本原单位根.
若 𝑉 是域 𝕜上的向量空间,其对偶空间记为 𝑉 ∨ ∶= Hom𝕜(𝑉 , 𝕜).
本书将域扩张𝐾 ↪ 𝐿写作𝐿|𝐾的形式. Galois扩张𝐿|𝐾的Galois群记为Gal(𝐿|𝐾).

恰有 𝑞个元素的有限域记为 𝔽𝑞 .
记以 𝑞 为变元, 系数在交换环 𝑅 上的多项式环为 𝑅[𝑞], 形式幂级数环为 𝑅J𝑞K,

Laurent级数环为 𝑅((𝑞)) ∶= 𝑅J𝑞K [
1
𝑞 ].

整数 整数 𝑎, 𝑏的最大公因数记为 gcd(𝑎, 𝑏) ∈ ℤ≥0,它按环论观点由 𝑎ℤ+𝑏ℤ = gcd(𝑎, 𝑏)ℤ
刻画,特别地 gcd(𝑛, 0) = |𝑛|对所有 𝑛成立. 同余式 𝑎 ≡ 𝑏 (mod 𝑁)意谓 𝑁 ∣ (𝑎 − 𝑏). 实
数 𝑥的向下取整记为 ⌊𝑥⌋,向上取整记为 ⌈𝑥⌉.

射影空间 设 𝐹 为域, 𝑛维射影空间 ℙ𝑛(𝐹 )按定义由 𝐹 𝑛+1的所有一维子空间构成,其中
由非零向量 (𝑥0, … , 𝑥𝑛) ∈ 𝐹 𝑛+1 张出的直线记为 (𝑥0 ∶ … ∶ 𝑥𝑛) ∈ ℙ𝑛(𝐹 ),这种表示法称
为 ℙ𝑛(𝐹 )的齐次坐标. 不致混淆时简记 ℙ𝑛 ∶= ℙ𝑛(𝐹 ). 我们也称 ℙ1 为射影直线, ℙ2 为射
影平面. 关于射影几何的基本概念可以参看 [58, §5.3].

拓扑空间 对于拓扑空间 𝑋 的子集 𝐷,记其内点集为 𝐷∘,边界为 𝜕𝐷 ∶= 𝐷 ∖ 𝐷∘. 度量空
间上的距离函数一般记为 𝑑(⋅, ⋅). 测度空间 𝐸 的体积记为 vol(𝐸). 设 𝑓 ∶ 𝑋 → 𝑌 为连续
映射,若对所有紧子集 𝐶 ⊂ 𝑌 ,逆像 𝑓 −1𝐶 仍然紧,则称 𝑓 为逆紧映射.

矩阵 按惯例, 𝑛 × 𝑚矩阵皆以横行竖列表示:

(𝑎𝑖𝑗) 1≤𝑖≤𝑛
1≤𝑗≤𝑚

=
⋮

⋯ 𝑎𝑖𝑗 ⋯
⋮

⎛
⎜
⎜
⎜
⎝

⎞
⎟
⎟
⎟
⎠

第 𝑖行

第 𝑗 列

本书惯例是将矩阵的零元经常略去,并且用通配符 ∗表示不重要的矩阵元,譬如固定列
向量 ( 1 ) = ( 1

0 )不动的 2阶方阵形如 ( 1 ∗
∗ ).
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对任意交换环 𝑅及正整数 𝑛,定义M𝑛(𝑅)为全体 𝑛 × 𝑛矩阵构成的 𝑅-代数. 行列式
记为 det,单位矩阵记为 1. 以下集合对矩阵乘法成群.

GL(𝑛, 𝑅) ∶= {𝛾 ∈ M𝑛(𝑅) ∶ det 𝛾 ∈ 𝑅×} ,
SL(𝑛, 𝑅) ∶= {𝛾 ∈ M𝑛(𝑅) ∶ det 𝛾 = 1} ,

它们按矩阵乘法在 𝑅𝑛 上左作用 (视为列向量)或右作用 (视为行向量). 按 𝑡 ↦ (
𝑡

⋱
𝑡 )

将 𝑅× 嵌入 GL(𝑛, 𝑅),其像正是群 GL(𝑛, 𝑅)的中心. 故可定义

PGL(𝑛, 𝑅) ∶= GL(𝑛, 𝑅)/𝑅×,
PSL(𝑛, 𝑅) ∶= SL(𝑛, 𝑅)/ (𝑅× ∩ SL(𝑛, 𝑅)) = SL(𝑛, 𝑅)/𝜇𝑛(𝑅)

≃ im [SL(𝑛, 𝑅) → PGL(𝑛, 𝑅)] .

本书惯用以下记法: 若 Γ是 SL(𝑛, 𝑅)的子群,则它在 PSL(𝑛, 𝑅)中的像记为 Γ.
任何环同态 𝜑 ∶ 𝑅 → 𝑅′ 都自然地诱导环同态 M𝑛(𝑅) → M𝑛(𝑅′) 和群同态

GL(𝑛, 𝑅) → GL(𝑛, 𝑅′)和 SL(𝑛, 𝑅) → SL(𝑛, 𝑅′)等等,方式是映矩阵 (𝑎𝑖𝑗)𝑖,𝑗 为 (𝜑(𝑎𝑖𝑗))𝑖,𝑗 .
设 𝛾 = (𝑎𝑖𝑗)𝑖,𝑗 和 𝛾′ = (𝑎′

𝑖𝑗)𝑖,𝑗 是M𝑛(ℤ)的元素,则符号 𝛾 ≡ 𝛾′ (mod 𝑁)意谓 𝑎𝑖𝑗 = 𝑎′
𝑖𝑗

(mod 𝑁)对所有 1 ≤ 𝑖, 𝑗 ≤ 𝑁 成立. 推而广之,以一般的环 𝑅及其理想 𝐼 代替 ℤ和𝑁ℤ,
则矩阵同余的定义类似.

以 𝛾 ↦ 𝑡𝛾 表矩阵转置. 在实数域上有正交群

O(𝑛, ℝ) ∶= {𝛾 ∈ GL(𝑛, ℝ) ∶ 𝛾 ⋅ 𝑡𝛾 = 1} ,
SO(𝑛, ℝ) ∶= O(𝑛, ℝ) ∩ SL(𝑛, ℝ).

此外,定义

GL(𝑛, ℝ)+ ∶= {𝛾 ∈ GL(𝑛, ℝ) ∶ det 𝛾 > 0} , GL(𝑛, ℚ)+ ∶= GL(𝑛, ℚ) ∩ GL(𝑛, ℝ)+.

阶的估计 以下符号是标准的. 我们探讨定义在某拓扑空间上的复数值函数 𝑔(𝑥) 在
𝑥 → 𝑎时的增长,其中 𝑎是给定的极限点.

1. 设 𝑓(𝑥)为正值函数,符号 𝑔 ≪ 𝑓 或 𝑔 = 𝑂(𝑓)表示存在常数 𝐶 ≥ 0使得当 𝑥足够
接近 𝑎时 |𝑔| ≤ 𝐶𝑓 .

2. 符号 𝑔 = 𝑜(𝑓)表示 lim𝑥→𝑎
𝑔
𝑓 = 0.

3. 符号 𝑔 ∼ 𝑓 表示 lim𝑥→𝑎
𝑔
𝑓 = 1.
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估计中的常数 𝐶 等往往依赖于其它给定的资料,必须另外说明. 此诸定义也适用于
𝑓, 𝑔为数列的情形,此时 𝑥 ∈ ℤ≥1 而 𝑎 ∶= ∞.

复分析 复数 𝑧的实部记为 Re(𝑧),虚部记为 Im(𝑧). 复平面上的竖带定为形如

{𝑠 ∈ ℂ ∶ 𝑎 ≤ Re(𝑠) ≤ 𝑏}

的集合,通常默认竖带的宽度有限,亦即 −∞ < 𝑎 ≤ 𝑏 < +∞;更多相关定义见 §A.6
按惯例,我们向 ℂ添入无穷远点以得到 ℂ ⊔ {∞};它透过球极投影和单位球面 𝕊2等

同,故亦称为 Riemann球面,这也赋予 ℂ ⊔ {∞}自明的拓扑结构.
复平面里的上半平面和单位开圆盘分别记为

ℋ ∶= {𝜏 ∈ ℂ ∶ Im(𝜏) > 0} ,
𝒟 ∶= {𝑧 ∈ ℂ ∶ |𝑧| < 1} .

读者理应熟悉单变量全纯函数 (即复解析函数)和亚纯函数的概念,例如 [63]的前
半部内容. 设 𝑈 为 ℂ的开子集, 𝑓 是 𝑈 上的亚纯函数,在 𝑥 ∈ 𝑈 附近不恒为零,那么 𝑓
在 𝑥处的消没次数记为 ord𝑥(𝑓 ): 按定义, (𝑧 − 𝑥)− ord𝑥(𝑓 )𝑓(𝑧)在 𝑥的一个开邻域上全纯而
且处处非零. 若 𝑓 在 𝑥附近恒为零,则定义 ord𝑥(𝑓 )为无穷大.

由于消没次数的定义是局部的, 并且在局部坐标变换下不变, 它可以推广到任意
Riemann曲面上.
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对上半平面ℋ 赋予 Riemann度量 d𝑥2+d𝑦2

𝑦2 ,其曲率为常数 −1,这是双曲几何常见的
模型. 具有整数权 𝑘和级 SL(2, ℤ)的模形式是定义在ℋ 上的一类全纯函数,按定义,这
样一个函数 𝑓 必须

(a) 满足 (𝑐𝜏 + 𝑑)−𝑘𝑓 (
𝑎𝜏 + 𝑏
𝑐𝜏 + 𝑑 ) = 𝑓(𝜏),其中 ( 𝑎 𝑏

𝑐 𝑑 )取遍 SL(2, ℤ),

(b) 具有 Fourier展开 𝑓(𝜏) = ∑𝑛≥0 𝑎𝑛(𝑓 )𝑞𝑛,其中 𝑞 ∶= 𝑒2𝜋𝑖𝜏 ; Fourier系数 𝑎𝑛(𝑓 )往往蕴藏
微妙的算术信息.

这里的作用 (( 𝑎 𝑏
𝑐 𝑑 ), 𝜏) ↦ 𝑎𝜏+𝑏

𝑐𝜏+𝑑 是复变函数论中熟知的线性分式变换. 实用中需要比
SL(2, ℤ)-作用更宽松的对称性,或谓更深的 “级”,并研究模形式在所谓 “尖点”附近的性
状. 上半平面在离散子群作用下的基本区域扮演举足轻重的角色,相关定义见 §A.2. 复
变函数论,群论与双曲几何在此熔于一炉.

千头万绪,本章且先从上半平面的几何性质入手,然后确定 SL(2, ℤ)的基本区域,定
义同余子群及其尖点. 掌握这些概念便能定义以任意同余子群 Γ为级的整权模形式.

对于基本区域, §1.6将给出称为 Dirichlet区域的一般构造及其性质,在 §3.4将有进
一步探讨. 这部分内容需要专门的课程来细说,本书浅尝辄止.

以非同余子群为级的模形式留待 §3.6探讨. 我们也需要关于拓扑群和微分形式的
一些基本知识,参见 §A.1和 §B.2.
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1.1 线性分式变换
对任意 𝑛 ∈ ℤ≥1, 群 GL(𝑛, ℂ) 透过方阵对列向量的乘法作作用在 ℂ𝑛 上, 它保持

ℂ𝑛 ∖ {0}不变,而子群 ℂ× ⊂ GL(𝑛, ℂ)的作用无非是伸缩.

我们主要关注 𝑛 = 2情形. 以齐次坐标表达 ℙ1(ℂ)的元素. 从 GL(2, ℂ)在 ℂ2 ∖ {0}
上的左作用自然导出 PGL(2, ℂ)在复射影直线 ℙ1(ℂ)上的左作用

⎛
⎜
⎜
⎜
⎝

𝑎 𝑏

𝑐 𝑑

⎞
⎟
⎟
⎟
⎠

⋅ (𝑥 ∶ 𝑦) = (𝑎𝑥 + 𝑏𝑦 ∶ 𝑐𝑥 + 𝑑𝑦).

任何 𝛾 ∈ PGL(2, ℂ) ∖ {1}在 ℙ1(ℂ)上至多只有两个不动点,这是因为若取 ̃𝛾 ∈ GL(2, ℂ) ∖
ℂ× 为 𝛾 的代表元,那么不动点一一对应于 𝛾 的特征子空间,根据线性代数至多仅两个.

若以 (𝑥 ∶ 𝑦) ↦ 𝑥
𝑦 将 ℙ1(ℂ)视同 ℂ ⊔ {∞},此作用化为

⎛
⎜
⎜
⎜
⎝

𝑎 𝑏

𝑐 𝑑

⎞
⎟
⎟
⎟
⎠

⋅ 𝜏 = 𝑎𝜏 + 𝑏
𝑐𝜏 + 𝑑

当 𝜏 = ∞时右式诠释作 𝑎
𝑐 ,当 𝑐𝜏 + 𝑑 = 0时右式诠释作∞,从极限观点看这是合理的. 基

于显见的理由,从 ℂ ⊔ {∞}到自身的这类变换也叫做线性分式变换.

相异四点 𝑧0, 𝑧1, 𝑧2, 𝑧3 ∈ ℂ ⊔ {∞} (计顺序)的交比定为

(𝑧0, 𝑧1; 𝑧2, 𝑧3) ∶= 𝑧0 − 𝑧2
𝑧0 − 𝑧3

⋅ (
𝑧1 − 𝑧2
𝑧1 − 𝑧3 )

−1
∈ ℂ;

当其中一点为∞时,此式按极限来定义,特例是 (𝑧, 1; 0, ∞) = 𝑧. 完整的介绍见诸任一本
复变教材,如 [63, §2.6定义 2]. 交比也可以从经典射影几何学来说明,见 [58,定义 5.42].

读者们在复分析中应当学过,或者至少愿意接受以下性质:

⋄ 任何线性分式变换都是 Riemann球面 ℂ ⊔ {∞}的全纯自同构,因而也保角;

⋄ 线性分式变换保持交比: (𝛾𝑧0, 𝛾𝑧1; 𝛾𝑧2, 𝛾𝑧3) = (𝑧0, 𝑧1; 𝑧2, 𝑧3), 其中 𝛾 ∈ PGL(2, ℂ)
而 𝑧0, … , 𝑧3 ∈ ℂ ⊔ {∞}相异;

⋄ 对相异任三点 𝑧1, 𝑧2, 𝑧3 ∈ ℂ ⊔ {∞},存在唯一的 𝛾 ∈ PGL(2, ℂ)使得

𝛾𝑧1 = 1, 𝛾𝑧2 = 0, 𝛾𝑧3 = ∞.
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实际上,交比的不变性必导致 (𝑧, 𝑧1; 𝑧2, 𝑧3) = (𝛾𝑧, 1; 0, ∞),故唯一的选法是

𝛾𝑧 = (𝑧, 𝑧1; 𝑧2, 𝑧3) = 𝑧 − 𝑧2
𝑧 − 𝑧3

⋅ (
𝑧1 − 𝑧2
𝑧1 − 𝑧3 )

−1
. (1.1.1)

⋄ 线性分式变换将 ℂ ⊔ {∞}中的圆映为圆,这里的 “圆”容许有无穷大的半径,相应
的图形无非是包含∞的直线;

⋄ 在 ℂ ⊔ {∞}中,相异任三点 𝑧1, 𝑧2, 𝑧3 确定唯一圆: 变换 (1.1.1)将之映到过 1, 0, ∞
的唯一圆,即实轴.

⋄ 相异四点 𝑧0, … , 𝑧3 共圆的充要条件是 (𝑧0, 𝑧1; 𝑧2, 𝑧3) ∈ ℝ. 论证是容易的: 根据以
上讨论,适当的线性分式变换可将问题化约到 (𝑧1, 𝑧2, 𝑧3) = (1, 0, ∞)情形,这三点
决定圆 ℝ ⊔ {∞},而 (𝑧0, 1; 0, ∞) = 𝑧0.

按惯例记 𝑧 = 𝑥 + 𝑖𝑦 ∈ ℂ,并回忆微分形式的语言. 将 ℂ视同二维空间 ℝ2,在其上有
复值微分形式 d𝑧 = d𝑥 + 𝑖 d𝑦,其共轭为 d𝑧 = d ̄𝑧 = d𝑥 − 𝑖 d𝑦,相乘得 | d𝑧|2 ∶= d𝑧 ⋅ d𝑧 =
(d𝑥)2 + (d𝑦)2,正是 ℂ上标准的平坦度量. 1

引理 1.1.1 设 𝛾 = ( 𝑎 𝑏
𝑐 𝑑 ) ∈ GL(2, ℂ),则有微分形式的等式 d(𝛾𝑧) = det 𝛾 ⋅ (𝑐𝑧 + 𝑑)−2 d𝑧.

证明 运用 (B.2.1)直接对 𝑎𝑧 + 𝑏
𝑐𝑧 + 𝑑 求导即可.

引理 1.1.2 设 𝛾 = ( 𝑎 𝑏
𝑐 𝑑 ) ∈ GL(2, ℝ),则 Im(𝛾𝑧) = det 𝛾 ⋅ |𝑐𝑧 + 𝑑|−2 Im(𝑧).

证明 直接计算

𝑎𝑧 + 𝑏
𝑐𝑧 + 𝑑 − 𝑎 ̄𝑧 + 𝑏

𝑐 ̄𝑧 + 𝑑 = (𝑎𝑧 + 𝑏)(𝑐 ̄𝑧 + 𝑑) − (𝑎 ̄𝑧 + 𝑑)(𝑐𝑧 + 𝑑)
|𝑐𝑧 + 𝑑|2

= |𝑐𝑧 + 𝑑|−2(𝑎𝑑 − 𝑏𝑐)(𝑧 − ̄𝑧) = 2𝑖 det 𝛾 ⋅ |𝑐𝑧 + 𝑑|−2 Im(𝑧),

而左式无非是 𝛾𝑧 − 𝛾𝑧 = 2𝑖 Im(𝛾𝑧).

现在引入 Poincaré上半平面

ℋ ∶= {𝜏 ∈ ℂ ∶ Im(𝜏) > 0} ,

它对双曲度量
| d𝜏|2

𝑦2 = d𝑥2 + d𝑦2

𝑦2 , 𝜏 = 𝑥 + 𝑖𝑦 ∈ ℋ ,

成为二维 Riemann流形,相应的测度由体积形式 d𝑥 d𝑦
𝑦2 确定.

1按微分几何的规矩,确切地说须先复化 ℂ的余切空间,然后在其对称代数里作乘法,详见 [59, §7.6].
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在 Riemann流形任一点的切空间上,透过度量可以谈论任两个非零切向量的夹角.
包含映射 (ℋ , 𝑦−2(d𝑥2 + d𝑦2)) → (ℂ, d𝑥2 + d𝑦2)保角,所以ℋ 上的双曲夹角和复平面上
的夹角是一回事.

练习 1.1.3 对 Lie代数验证直和分解 𝔰𝔩(2, ℝ) = 𝔰𝔬(2, ℝ) ⊕ {( 𝑌 𝑋
0 −𝑌 ) ∶ 𝑋, 𝑌 ∈ ℝ}.

命题 1.1.4 透过线性分式变换,群 GL(2, ℝ)保持 ℝ ⊔ {∞};其子群 GL(2, ℝ)+以全纯自同
构作用在ℋ 上.

证明 易见任意 𝛾 ∈ GL(2, ℝ)保持直线 ℝ ⊔ {∞}. 在 Riemann球面上观之, ℝ ⊔ {∞}将
ℂ ⊔ {∞}隔成两个连通子集,分别由 Im ≶ 0给出. 当 det 𝛾 > 0时,由引理 1.1.2可知 𝛾 保
持每个连通子集;特别地,它给出ℋ 的全纯自同构.

其实 GL(2, ℝ)+和 SL(2, ℝ)相去不远,因为 GL(2, ℝ)+ = ℝ×
>0 ⋅ SL(2, ℝ),而 ℝ×

>0在ℋ
上的作用平凡.

命题 1.1.5 透过线性分式变换,群GL(2, ℝ)+诱导出ℋ 的全纯保距自同构, 𝛾 ∈ GL(2, ℝ)+

的作用平凡当且仅当它在 PGL(2, ℝ)中的像平凡;对于 𝛾 ∈ SL(2, ℝ)这又等价于 𝛾 = ±1.

群 SL(2, ℝ)在ℋ 上的作用光滑而且可递,此外 StabSL(2,ℝ)(𝑖) = SO(2, ℝ).

证明 命题 1.1.4已说明 GL(2, ℝ)+ 诱导ℋ 的全纯自同构. 如果 𝛾 在ℋ 上作用平凡,那
么它有无穷多个不动点,本节开头的讨论遂导致 𝛾 在 PGL(2, ℂ)中的像平凡,这也等价
于它在 PGL(2, ℝ)中的像平凡;关于 𝛾 ∈ SL(2, ℝ)的论断是自明的.

下面验证 𝛾 保持度量 𝑦−2| d𝑧|2. 置 𝑧′ = 𝑥′ + 𝑖𝑦′ = 𝛾𝑧. 并用引理 1.1.1和引理 1.1.2
可知

d𝑧′

𝑦′ = d𝑧
𝑦′ ⋅ det 𝛾 ⋅ (𝑐𝑧 + 𝑑)−2 = d𝑧

𝑦 ⋅ |𝑐𝑧 + 𝑑|2

(𝑐𝑧 + 𝑑)2 .

注意到 |
|𝑐𝑧 + 𝑑|
𝑐𝑧 + 𝑑 | = 1,将两边的微分形式各自乘上其共轭,便有 (𝑦′)−2| d𝑧′|2 = 𝑦−2| d𝑧|2.

显然 SL(2, ℝ) × ℋ → ℋ 是光滑映射. 直截了当的计算给出 𝑖的稳定化子群. 至于
可递性,仅须观察到对任何 𝑥 + 𝑖𝑦 ∈ ℋ ,

⎛
⎜
⎜
⎜
⎝

𝑦1/2 𝑥𝑦−1/2

𝑦−1/2

⎞
⎟
⎟
⎟
⎠

∈ SL(2, ℝ)

映 𝑖为 𝑥 + 𝑖𝑦.

我们经常须以 PGL(2, ℝ)或 PSL(2, ℝ)搬动 ℝ ⊔ {∞}的点,并计算稳定化子群. 以下
是一则基本观察.
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引理 1.1.6 任何 𝑡 ∈ ℝ ⊔ {∞}皆可表作 𝑡 = 𝛼∞,其中 𝛼 ∈ PSL(2, ℝ),而且

StabPGL(2,ℝ)(𝛼∞) = 𝛼
⎛
⎜
⎜
⎜
⎝

∗ ∗

∗

⎞
⎟
⎟
⎟
⎠

𝛼−1.

特别地, StabPGL(2,ℝ)(∞) = ( ∗ ∗
∗ ).

证明 表 𝑡为 𝑎
𝑐 , 其中 (𝑎, 𝑐) ∈ ℝ2 ∖ {(0, 0)}. 总存在 (𝑏, 𝑑) ∈ ℝ2 使得 𝑎𝑑 − 𝑏𝑐 = 1, 然而

𝑎∞+𝑏
𝑐∞+𝑑 = 𝑎

𝑐 . 故取 𝛼 = ( 𝑎 𝑏
𝑐 𝑑 ) ∈ SL(2, ℝ)便有 𝑡 = 𝛼∞.

稳定化子容易化约到 𝛼 = 1的情形来确定. 观察到 𝑎∞+𝑏
𝑐∞+𝑑 = ∞当且仅当 𝑐 = 0.

由于ℋ 具有一族可递的保距自同构,基于对称性,曲率必为常数. 根据拓扑群理论
的标准结果 (定理 A.1.4),在 𝑖点处的轨道映射给出同胚

orb𝑖 ∶ SL(2, ℝ)/ SO(2, ℝ) ∼⟶ ℋ
𝛾 ⟼ 𝛾(𝑖),

(1.1.2)

其中左式赋予商拓扑;进一步,两边都有自然的 𝐶∞-流形结构,而 orb𝑖 给出流形间的同
构. 事实上ℋ 是所谓 Riemann对称空间的一个例子.

练习 1.1.7 对于学过微分几何的读者,请验证ℋ 的 Gauss曲率为 −1.

练习 1.1.8 运用同构

{𝑧 ∈ ℂ ∶ |𝑧| = 1} ∼⟶ SO(2, ℝ)

𝑒𝑖𝜃 ⟼
⎛
⎜
⎜
⎜
⎝

cos 𝜃 − sin 𝜃

sin 𝜃 cos 𝜃

⎞
⎟
⎟
⎟
⎠

来描述 SO(2, ℝ)在切空间 𝑇𝑖ℋ = ℂ上的作用;证明它由 𝑣 ↦ 𝑒−2𝑖𝜃𝑣给出. 因此 SO(2, ℝ)
在 {𝑣 ∈ 𝑇𝑖ℋ ∶ ‖𝑣‖ = 1}上作用可递.

提示 借由线性分式变换将 𝛾 = ( cos 𝜃 − sin 𝜃
sin 𝜃 cos 𝜃 )视作 ℂ上的亚纯函数,因此可考虑 d𝛾

d𝑧 ;
用引理 1.1.1计算 d𝛾

d𝑧 (𝑖) = (𝑧 sin 𝜃 + cos 𝜃)−2|𝑧=𝑖 = 𝑒−2𝑖𝜃 .

命题 1.1.9 Riemann流形ℋ 上的测地线皆是ℋ ⊂ ℂ ⊔ {∞}中与实轴正交的圆弧,反之
亦然. 每条测地线皆可以无穷延伸.

根据熟知的 Hopf–Rinow定理 [64,第八章,定理 7.2],这表明 Riemann流形ℋ 完备,
故ℋ 上的双曲距离可由最短测地线的长度来计算. 回忆到形如 {𝜏 ∈ ℋ ∶ Re(𝜏) = 𝑥}的
直线也算是圆弧;它与 ℝ ⊔ {∞}正交于 {𝑥, ∞},这点可借由球极投影在 𝕊2 上观照.
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证明 置

𝑎(𝑡) ∶=
⎛
⎜
⎜
⎜
⎝

𝑒𝑡/2

𝑒−𝑡/2

⎞
⎟
⎟
⎟
⎠

= exp
⎛
⎜
⎜
⎜
⎝

𝑡
⎛
⎜
⎜
⎜
⎝

1/2

−1/2

⎞
⎟
⎟
⎟
⎠

⎞
⎟
⎟
⎟
⎠

, 𝑡 ∈ ℝ.

我们断言 𝑡 ↦ 𝑎(𝑡)𝑖 = 𝑒𝑡𝑖扫出一条过 𝑖的无穷延伸的测地线. 这点既可以从测地线的微
分方程计算,也可运用以下技巧: 容易验证此曲线在每一点的切向量长度皆为 1. 今考虑
对虚数轴的镜射 𝑟 ∶ 𝜏 ↦ − ̄𝜏,易见 𝑟保持 Riemann度量,因此从 𝑖出发,初始切向量落在
虚轴上且长度为一的测地线必全程落在ℋ 𝑟 ∶= {𝜏 ∈ ℋ ∶ 𝑟(𝜏) = 𝜏} = 𝑖ℝ>0上;根据先前
讨论,这只能是 𝑡 ↦ 𝑒𝑡𝑖.
由于 SL(2, ℝ)在 ℋ 上可递而且保角 (因其全纯),保持实轴,映圆为圆,而根据之前

的练习, SO(2, ℝ)在切空间 𝑇𝑖ℋ ≃ ℂ的单位向量上也可递,故所有测地线都由前述情形
搬运而来,如下图:

𝑎(𝑡)

如此就描述了ℋ 中所有的测地线.

注意到所有和虚数轴平行的测地线都趋近∞点. 两点的测地距离有明晰的公式如下.

命题 1.1.10 任两点 𝜏1, 𝜏2 ∈ ℋ 可用唯一的测地线段连接,其间距离用反双曲函数表为

cosh−1
(

1 + |𝜏1 − 𝜏2|2

2 Im(𝜏1) Im(𝜏2))
.

证明 不妨设 𝜏1 ≠ 𝜏2. 根据命题 1.1.9的描述和平面几何学,连接 𝜏1和 𝜏2的测地线段是
唯一的: 过这两点存在唯一一个与实轴正交的半圆 (当 Re(𝜏1) = Re(𝜏2)时退化为直线),
从中截取端点为 𝜏1, 𝜏2 的弧,其双曲长度即 𝑑(𝜏1, 𝜏2).
为了计算距离,先假设 Re(𝜏1) = Re(𝜏2). 不妨令 𝑦𝑖 ∶= Im(𝜏𝑖), 𝑦2 ≥ 𝑦1,这时的距离是

∫𝑦2
𝑦1

𝑦−1 d𝑦 = log(𝑦2/𝑦1).
接着假设 Re(𝜏1) < Re(𝜏2),过 𝜏1, 𝜏2 并与实轴正交的半圆其半径记为 𝑟 > 0,而 𝜏1, 𝜏2

两点的幅角分别是 0 < 𝜃1 < 𝜃2 < 𝜋,用角度参数计算距离得到

∫
𝜃2

𝜃1

𝑟 d𝜃
𝑟 sin 𝜃 = ∫

𝜃2

𝜃1
csc 𝜃 d𝜃 = log |

csc 𝜃1 + cot 𝜃1
csc 𝜃2 + cot 𝜃2 | .

两种情形都契合原式,细节留予读者.

约定 1.1.11 连接ℋ 中两点 𝑥, 𝑦的唯一测地线段记为 [𝑥, 𝑦].
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本节最后探讨任意离散子群 Γ ⊂ SL(2, ℝ)在ℋ 上作用的 “正常性”,见定义 A.1.6.

命题 1.1.12 设 Γ ⊂ SL(2, ℝ)为离散子群,则 Γ在ℋ 上的作用正常;换言之,对任何紧子
集 𝐾1, 𝐾2 ⊂ ℋ ,集合 {𝛾 ∈ Γ ∶ 𝛾𝐾1 ∩ 𝐾2 ≠ ∅}有限.

证明 由 (1.1.2)已知 ℋ 等同于 SL(2, ℝ)/ SO(2, ℝ),而 Γ在其上的作用等同于对陪集作
左乘;一切归结为命题 A.1.11.

约定 1.1.13 称 SL(2, ℝ)的离散子群或它在 PSL(2, ℝ)中的像为 Fuchs群.

1.2 圆盘模型
Bolyai–Lobachevsky双曲几何至少有两种常用模型,都实现在 ℂ的开子集上.

空间 Riemann度量

Poincaré上半平面 ℋ ∶= {𝜏 ∈ ℂ ∶ Im(𝜏) > 0} | d𝜏|2

𝑦2

Poincaré圆盘 𝒟 ∶= {𝑧 ∈ ℂ ∶ |𝑧| < 1} 4| d𝑧|2

(1 − |𝑧|2)2

留意到包含映射 (𝒟, 4(1 − |𝑧|2)−2| d𝑧|2) → (ℂ2, | d𝑧|2)是保角的,理由和上半平面
情形相同.

命题 1.2.1 线性分式变换𝐶 ∶ 𝑧 ↦ 𝜏 = 𝑧 + 𝑖
𝑖𝑧 + 1 给出保距全纯同构𝒟 ∼→ ℋ ,此外𝐶(0) = 𝑖,

𝐶(𝑖) = ∞.

证明 容易验证 𝐶(1) = 1, 𝐶(𝑖) = ∞, 𝐶(−𝑖) = 0. 由于 𝐶 保圆,而三点定一圆,故 𝐶 限制
为 {𝑧 ∶ |𝑧| = 1} ∼→ ℝ ⊔ {∞};注意到同构两边分别将 ℂ ⊔ {∞}划分为内外及上下两块,
故由 𝐶(0) = 𝑖可知 𝐶 限制爲 𝒟 ∼→ ℋ .
下面证明 𝐶 保距. 记 𝑦 = Im(𝜏). 由寻常的计算可得

𝑦 = 𝜏 − ̄𝜏
2𝑖 = 1

2𝑖 (
𝑧 + 𝑖
𝑖𝑧 + 1 − ̄𝑧 − 𝑖

−𝑖 ̄𝑧 + 1)
= |1 + 𝑖𝑧|−2(1 − |𝑧|2).

引理 1.1.1应用于 ( 1 𝑖
𝑖 1 )给出 d𝜏 = 2(𝑖𝑧 + 1)−2 d𝑧. 综之,

d𝜏
𝑦 = 2 ⋅ |1 + 𝑖𝑧|2

(1 + 𝑖𝑧)2 ⋅ (1 − |𝑧|2)
−1 d𝑧.

由于 |
|1 + 𝑖𝑧|2

(1 + 𝑖𝑧)2 | = 1,两边各自乘以共轭便给出
| d𝜏|2

𝑦2 = 4| d𝑧|2

(1 − |𝑧|2)2 .
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Killing–Hopf定理断言任何常曲率 −1的连通完备二维 Riemann流形都是 ℋ 对某
个离散子群 Γ ⊂ Isom(ℋ )的商,以 𝒟 代 ℋ 亦同. 两种模型在几何中各有长处. 在模形
式的研究中更习惯考虑上半平面.

练习 1.2.2 应用命题 1.2.1,将关于ℋ 的测地线等几何性质移植到 𝒟 上.

练习 1.2.3 将 𝐶 等同于 ( 1 𝑖
𝑖 1 ) ∈ PGL(2, ℂ),在 GL(2, ℂ)中验证

𝐶−1 SL(2, ℝ)𝐶 = SU(1, 1) ∶=
⎧⎪
⎨
⎪⎩

𝛾 ∈ SL(2, ℂ) ∶ 𝑡𝛾
⎛
⎜
⎜
⎜
⎝

1

−1

⎞
⎟
⎟
⎟
⎠

𝛾 =
⎛
⎜
⎜
⎜
⎝

1

−1

⎞
⎟
⎟
⎟
⎠

⎫⎪
⎬
⎪⎭

=
⎧⎪
⎨
⎪⎩

⎛
⎜
⎜
⎜
⎝

𝛼 𝛽

𝛽 𝛼

⎞
⎟
⎟
⎟
⎠

∶ |𝛼|2 − |𝛽|2 = 1
⎫⎪
⎬
⎪⎭

,

𝐶−1 SO(2, ℝ)𝐶 =
⎧⎪
⎨
⎪⎩

⎛
⎜
⎜
⎜
⎝

𝛼

𝛼−1

⎞
⎟
⎟
⎟
⎠

∶ 𝛼 ∈ ℂ×, |𝛼| = 1
⎫⎪
⎬
⎪⎭

.

对任意 Riemann曲面 𝑋,记 Hol(𝑋)为 𝑋 作为 Riemann曲面的自同构群. 透过线性
分式变换, PSL(2, ℝ)嵌入为 Hol(ℋ )的子群.

引理 1.2.4 设 𝜑 ∈ Hol(ℋ ), 𝜑(𝑖) = 𝑖, 则 𝜑 来自 SO(2, ℝ) 的某个元素. 相应地, 若 𝜓 ∈
Hol(𝒟)固定 0点,则 𝜓 ∶ 𝑧 ↦ 𝑢𝑧,其中 𝑢 ∈ ℂ, |𝑢| = 1.

证明 用命题 1.2.1将 𝜑转译为 𝜓 ∈ Hol(𝒟): 此时 𝜓 ∶ 𝒟 → 𝒟 满足 𝜓(0) = 0;复变函
数论中的 Schwarz引理 [63, §3.7,定理 1]蕴涵 |𝜓(𝑧)| ≤ |𝑧|对所有 𝑧 ∈ 𝒟 成立;续以 𝜓−1

代 𝜓 可得 |𝜓(𝑧)| = |𝑧|. 再次应用 Schwarz引理可知存在 𝑢 ∈ ℂ使得 |𝑢| = 1, 𝜓(𝑧) = 𝑢𝑧.
直接计算可知这般映射拉回ℋ 上可以由 SO(2, ℝ)的元素实现,见练习 1.2.3.

全体保持双曲度量的光滑映射 𝜎 ∶ ℋ → ℋ 构成群 Isom(ℋ ). 其中保定向的映
射构成子群 Isom+(ℋ ). 据命题 1.1.5可知 SL(2, ℝ)的作用保距, 由于全纯映射保定向,
PSL(2, ℝ)也嵌入 Isom+(ℋ ).

定理 1.2.5 群 Isom+(ℋ ), PSL(2, ℝ)和 Hol(ℋ )三者相等.

证明 先说明 Hol(ℋ ) ⊂ PSL(2, ℝ). 设 𝜑 ∈ Hol(ℋ ),由于 PSL(2, ℝ)在 ℋ 上可递,不妨
设 𝜑(𝑖) = 𝑖,再应用引理 1.2.4即可得 𝜑 ∈ PSL(2, ℝ).
因为 ℋ 上的双曲度量和标准度量 | d𝑧|2 共形等价,而 Isom+(ℋ )的作用保角,故由

复变函数论可知 Isom+(ℋ ) ⊂ Hol(ℋ ). 综之

PSL(2, ℝ) ⊂ Isom+(ℋ ) ⊂ Hol(ℋ ) ⊂ PSL(2, ℝ),
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故等号处处成立.

除了命题 1.1.9描述的测地线之外, ℋ 上另一类饶富兴味的曲线是极限圆,它们是
和 ℝ ⊔ {∞}相切于某点 𝑥的圆,但扣掉切点 𝑥,图示如下.

𝑥 ∈ ℝ

𝑥 = ∞

可以看出切点在 𝑥的极限圆与全体过 𝑥点的测地线族正交,上图标为虚线. 从圆盘模型
看得更清楚: 在 𝒟 内部,测地线无非是和 𝜕𝒟 = {𝑧 ∶ |𝑧| = 1}正交的圆弧,而极限圆正
是内切 𝒟 于一点的圆 (扣掉切点),不必分开处理 𝑥 = ∞的情形.

定义 1.2.6 上半平面ℋ 或圆盘模型 𝒟 中的测地多边形意指一个单连通的闭子集 𝐷,使
得 𝜕𝐷由有限多条头尾相接的测地线段所围出;依此可以谈论测地多边形的顶点 (即两
边的接点)及其内角. 这里容许顶点为尖点,也就是两条测地线在 ℝ ⊔ {∞} (上半平面)
或 {𝑧 ∶ |𝑧| = 1} (圆盘模型)中的交点.

由于测地线总和边界正交,尖点处的内角可以合理地定义为 0.

回忆到双曲度量下的角度与标准度量 | d𝜏|2 下无异. 圆盘模型中的尖点图像如下.

𝐷

尖点

|𝑧| = 1
(1.2.1)

兹举ℋ 中一则反例,下图不是测地多边形: 它由两条测地线围出,但它们的头尾并未相
接,该区域朝边界 ℝ ⊔ {∞}方向是 “开”的.

|𝜏| = 2

|𝜏| = 1

ℝ ⊔ {∞}

定理 1.2.7 (Gauss–Bonnet公式) 设 𝐷 是测地多边形,顶点为 𝑥1, … , 𝑥𝑛 (容许尖点),相
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应的内角为 𝛼1, … , 𝛼𝑛 (容许 𝛼𝑖 = 𝜋),则相对于双曲度量的面积为

vol(𝐷) = (𝑛 − 2)𝜋 −
𝑛

∑
𝑖=1

𝛼𝑖.

证明 双曲度量的曲率为 −1. 因为𝐷单连通,其 Euler示性数是 𝜒 = 1. 如果 𝜕𝐷不含尖
点,则 𝐷显然紧,相应的结果无非是 Gauss–Bonnet定理 [64,附录一, §6].

含尖点的情形可以严谨地化约到上述情形,想法是用截断来逼近. 我们逐一处理每
个尖点附近的性状. 不失一般性可设 𝐷 ⊂ ℋ 而该尖点为∞,夹住尖点的两条测地线是
Re(𝜏) = ± 1

2 ,引入截断参数𝑀 > 0计算如下:

(− 1
2 , 𝑀) ( 1

2 , 𝑀)

其中顶部曲线是测地线. 截断后 𝐷的顶点数 +1. 另一方面,当𝑀 → +∞时,顶部测地
线趋于水平,新添的顶点其内角和趋近于 𝜋

2 + 𝜋
2 = 𝜋;代入不含尖点的 Gauss–Bonnet公

式并取极限,便出断言的答案.

推论 1.2.8 任何测地三角形 Δ的内角 𝛼, 𝛽, 𝛾 都满足 𝛼 + 𝛽 = 𝜋 − 𝛾 − vol(Δ).

1.3 变换的分类和不动点
我们在 §1.1 已经看到, 𝛾 = ( 𝑎 𝑏

𝑐 𝑑 ) ∈ GL(2, ℝ) 在 ℂ ⊔ {∞} 上的作用相当于它在
ℙ1(ℂ) ∶= {直线 ⊂ ℂ2}上的自然作用. 解不动点相当于解特征向量,第一步则是解特征
方程式 𝜆2 − Tr(𝛾)𝜆 + det 𝛾 = 0,其判别式为 Tr(𝛾)2 − 4 det 𝛾 . 实根给出 ℝ2 中的特征向量,
相异根给出线性无关的特征向量;重根情形下,有一对线性无关的特征向量当且仅当 𝛾
是纯量矩阵.

定义 1.3.1 称非纯量矩阵 𝛾 ∈ GL(2, ℝ)+ 是

⋄ 椭圆的,如果 Tr(𝛾)2 < 4 det 𝛾 ,这时在它ℋ 中恰有一个不动点,另一个不动点则为
其复共轭,属于 −ℋ ;

⋄ 抛物的,如果 Tr(𝛾)2 = 4 det 𝛾 ,这时它恰有一个不动点,落在 ℝ ⊔ {∞}上;

⋄ 双曲的,如果 Tr(𝛾)2 > 4 det 𝛾 ,这时它有在 ℝ ⊔ {∞}上有两个相异不动点.

这些性质只和 𝛾 在 PGL(2, ℝ) ∖ {1}中的像有关.
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我们主要着眼于 𝛾 ∈ SL(2, ℝ)的情况. 因为 SL(2, ℝ)在ℋ 上可递,在椭圆情形下取
𝛾 的适当共轭,可假设不动点就是 𝑖 ∈ ℋ ,那么必有 𝛾 ∈ SO(2, ℝ),从圆盘模型观照, 𝛾 无
非是旋转. 在抛物情形下,线性代数告诉我们 𝛾 共轭于某个 ±( 1 ℎ

1 ), ℎ ∈ ℝ×,相应的变
换是平移. 同样由线性代数知双曲情形下 𝛾 共轭于某个 ( 𝑎

𝑎−1 ), 𝑎 ≠ ±1,相应的变换是
𝜏 ↦ 𝑎2𝜏.

留意到若 𝛾 是抛物元,那么当 𝑛 ≠ 0时, 𝛾𝑛 仍是抛物元.

练习 1.3.2 严格来说,线性代数只告诉我们在群 GL(2, ℝ)里能对抛物和双曲变换取如
是共轭,请说明如何将之细化到 SL(2, ℝ)中的共轭.

提示 对任意 𝜆 ∈ ℝ× 取 𝑔 ∶= ( 1
𝜆 ), 那么 𝑔( 1 ℎ

1 )𝑔−1 = ( 1 ℎ/𝜆
1 ) 而 𝑔( 𝑎

𝑎−1 )𝑔−1 =
( 𝑎

𝑎−1 ). 以此 𝑔将所求的共轭改进到 SL(2, ℝ).

例 1.3.3 (双曲变换,轴和不动点) 若 𝛾 ∈ PSL(2, ℝ)是双曲元,令 𝒜 为连接它两个不动点
的测地线,称为 𝛾 的轴,则 𝛾 共轭 𝒜 到 𝒜 的等距变换. 如将 𝛾 对角化为 ( 𝑎

𝑎−1 ),立见它
诱导 𝒜 = [0, ∞]上的平移.
以下则逆向考察保持测地线的变换. 设 𝒜 为测地线,以 𝑥, 𝑦为无穷远处的两端. 若

𝛾 ∈ PGL(2, ℝ)在 𝒜 上诱导等距变换, 则按照 𝒜 ≃ ℝ上等距变换熟知的分类, 有两种
可能.

⋄ 或者 𝛾|𝒜 是平移,这时 𝛾𝑥 = 𝑥而 𝛾𝑦 = 𝑦,特别地 𝛾 或者是 id,或者是双曲元.
⋄ 或者 𝛾|𝒜 是对某一点 𝜂的反射,这时 𝛾 交换 𝑥, 𝑦而 𝛾2|𝒜 = id;因 𝛾 是ℋ 上的全纯
变换,这蕴涵 𝛾2 = 1,从而 𝛾 是二阶椭圆元. 如果将 𝜂搬运到圆盘模型的原点, 𝛾 便
化为角度 𝜋 的旋转.

在双曲情形下,不失一般性可设 𝑥 = 0而 𝑦 = ∞. 取 𝑎 > 0使得 2 log 𝑎为 𝛾|𝒜 的平移步
长,那么 𝛾 映三元组 (0, 𝑖, ∞)为 (0, 𝑎2𝑖, ∞);交比理论说明这样的 𝛾 唯一,显式取法无非是

𝛾 =
⎛
⎜
⎜
⎜
⎝

𝑎

𝑎−1

⎞
⎟
⎟
⎟
⎠

.

我们顺带导出 𝛾|𝒜 = id𝒜 蕴涵 𝛾 = 1.

𝑥

𝒜

𝑦 𝑥 = 𝑦

测地线 极限圆

当 𝑦趋近于 𝑥,测地线 𝒜 退化为切 𝑥的极限圆. 映极限圆为自身的 𝛾 ∈ PGL(2, ℝ)或者
平凡,或者是以 𝑥为唯一不动点的抛物元. 反之,以 𝑥为唯一不动点的抛物元也保持所
有切 𝑥的极限圆不变,请读者动手验证 (不妨设 𝑥 = ∞).
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接着将焦点转向椭圆元素.

例 1.3.4 设 𝛾 ∈ SL(2, ℤ) 满足 𝛾 ≡ ( 1 ∗
1 ) (mod 𝑁), 其中 𝑁 ∈ ℤ≥1. 我们断言当 𝑁 ≥

4 时 𝛾 不可能是椭圆元素. 诚然, 将 𝛾 写作 ( 1+𝑢𝑁 ∗
∗ 1+𝑣𝑁 ), 那么椭圆的定义相当于

(2 + (𝑢 + 𝑣)𝑁)2 < 4,仅当 2 + (𝑢 + 𝑣)𝑁 ∈ {0, 1, −1}时方有可能,这就导致 𝑁 必须整除
2, 1, 3其中之一.

练习 1.3.5 如果 𝑁 = 2, 3,那么上述论证中 𝑢 + 𝑣 = −1. 以此证明若 𝛾 ∈ SL(2, ℤ)满足
𝛾 ≡ ( 1

1 ) (mod 𝑁),那么𝑁 ≥ 2时 𝛾 不可能是椭圆元素.

定义 1.3.6 (椭圆点) 设 Γ是 SL(2, ℝ)的离散子群. 若 Γ𝜏 ≠ {1}则称 𝜏 ∈ ℋ 是 Γ或 Γ的
椭圆点.

由定义立见 𝜏 是 Γ的椭圆点当且仅当存在 Γ中的椭圆元素 𝛾 ,使得 𝜏 是 𝛾 在ℋ 上
的唯一不动点. 此性质只和 𝜏 的 Γ轨道相关.

引理 1.3.7 对于任何离散子群 Γ,其椭圆点都构成ℋ 的离散子集.

证明 离散子群 Γ在 ℋ 上的作用总是正常 (命题 1.1.12),因此 ℋ 有一组开覆盖,使得
其中每个开集 𝑈 皆有紧闭包 �̄� ,并且 Ξ𝑈 ∶= {𝛾 ∈ Γ ∶ 𝛾�̄� ∩ �̄� ≠ ∅}有限. 这样的开集
𝑈 仅含有限个椭圆点,这是因为 𝜏 ∈ 𝑈 和 𝛾𝜏 = 𝜏 蕴涵 𝛾 ∈ Ξ𝑈 ,而每个 𝛾 ∈ Ξ𝑈 ∖ {1}在ℋ
上至多仅有一个不动点.

我们需要一个广为人知的初等代数结果.

命题 1.3.8 加法群 ℝ的非平凡离散子群都 ≃ ℤ. 设 𝐴是 ℝ/ℤ的离散子群,则 𝐴是有限
循环群,它形如 1

ℎ ℤ/ℤ, ℎ ∈ ℤ≥1.

注意到 ℝ/ℤ ∼→ {𝑧 ∈ ℂ× ∶ |𝑧| = 1},办法是 𝑎 ↦ 𝑒2𝜋𝑖𝑎. 由此推知后者的离散子群皆
形如 𝜇ℎ = {𝑧 ∈ ℂ× ∶ 𝑧ℎ = 1}.

证明 设 ̃𝐴是 ℝ的非平凡离散子群. 存在正数 ̃𝑎 ∈ ̃𝐴 ∖ {0}使 ̃𝑎极小,那么熟知的带余
除法技巧给出 ̃𝐴 = ℤ ̃𝑎.

设 𝐴 ⊂ ℝ/ℤ为离散子群, ℝ/ℤ紧蕴涵 𝐴有限. 其逆像 ̃𝐴 ⊂ ℝ也离散, 故形如 ℤ ̃𝑎.
从 |𝐴| ̃𝑎 ⊂ ℤ可知 ̃𝑎是有理数,表作既约分式 𝑘/ℎ. 因为存在 𝑚使得 𝑚𝑘 ≡ 1 (mod ℎ),故
1
ℎ mod ℤ也是 𝐴的生成元. 证毕.

命题 1.3.9 对任意离散子群 Γ ⊂ SL(2, ℝ)和 𝛾 ∈ Γ ∖ {1},以下陈述等价:
(i) 𝛾 在ℋ 上有不动点,
(ii) 𝛾 是有限阶的,
(iii) 𝛾 是椭圆的.
此外,对任意 𝜏 ∈ ℋ ,群 Γ𝜏 总是有限循环群.
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证明 (i) ⟹ (ii): 子群𝐾 ∶= StabSL(2,ℝ)(𝜏)在 𝜏 = 𝑖时等于 SO(2, ℝ),因而对任意 𝜏 ∈ ℋ
皆有 𝐾 ≃ SO(2, ℝ) ≃ {𝑧 ∈ ℂ× ∶ |𝑧| = 1}. 从命题 1.3.8可知 𝐾 的离散子群必为有限循环
群,其元素 𝛾 当然有限阶. 这一并证明了 (ii)和最后部分的断言.

(ii) ⟹ (iii): 有限阶元素 𝛾 总能在 GL(2, ℂ)中对角化为 ( 𝑧
𝑧−1 )之形,其中 𝑧是单

位根. 如 𝛾 ≠ ±1则 | Tr(𝛾)| = |𝑧 + 𝑧−1| = |𝑧2 + 1| < 2.
(iii) ⟹ (i): 业已在定义 1.3.1中说明.

下述简单结果将在 §4.6用到.

命题 1.3.10 设元素 𝛾 ∈ Γ的阶数为偶数,那么 −1 ∈ Γ.
作为推论,若 −1 ∉ Γ,则对所有 𝜏 ∈ ℋ ,群 Γ𝜏 = Γ𝜏 的阶必为奇数.

证明 设 𝛾 阶数为 2𝑎. 在 GL(2, ℂ)中把 𝛾 对角化为 ( 𝑧
𝑧−1 ),其中 𝑧 ∈ ℂ× 是 2𝑎次本原

单位根, 𝑎 ∈ ℤ≥1. 因此 𝛾𝑎 = −1 ∈ Γ. 这就证明了第一个断言.
对于第二个断言,条件蕴涵 Γ = Γ. 我们知道 Γ𝜏 是有限循环群. 其阶数若为偶数则

与第一个断言矛盾.

1.4 同余子群,尖点,基本区域
定义 1.4.1 称 SL(2, ℤ)为模群,它自然地左作用于ℋ 上. 对于任意𝑁 ∈ ℤ≥1,定义

Γ(𝑁)
⎧⎪
⎨
⎪⎩

𝛾 ∈ SL(2, ℤ) ∶ 𝛾 ≡
⎛
⎜
⎜
⎜
⎝

1

1

⎞
⎟
⎟
⎟
⎠

(mod 𝑁)
⎫⎪
⎬
⎪⎭

,

Γ1(𝑁)
⎧⎪
⎨
⎪⎩

𝛾 ∈ SL(2, ℤ) ∶ 𝛾 ≡
⎛
⎜
⎜
⎜
⎝

1 ∗

1

⎞
⎟
⎟
⎟
⎠

(mod 𝑁)
⎫⎪
⎬
⎪⎭

,

Γ0(𝑁)
⎧⎪
⎨
⎪⎩

𝛾 ∈ SL(2, ℤ) ∶ 𝛾 ≡
⎛
⎜
⎜
⎜
⎝

∗ ∗

∗

⎞
⎟
⎟
⎟
⎠

(mod 𝑁)
⎫⎪
⎬
⎪⎭

.

∶=
⊂

∶=

⊂

∶=

称 Γ(𝑁)为𝑁 级的主同余子群.

留意到 Γ(1) = SL(2, ℤ),此外 Γ(𝑁) = ker [SL(2, ℤ) mod 𝑁
SL(2, ℤ/𝑁ℤ)],而𝑁′ ∣ 𝑁

蕴涵 Γ(𝑁)C Γ(𝑁′).

练习 1.4.2 证明 Γ1(𝑁)CΓ0(𝑁),而 ( 𝑎 𝑏
𝑐 𝑑 ) ↦ 𝑑 mod 𝑁 给出同构 Γ0(𝑁)/Γ1(𝑁) ≃ (ℤ/𝑁ℤ)×.
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定义 1.4.3 设 Γ为 SL(2, ℤ)的子群. 若存在 𝑁 使得 Γ ⊃ Γ(𝑁),则称 Γ为 SL(2, ℤ)的同
余子群.

观察到同余子群总是 SL(2, ℝ) 的离散子群, 证明 SL(2, ℤ) 是离散子群即可: 这是
因为 SL(2, ℝ)的拓扑来自于嵌入 SL(2, ℝ) ↪ M2(ℝ); 显然 M2(ℤ)在 M2(ℝ)中离散, 而
M2(ℤ) ∩ SL(2, ℝ) = SL(2, ℤ).

此外,同余子群 Γ必满足 (SL(2, ℤ) ∶ Γ)有限. 这是因为 Γ ⊃ Γ(𝑁)导致

(SL(2, ℤ) ∶ Γ)整除 (SL(2, ℤ) ∶ Γ(𝑁)) = |im [SL(2, ℤ) mod 𝑁
SL(2, ℤ/𝑁ℤ)]| ,

末项当然有限. 以下说明 mod 𝑁 实际还是满射,此性质将反复应用.

命题 1.4.4 对任意 𝑁 ,由 ℤ ↠ ℤ/𝑁ℤ诱导的同态 SL(2, ℤ) mod 𝑁
SL(2, ℤ/𝑁ℤ)是满的.

作为推论, (SL(2, ℤ) ∶ Γ(𝑁)) = | SL(2, ℤ/𝑁ℤ)|.

证明 设 ̄𝑎, �̄�, ̄𝑐, ̄𝑑 ∈ ℤ/𝑁ℤ满足 ̄𝑎 ̄𝑑 − �̄� ̄𝑐 = 1. 今求代表元 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑 ∈ ℤ使得 𝑎𝑑 − 𝑏𝑐 = 1.
从任取之代表元 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑 出发,依序论证

⋄ gcd(𝑎, 𝑏)和 gcd(𝑐, 𝑑)皆与𝑁 互素;
⋄ 可修改 𝑎, 𝑏使之互素: 先考虑 𝑎 ≠ 0情形,以 𝑏 + 𝑡𝑁 代 𝑏,其中

𝑡 ≡
⎧⎪
⎨
⎪⎩

1 (mod 𝑝), ∀素数 𝑝 ∣ gcd(𝑎, 𝑏)
0 (mod 𝑝), ∀素数 𝑝 ∤ gcd(𝑎, 𝑏), 𝑝 ∣ 𝑎

继而对任意素数 𝑝验证 𝑝 ∣ 𝑎 ⟹ 𝑝 ∤ 𝑏 + 𝑡𝑁 ;如果 𝑏 ≠ 0,在论证中对调 𝑎, 𝑏即可;
⋄ 取定互素之 𝑎, 𝑏,存在 𝑢, 𝑣 ∈ ℤ满足

𝑎𝑣 − 𝑏𝑢 = 1 − (𝑎𝑑 − 𝑏𝑐)
𝑁 ,

以 𝑐 + 𝑢𝑁 和 𝑑 + 𝑣𝑁 取代 𝑐和 𝑑,即可确保 𝑎𝑑 − 𝑏𝑐 = 1.

这些论证无非是初等数论.

行将定义的模形式与商空间 Γ\ℋ 的几何有极密切的联系. 几何工具在非紧空间上
不易施展,是以此处的关键在于向 Γ\ℋ 添入一些尖点予以紧化. 本节先就同余子群情形
探讨尖点的群论面向,稍后的 §1.6则探究双曲几何面向,两者当然是关连的.

先前已说明 SL(2, ℝ) 在 ℂ ⊔ {∞}上的作用保持 ℋ 及其边界 𝜕ℋ = ℝ ⊔ {∞}. 探
讨同余子群的尖点时,考虑子集 ℚ∗ ∶= ℚ ⊔ {∞}便已足够. 群 SL(2, ℚ)保持 ℚ∗,因而
SL(2, ℤ)亦然. 将 ℚ∗ ≃ ℙ1(ℚ)的元素以齐次坐标表作 (𝑥 ∶ 𝑦)之形. 那么 SL(2, ℤ)的作
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用无非是
⎛
⎜
⎜
⎜
⎝

𝑎 𝑏

𝑐 𝑑

⎞
⎟
⎟
⎟
⎠

(𝑥 ∶ 𝑦) = (𝑎𝑥 + 𝑏𝑦 ∶ 𝑐𝑥 + 𝑑𝑦), (𝑥, 𝑦) ∈ ℤ2 ∖ {(0, 0)}.

通分后不妨设以上之 𝑥, 𝑦 ∈ ℤ互素.

定义 1.4.5 一个同余子群 Γ的尖点定为 ℚ∗ 在 Γ作用下的等价类.

命题 1.4.6 模群 SL(2, ℤ)恰有一个尖点∞. 任意同余子群 Γ都只有有限多个尖点.

证明 先处理 SL(2, ℤ). 仅须说明对所有互素的 𝑎, 𝑐 ∈ ℤ, 皆存在 𝛾 ∈ SL(2, ℤ) 使得
𝛾(1 ∶ 0) = (𝑎 ∶ 𝑐). 诚然,存在 𝑏, 𝑑 ∈ ℤ使得 𝑎𝑑 − 𝑏𝑐 = 1,取 𝛾 = ( 𝑎 𝑏

𝑐 𝑑 )即是.
给定同余子群 Γ, 存在 𝑘 ∈ ℤ≥1 和 𝑔1, … , 𝑔𝑘 使得 SL(2, ℤ) = ⨆𝑘

𝑖=1 Γ𝑔𝑖, 因此 ℚ∗ =
SL(2, ℤ)∞ = ⋃𝑘

𝑖=1 Γ𝑔𝑖∞.

引理 1.1.6的立即推论是 StabPSL(2,ℤ)(∞) = ( 1 ∗
1 ),因为 SL(2, ℤ)中的上三角矩阵其

对角元必为 ±1.
今后的论证中经常需要控制某个 𝜏 ∈ ℋ 在同余子群作用下的轨道,以下引理是一

个有效工具.

引理 1.4.7 设 𝐾 ⊂ ℋ 是紧子集,则对于任何 𝑡 ∈ ℝ>0,集合

{(𝑐, 𝑑) ∈ ℝ2 ∶ ∃𝛾 = ( 𝑎 𝑏
𝑐 𝑑 ) ∈ SL(2, ℝ), 𝜏 ∈ 𝐾, Im(𝛾𝜏) ≥ 𝑡}

在 ℝ2 中有界.

证明 当 𝜏 ∈ ℋ 固定,函数 (𝑐, 𝑑) ↦ |𝑐𝜏 + 𝑑|2 是 ℝ2 上的正定二次型,它对 𝜏 连续地变
化,因之可选取 𝜏 的连续函数 𝑚(𝜏) > 0使得

𝑚(𝜏) ≤ |𝑐𝜏 + 𝑑|2

max{|𝑐|, |𝑑|}2 , (𝑐, 𝑑) ∈ ℝ2.

根据引理 1.1.2,若 𝛾 = ( 𝑎 𝑏
𝑐 𝑑 )则

Im(𝛾𝜏) = |𝑐𝜏 + 𝑑|−2 Im(𝜏) ≤ 𝑚(𝜏)−1 Im(𝜏) max{|𝑐|, |𝑑|}−2.

既然 𝐾 紧,条件 Im(𝛾𝜏) ≥ 𝑡和 𝜏 ∈ 𝐾 遂给出上界

max{|𝑐|, |𝑑|}2 ≤ 𝑡−1 max
𝜏∈𝐾 (𝑚(𝜏)−1 Im(𝜏))⎵⎵⎵⎵⎵⎵⎵⎵⎵⎵

∈ℝ>0

.

明所欲证.
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练习 1.4.8 试以引理 1.4.7直接证明 SL(2, ℤ)在ℋ 上的作用是正常的 (参看命题 1.1.12),
不依赖命题 A.1.11.

命题 1.1.12已经说明 SL(2, ℝ)的离散子群在 ℋ 上正常地作用,这就启发我们探究
同余子群 Γ或 Γ的基本区域,见定义 A.2.1. 且先从 Γ = SL(2, ℤ)起步. 定义闭集

ℱ ∶= {𝜏 ∈ ℋ ∶ −1
2 ≤ Re(𝜏) ≤ 1

2 , |𝜏| ≥ 1} . (1.4.1)

𝜌2 𝜌

Re = − 1
2 Re = 1

2

𝑖

| ⋅ | = 1

很显然, ℱ 的右左两角分别是

𝜌 ∶= 1
2 + √−3

2 = 𝑒2𝜋𝑖/6, 𝜌2 = −1
2 + √−3

2 .

应该理解 ℱ 为三条测地线围出的一个测地三角形 (定义 1.2.6),以 𝜌, 𝜌2, ∞为顶点,两条
垂直测地线相切于∞,而∞也是 SL(2, ℤ)的唯一尖点之代表元.

引理 1.4.9 设 𝜏1, 𝜏2 ∈ ℱ ,存在 𝛾 ∈ SL(2, ℤ)使得 𝛾𝜏1 = 𝜏2 当且仅当以下任一条件成立:
⋄ 𝜏1 = 𝜏2,或
⋄ Re(𝜏1) = ± 1

2 , 𝜏2 = 𝜏1 ∓ 1,或
⋄ |𝜏1| = 1, 𝜏2 = −1/𝜏1.

若 𝜏1 或 𝜏2 属于 ℱ ∘,则 𝛾𝜏1 = 𝜏2 成立当且仅当 𝛾 在 PSL(2, ℤ)中的像平凡.

证明 记下一个平凡的观察: 令 𝒞 ∶= {𝑧 ∈ ℂ ∶ |𝑧| ≤ 1}. 端详图形可知对于 ℎ ∈ ℤ,

ℱ ∩ (ℎ + 𝒞 ) =

⎧⎪
⎪
⎪
⎨
⎪
⎪
⎪⎩

{𝜏 ∈ ℋ ∶ |𝜏| = 1, 1
2 ≤ Re(𝜏) ≤ 1

2 } , ℎ = 0,

{𝜌}, ℎ = 1,
{𝜌2}, ℎ = −1,
∅, |ℎ| > 1.

继而设 𝜏1 = 𝑥 + 𝑖𝑦 ∈ ℱ , 𝜏2 = 𝛾𝜏1 ∈ ℱ , 其中 𝛾 = ( 𝑎 𝑏
𝑐 𝑑 ) ∈ SL(2, ℤ). 不妨设 Im(𝜏1) ≤
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Im(𝜏2). 引理 1.1.2 蕴涵 |𝑐𝜏1 + 𝑑|2 = (𝑐𝑥 + 𝑑)2 + (𝑐𝑦2) ≤ 1. 观察到 𝑦 ≥ √3
2 , 故必然有

𝑐 = −1, 0, 1.

A. 当 𝑐 = 0时, 𝛾 = ±( 1 𝑘
1 ),其中 |𝑘| ≤ 1,此时或者 Re(𝜏1) = ± 1

2 而 𝑘 = ∓1,或者 𝜏1 = 𝜏2
而 𝑘 = 0.

B. 当 𝑐 = 1时我们得到 |𝜏1 + 𝑑|2 ≤ 1,或者说 𝜏1 ∈ ℱ ∩ (−𝑑 + 𝒞 ). 于是 |𝑑| ≤ 1,而且
𝑑 = ±1 ⟹ 𝜏1 ∈ {𝜌, 𝜌2}. 继续细分如下.

⋄ 当 𝑑 = 0时 |𝜏1| = 1, 𝛾 = ( 𝑎 −1
1 0 )的作用为 𝜏 ↦ 𝑎 − 1

𝜏 . 这表明 𝜏2 ∈ ℱ ∩ (𝑎 + 𝒞 ),
故 |𝑎| ≤ 1; 若 𝑎 = 0则 𝜏2 = −1/𝜏1. 若 𝑎 = ±1则 𝜏2 ∈ {𝜌, 𝜌2},这时从 −1/𝜏1 =
𝜏2 ∓ 1 ∈ ℱ 可算出唯二可能是

𝜏2 = 𝜌 = 𝜏1, 𝑎 = +1, 或 𝜏2 = 𝜌2 = 𝜏1, 𝑎 = −1.

⋄ 当 𝑑 = 1时, |𝜏1 + 1| ≤ 1和 𝜏1 ∈ {𝜌, 𝜌2}蕴涵 𝜏1 = 𝜌2;此时 |𝜏1 + 1| = |𝜌2 + 1| = 1
导致 Im(𝜏2) = Im(𝜏1) (引理 1.1.2),故 𝜏2 ∈ {𝜌, 𝜌2}.

⋄ 对于 𝑑 = −1可以类似地分析: 此时 𝜏1 = 𝜌而 𝜏2 ∈ {𝜌, 𝜌2}.

C. 当 𝑐 = −1时,以 −𝛾 代 𝛾 化约到情形 B.

留意到当 𝜏1 或 𝜏2 属于 ℱ ∘ 时，仅情形 A的 𝑘 = 0情形可能发生,即 𝛾 = ±1.

上半平面的自同构 𝜏 ↦ − 1
𝜏 和 𝜏 ↦ 𝜏 + 1分别由 SL(2, ℤ)的下述元素给出

𝑆 ∶=
⎛
⎜
⎜
⎜
⎝

−1

1

⎞
⎟
⎟
⎟
⎠

, 𝑇 ∶=
⎛
⎜
⎜
⎜
⎝

1 1

1

⎞
⎟
⎟
⎟
⎠

; 𝑆2 = (𝑆𝑇 )3 = −1. (1.4.2)

观察到 𝑆 的作用无非是先反演,再对虚轴镜射,如下所示.

1−1 0

𝜏

1
̄𝜏− 1

𝜏

定理 1.4.10 定义于 (1.4.1)的测地三角形 ℱ 是 PSL(2, ℤ)在ℋ 上作用的一个基本区域,
而 𝑆, 𝑇 生成 SL(2, ℤ).

证明 显然 ℱ 是 ℱ ∘ 的闭包,故定义 A.2.1的 F.1成立. 现在验证 F.2所要求的 𝛾, 𝛾′ ∈
SL(2, ℤ)而 𝛾 ≠ ±𝛾′ 蕴涵 𝛾ℱ ∘ ∩ 𝛾′ℱ ∘ = ∅: 不失一般性设 𝛾′ = 1,再应用引理 1.4.9即可.
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接着论证 ⋃𝛾 𝛾ℱ 局部有限. 给定 𝜏, 取开邻域 𝑈 ∋ 𝜏 使闭包 𝐾 ∶= �̄� 为紧. 若
𝛾−1𝐾 ∩ ℱ ≠ ∅,则存在 𝜏 ∈ 𝐾 使得 Im(𝛾−1𝜏) ≥ √3/2,故根据引理 1.4.7, 𝛾−1 的第二行被
控制在 ℤ2 的一个有界子集中,因而仅有有限种选取. 因为 𝐾 紧,引理 1.1.2对这样的 𝛾
控制了 {Im(𝛾−1𝜏) ∶ 𝜏 ∈ 𝐾}: 它有一致的上界 𝐵. 置 ℱ ′ ∶= ℱ ∩ {Im ≤ 𝐵},原条件化为
𝛾−1𝐾 ∩ ℱ ′ ≠ ∅. 然而 ℱ ′ 和 𝐾 皆紧,命题 1.1.12遂蕴涵 𝛾 的选取有限.
下面证明 ℋ = ⋃𝛾 𝛾ℱ . 老方法: 对取定的 𝜏 ∈ ℋ 和任意 𝑡 > 0, 由引理 1.4.7 (取

𝐾 = {𝜏})可知满足 Im(𝛾𝜏) ≥ 𝑡的 𝛾 ∈ SL(2, ℤ)其第二行 (𝑐, 𝑑)被控制在 ℤ2 的有界子集
中,故选择有限. 结合引理 1.1.2遂推得

{Im(𝛾𝜏) ∶ 𝛾 ∈ SL(2, ℤ), Im(𝛾𝜏) ≥ 𝑡} 是有限集.

定义 Γ♭为 𝑆, 𝑇 在 SL(2, ℤ)中生成的子群. 以上观察确保在轨道 Γ♭𝜏中可取 𝜂使得 Im(𝜂)
极大. 用 𝑇 左右平移来确保 − 1

2 ≤ Re(𝜂) ≤ 1
2 . 如果 |𝜂| ≥ 1则 𝜂 ∈ ℱ ,否则根据 𝑆 的直观

性质将有 Im(𝑆𝜂) > Im(𝜂),这与 𝜂的选取矛盾. 由此确立 F.3.
最后证明 Γ♭ = SL(2, ℤ),对任意 𝛾 ∈ SL(2, ℤ),取 𝜏 ∈ (𝛾ℱ )∘ = 𝛾ℱ ∘. 上段已论证存在

𝛾♭ ∈ Γ♭ 使得 𝜏 ∈ 𝛾♭ℱ ,从 𝛾ℱ ∘ ∩ 𝛾♭ℱ ≠ ∅和内点的定义导出 𝛾ℱ ∘ ∩ 𝛾♭ℱ ∘ ≠ ∅,继而有
𝛾 = ±𝛾♭,然而 ±1 ∈ Γ♭.

上述结果蕴涵 SL(2, ℤ)的元素都可以表作 𝑇 𝑎𝑛𝑆𝑇 𝑎𝑛−1 ⋯ 𝑆𝑇 𝑎1 ,其中 𝑎1, … , 𝑎𝑛 ∈ ℤ.
从 𝑆, 𝑇 的作用方式立见

𝑇 𝑎𝑛 ⋯ 𝑆𝑇 𝑎1 (𝜏) = 𝑎𝑛 −
1

𝑎𝑛−1 −
1

𝑎𝑛−2 − ⋯
1

𝑎3 −
1

𝑎2 −
1

𝑎1 + 𝜏

其中 𝜏 ∈ ℂ ⊔ {∞};这也可以按经典的连分数理论来理解.

命题 1.4.11 相对于双曲度量, vol(ℱ ) = 𝜋
3 .

证明 易见顶点 𝜌, 𝜌2, ∞的内角分别是 𝜋
3 , 𝜋

3 和 0,应用定理 1.2.7即可.

命题 1.4.12 精确到 SL(2, ℤ)-轨道,模群 SL(2, ℤ)的椭圆点仅有 𝑖和 𝜌 ∶= 𝑒2𝜋𝑖/6,稳定化
子群分别是

StabSL(2,ℤ)(𝑖) = ⟨( −1
1 )⟩ , StabSL(2,ℤ)(𝜌) = ⟨( −1

1 −1 )⟩ ,

它们在 PSL(2, ℤ)中的阶数分别是 2和 3. 对于一般的同余子群 Γ ⊂ SL(2, ℤ),相应的椭
圆点集是有限个 Γ-轨道的并.
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证明 在 ℱ 中考虑即足. 相关计算已在引理 1.4.9的情形 B中完成 (取 𝜏1 = 𝜏2),关于阶
数的计算则是直截了当的,留给读者作为练习.

对于同余子群 Γ,其椭圆点必然也是 SL(2, ℤ)的椭圆点,而每一条 SL(2, ℤ)轨道都
分解为有限多个 Γ轨道. 证毕.

对于一般的同余子群 Γ,取定陪集分解 PSL(2, ℤ) = ⨆𝑘
𝑖=1 Γ𝑔𝑖. 在命题 A.2.2中代入

ℱ , PSL(2, ℤ)及其子群 Γ就能得到其基本区域ℱΓ = ⋃𝑘
𝑖=1 𝑔𝑖ℱ ,它的面积为 𝑘𝜋/3. 此构造

还蕴涵ℱΓ的 “无穷远点”,亦即它在 ℝ ⊔ {∞}上的极限点组成了集合 {𝑔𝑖∞ ∶ 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑘}.
基于引理 1.4.6, Γ的每个尖点都有形如 𝑔𝑖∞的代表元;由于 ℱΓ 在 𝑔𝑖∞附近的样貌正好
是直观意义的 “尖点”,由此不难对定义 1.4.5的内涵有最初步的领略.
基本区域的一般构造方式将在 §1.6介绍.
基本区域的取法并不唯一. 取 Γ = SL(2, ℤ)和如上的 ℱ 为例,可行如下操作.

1. 将 ℱ 沿虚数轴切成两个测地三角形,左右两半分别标为灰白:
2. 因为 ℱ 是基本区域,这两半在 Γ作用下的所有像铺满 ℋ ,仍按灰白着色,一般称

之为 Dedekind镶嵌. 譬如 ℱ 对 𝑆 的像形如:

3. 在 Dedekind镶嵌中任取一个灰区并上一个白区,皆是 Γ的基本区域. 例如:

例 1.4.13 当 Γ为同余子群时,已有算法能从 Dedekind镶嵌中萃取 Γ的连通基本区域,
以下是软件求得 Γ = Γ(7)的结果,算法给出一个宽度为 7的基本区域,无椭圆点,计有
24个尖点

0, 2
7 , 1

3 , 3
7 , 1

2 , 2
3 , 1, 4

3 , 3
2 , 5

3 , 2, 7
3 , 5

2 , 3, 10
3 , 7

2 , 4, 13
3 , 9

2 , 5, 11
2 , 6, 13

2 , ∞.

图 1.4.1: Γ(7)的一个基本区域

添入这些尖点后得到一个耐人寻味的紧 Riemann曲面,亏格为 3 (例 4.2.2);一旦充
分掌握了模形式的知识,可以证明它同构于所谓的 Klein四次复射影曲线 (见 [32, III.6])

𝐶4 = {(𝑥 ∶ 𝑦 ∶ 𝑧) ∈ ℙ2(ℂ) ∶ 𝑥3𝑧 + 𝑦𝑧3 + 𝑥𝑦3 = 0} ;
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现代视角的讨论见 [23, §4]. 这种紧化的程序在 §3.2将有进一步的讨论.

最后,观察到以上构造的 ℱΓ 其边界总是零测集. 关于基本区域的一个简单性质 (注
记 A.2.6)表明测度 vol(Γ\ℋ )无关 ℱΓ 的选取,它是 Γ的不变量.

练习 1.4.14 对所有正整数𝑁 ,证明

(SL(2, ℤ) ∶ Γ(𝑁)) = 𝑁3
∏

𝑝∶素数
𝑝∣𝑁

(1 − 1
𝑝2 ) ,

(SL(2, ℤ) ∶ Γ1(𝑁)) = 𝑁2
∏

𝑝∶素数
𝑝∣𝑁

(1 − 1
𝑝2 ) ,

(SL(2, ℤ) ∶ Γ0(𝑁)) = |(ℤ/𝑁ℤ)×|
−1 ⋅ (SL(2, ℤ) ∶ Γ1(𝑁))

= 𝑁 ∏
𝑝∣𝑁 (1 + 1

𝑝 ) .

提示 中国剩余定理将 (SL(2, ℤ) ∶ Γ(𝑁)) = | SL(2, ℤ/𝑁ℤ)| 的计算化到 𝑁 = 𝑝𝑒 情
形; 利用 | GL(2, ℤ/𝑝ℤ)| = (𝑝2 − 1)(𝑝2 − 𝑝) 和 ker [GL(2, ℤ/𝑝𝑒ℤ) ↠ GL(2, ℤ/𝑝ℤ)] = 1 +
𝑝 M2(ℤ/𝑝𝑒ℤ) (当 𝑒 > 1)予以计算.

至于 Γ1(𝑁)情形,由

(SL(2, ℤ) ∶ Γ1(𝑁)) = (SL(2, ℤ) ∶ Γ(𝑁)) ⋅ (Γ1(𝑁) ∶ Γ(𝑁))
−1 ,

(Γ1(𝑁) ∶ Γ(𝑁)) = |{( 1 𝑏
1 ) ∶ 𝑏 ∈ ℤ/𝑁ℤ}| = 𝑁

可见 (SL(2, ℤ) ∶ Γ1(𝑁)) = 𝑁2 ∏𝑝∣𝑁 (1 − 𝑝−2). 最后 Γ0(𝑁)情形是容易的.

1.5 整权模形式初探

为了定义模形式,需要自守因子 𝑗(𝛾, 𝜏)和 GL(2, ℝ)+ 在函数空间上的右作用.

定义 1.5.1 (自守因子) 对任意 𝛾 = ( 𝑎 𝑏
𝑐 𝑑 ) ∈ GL(2, ℂ),定义其自守因子为

𝑗(𝛾, 𝜏) ∶= 𝑐𝜏 + 𝑑, 𝜏 ∈ ℋ .
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引理 1.5.2 自守因子满足于

𝑗(𝛾𝛾′, 𝜏) = 𝑗(𝛾, 𝛾′𝜏)𝑗(𝛾′, 𝜏), 𝛾, 𝛾′ ∈ GL(2, ℝ)+

𝑗
⎛
⎜
⎜
⎜
⎝

⎛
⎜
⎜
⎜
⎝

cos 𝜃 − sin 𝜃

sin 𝜃 cos 𝜃

⎞
⎟
⎟
⎟
⎠

, 𝑖
⎞
⎟
⎟
⎟
⎠

= 𝑒𝑖𝜃 , 𝜃 ∈ ℝ.

证明 请端详下式
⎛
⎜
⎜
⎜
⎝

𝑎 𝑏

𝑐 𝑑

⎞
⎟
⎟
⎟
⎠

⎛
⎜
⎜
⎜
⎝

𝜏

1

⎞
⎟
⎟
⎟
⎠

= 𝑗(𝛾, 𝜏)
⎛
⎜
⎜
⎜
⎝

𝛾𝜏

1

⎞
⎟
⎟
⎟
⎠

, 𝜏 ∈ ℋ ,

由此引出第一式. 直接计算可得第二式.

定义 1.5.3 对于 𝑘 ∈ ℤ, 𝛾 ∈ GL(2, ℝ)+ 和任意函数 𝑓 ∶ ℋ → ℂ,定义

𝑓 |𝑘 𝛾 ∶ 𝜏 ⟼ (det 𝛾)
𝑘
2 𝑗(𝛾, 𝜏)−𝑘𝑓(𝛾𝜏), 𝜏 ∈ ℋ .

如果 𝜆 ∈ ℝ×
>0,那么显然有 𝑓 |𝑘 ( 𝜆

𝜆 ) = 𝑓 . 另一方面, 𝑓 |𝑘 ( −1
−1 ) = (−1)𝑘𝑓 ,这是

极其关键的观察.

引理 1.5.4 定义 1.5.3给出GL(2, ℝ)+的右作用: 𝑓 |𝑘 (𝛾𝛾′) = (𝑓 |𝑘 𝛾) |𝑘 𝛾′. 若 𝛾 = ( 1 𝑡
1 ),

则 (𝑓 |𝑘 𝛾)(𝜏) = 𝑓(𝜏 + 𝑡).

证明 引理 1.5.2表明

𝑓 |𝑘 (𝛾𝛾′) ∶ 𝜏 ⟼ (det 𝛾𝛾′)
𝑘
2 𝑗(𝛾𝛾′, 𝜏)−𝑘𝑓(𝛾𝛾′𝜏) =

(det 𝛾)
𝑘
2 𝑗(𝛾, 𝛾′𝜏)−𝑘(det 𝛾′)

𝑘
2 𝑗(𝛾′, 𝜏)−𝑘𝑓(𝛾𝛾′𝜏).

另一方面 (𝑓 |𝑘 𝛾) |𝑘 𝛾′ 映 𝜏 为 (det 𝛾′)
𝑘
2 𝑗(𝛾′, 𝜏)−𝑘(𝑓 |𝑘 𝛾)(𝛾′𝜏), 展开亦等于上式. 当

𝛾 = ( 1 𝑡
1 )时, 𝑗(𝛾, 𝜏) = 1而 𝛾𝜏 = 𝜏 + 𝑡.

设𝑁 ∈ ℤ≥1. 定义
𝑞𝑁 (𝜏) ∶= 𝑒2𝜋𝑖𝜏/𝑁

则 𝑞𝑁 是从ℋ 到 𝒟 ′ ∶= {𝑧 ∈ ℂ ∶ 0 < |𝑧| < 1}的全纯满射,化ℋ 上加法为 𝒟 ′ 上乘法;
此外,

2𝜋𝑖
𝑁 ⋅ d𝜏 = d𝑞𝑁

𝑞𝑁
,

𝑞𝑁 (𝜏) = 𝑞𝑁 (𝜏′) ⟺ 𝜏 − 𝜏′ ∈ 𝑁ℤ.

若全纯函数 𝑓 ∶ ℋ → ℂ满足 𝑓(𝜏 + 𝑁) = 𝑓(𝜏),则 𝑓 是 𝒟 ′上某个全纯函数通过 𝜏 ↦ 𝑞𝑁
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的拉回,因而具有唯一的 Laurent展开式

𝑓(𝜏) =
∞

∑𝑛=−∞
𝑎𝑛𝑞𝑛

𝑁 , 𝑎𝑛 ∈ ℂ. (1.5.1)

对于𝑁 = 1情形,我们简记 𝑞1 为 𝑞.

注记 1.5.5 固定 𝑦 > 0并考虑 𝜏 = 𝑥 + 𝑖𝑦, 𝑥 ∈ ℝ. 这时∑𝑛 𝑎𝑛𝑞𝑛
𝑁 = ∑𝑛 𝑎𝑛𝑒−2𝜋𝑛𝑦/𝑁 𝑒2𝜋𝑖𝑛𝑥/𝑁

化作周期 𝑁 实变函数 𝑥 ↦ 𝑓(𝑥 + 𝑖𝑦)的 Fourier展开. 因此我们也说 𝑎𝑛 是 𝑓 的 Fourier
系数. 应用环面 ℝ/𝑁ℤ上的 Fourier理论, 𝑎𝑛 可表为

𝑎𝑛 = 𝑒2𝜋𝑛𝑦/𝑁
∫ℝ/𝑁ℤ

𝑓(𝑥 + 𝑖𝑦)𝑒−2𝜋𝑖𝑛𝑥/𝑁 d𝑥,

这里采用满足 vol(ℝ/𝑁ℤ) = 1的不变测度来定义积分, 𝑦 > 0任取. 积分区域亦可视为极
限圆 {𝜏 ∶ Im(𝜏) = 𝑦}的商.

当 𝜏 的虚部→ +∞时, 𝑞𝑁 一致地趋近于 0,以下定义因而是合理的.

定义 1.5.6 若 Laurent展开式 (1.5.1)仅含 𝑛 ≥ 0的项,则称 𝑓 在∞处全纯;若仅含 𝑛 > 0
的项,则称 𝑓 在∞处消没. 若 (1.5.1)中仅有有限多个 𝑛 < 0的项,则称 𝑓 在∞处亚纯.

注记 1.5.7 这些概念不依赖周期𝑁 的选取. 设 𝑑 ∈ ℤ≥1, 𝑀 = 𝑑𝑁 ,则 𝑞𝑁 = 𝑞𝑑
𝑀 ,故

𝑓(𝜏) = ∑
𝑛∈ℤ

𝑎𝑛𝑞𝑛
𝑁 = ∑

𝑛∈ℤ
𝑎𝑛𝑞𝑑𝑛

𝑀 .

所以 𝑓 对 𝑞𝑁 的展开在∞处全纯 (或消没,亚纯)当且仅当对 𝑞𝑀 亦然.

根据复变函数论的常识 [63, §4.2,定理 1],考虑 Laurent级数 𝐹 ∶ 𝑞 ↦ ∑𝑛 𝑎𝑛𝑞𝑛,则 𝑓
在∞处

⋄ 全纯等价于 𝑞 = 0是 𝐹 的可去奇点,这又等价于 𝐹 在 𝑞 = 0的某个邻域上有界;
⋄ 消没等价于 lim𝑞→0 𝐹 (𝑞) = 0;
⋄ 亚纯等价于存在𝑀 ∈ ℤ≥1 使得 𝑞𝑀 𝐹 (𝑞)在 𝑞 = 0的某个邻域上有界.

今考虑同余子群 Γ ⊃ Γ(𝑁). 考虑 Γ的尖点的代表元 𝛼∞ ∈ ℚ∗ (定义 1.4.5),这里取
𝛼 ∈ SL(2, ℤ). 由于 𝛼Γ(𝑁)𝛼−1 = Γ(𝑁) ⊂ Γ,引理 1.1.6遂给出

𝛼
⎛
⎜
⎜
⎜
⎝

1 𝑁

1

⎞
⎟
⎟
⎟
⎠

𝛼−1 ∈ Γ𝛼∞ (1.5.2)
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因此，若 𝑓 ∶ ℋ → ℂ满足 𝛾 ∈ Γ ⟹ 𝑓 |𝑘 𝛾 = 𝑓 ,那么

𝑓 |𝑘 𝛼( 1 𝑁
1 )𝛼−1 = 𝑓, 亦即 (𝑓 |𝑘 𝛼) |𝑘 ( 1 𝑁

1 ) = 𝑓 |𝑘 𝛼,

所以可以引入 𝑞𝑁 ,讨论 𝑓 |𝑘 𝛼在∞处的 Fourier系数等等.
下面定义同余子群的模形式;更广泛的版本将在定义 3.6.4引入.

定义 1.5.8 (同余子群的模形式) 设 Γ为同余子群, 𝑘 ∈ ℤ而 𝑓 ∶ ℋ → ℂ为全纯函数. 若

(i) 对所有 𝛾 = ( 𝑎 𝑏
𝑐 𝑑 ) ∈ Γ皆有 𝑓 |𝑘 𝛾 = 𝑓 ,或等价地说 𝑓(𝛾𝜏) = (𝑐𝜏 + 𝑑)𝑘𝑓(𝜏),

(ii) 对 Γ的每个尖点的代表元 𝛼∞如上, 𝑓 |𝑘 𝛼在∞处全纯,

则称 𝑓 是权为 𝑘,级为 Γ的模形式2. 若进一步在 (ii)中要求 𝑓 |𝑘 𝛼在∞处消没,则称 𝑓
是尖点形式3. 这些模形式构成的 ℂ-向量空间记为𝑀𝑘(Γ),尖点形式构成的子空间记为
𝑆𝑘(Γ).

若在将 𝑓 在 ℋ 上及在条件 (ii)中的全纯条件放宽为亚纯,相应地便得到亚纯模形
式的概念.

条件 (i)要求 𝑓 在 Γ右作用下不变,这点只消对 Γ的一组生成元检验;条件 (ii)应该
理解为 𝑓 在每个尖点处的全纯或消没性;以下说明 (ii)只关乎 𝛼∞代表的尖点,独立于 𝛼
的选取. 首先假设 𝛼∞ = 𝛽∞,则 𝛾 ∶= 𝛼−1𝛽 ∈ StabSL(2,ℤ)(∞)按引理 1.1.6可表为 ±( 1 𝑡

0 1 )
之形. 于是

(𝑓 |𝑘 𝛽)(𝜏) = (𝑓 |𝑘 𝛼 |𝑘 𝛾) (𝜏) = (±1)𝑘(𝑓 |𝑘 𝛼)(𝜏 + 𝑡).

从 𝑞𝑁 (𝜏 + 𝑡) = 𝑞𝑁 (𝑡)𝑞𝑁 (𝜏)可知 𝑓 |𝑘 𝛼和 𝑓 |𝑘 𝛽 在∞处的全纯 (或消没)性相互等价. 另
一方面,如果将 𝛼 在 ℚ∗ 的一个 Γ-轨道里变动,也就是左乘以某个 𝛾 ∈ Γ,那么 (i)蕴涵
𝑓 |𝑘 (𝛾𝛼) = 𝑓 |𝑘 𝛾 |𝑘 𝛼 = 𝑓 |𝑘 𝛼,故条件 (ii)仍不变.

于是根据命题 1.4.6,条件 (ii)只须对有限多个 𝛼来检验.
将以上关于 Fourier展开的观察应用于常数项 𝑎0,可以总结出以下性质.

定义–命题 1.5.9 对 𝛼 ∈ SL(2, ℤ),定义 𝑓 ∈ 𝑀𝑘(Γ)的常数项为

Const𝛼(𝑓 ) ∶= 𝑓 |𝑘 𝛼 的 Fourier展开的常数项,

它满足以下性质:
⋄ 设 𝛼, 𝛽 ∈ SL(2, ℤ),则 Const𝛼𝛽(𝑓 ) = Const𝛽 (𝑓 |𝑘 𝛼);
⋄ Const𝛼(𝑓 )只依赖于陪集 Γ𝛼;
⋄ 当 𝑘 ∉ 2ℤ时 Const𝛼(𝑓 )未必由尖点 Γ𝛼∞确定: 一般仅精确到 ±1:

𝛼∞ = 𝛼′∞ ⟺ 𝛼 = 𝛼′( ±1 ∗
±1 ) ⟹ Const𝛼(𝑓 ) = (±1)𝑘Const𝛼′ (𝑓 ).

2德文 Modulform
3德文 Spitzenform,法文 forme parabolique
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注记 1.5.10 常值函数总是权 0的模形式. 权为 0的亚纯模形式又称模函数,它们无非
是 Γ\ℋ 上的亚纯函数,并要求在尖点处也亚纯.

对于 Γ ≠ SL(2, ℤ)的情形,尖点一般不止一个,验证模形式在每个尖点处的全纯性
会变得十分琐碎. 以下结果因而是十分方便的.

命题 1.5.11 设函数 𝑓 ∶ ℋ → ℂ满足
⋄ 定义 1.5.8中的 Γ-不变条件 (i),
⋄ 在∞处有 Fourier展开 𝑓(𝜏) = ∑𝑛≥0 𝑎𝑛𝑞𝑛

𝑁 ,其系数服从于 |𝑎𝑛| ≪ 𝑛𝑀 ,其中𝑀 ≥ 0
为依赖于 𝑓 的常数.

那么 𝑓 ∈ 𝑀𝑘(Γ).

证明不算太难,我们将在命题 3.6.7一并证明稍广的版本.
在琢磨具体例子前,我们先探讨对模形式的若干抽象操作.

1. 若 Γ′ ⊂ Γ,则𝑀𝑘(Γ′) ⊃ 𝑀𝑘(Γ)而且 𝑆𝑘(Γ′) ⊃ 𝑆𝑘(Γ).

2. 模形式可以相乘: 设 𝑓 ∈ 𝑀𝑘(Γ), 𝑔 ∈ 𝑀ℎ(Γ),则容易看出 𝑓𝑔 ∈ 𝑀𝑘+ℎ(Γ). 如果其中
一者是尖点形式,那么 𝑓𝑔 ∈ 𝑆𝑘+ℎ(Γ). 所需性质容易对每个尖点来验证.

3. 置𝑀(Γ) ∶= ⨁𝑘∈ℤ 𝑀𝑘(Γ). 上述观察指出𝑀(Γ)成环, 其乘法单位元无非是常数
函数 1 ∈ 𝑀0(Γ). 用代数的语言说, 这使得 𝑀(Γ) 成为分次 ℂ-代数, 而 𝑆(Γ) ∶=
⨁𝑘 𝑆𝑘(Γ)则是它的分次理想. 请参阅 [59, §7.4].

注记 1.5.12 最为人熟知的情形是所谓的满级模形式 Γ = Γ(1) = SL(2, ℤ). 这时 Fourier
展开里的变元取为 𝑞 = 𝑒2𝜋𝑖𝜏 . 定义 1.5.8的条件 (ii)简化为 𝑓 在∞处全纯或消没;根据
定理 1.4.10,条件 (i)则简化为

𝑓 (
−1
𝜏 ) = 𝜏𝑘𝑓(𝜏), 𝑓 (𝜏 + 1) = 𝑓(𝜏).

对于一般情形,需要进一步的几何工具来描述空间𝑀𝑘(Γ)和 𝑆𝑘(Γ),但现阶段不妨
做些初步的讨论.

命题 1.5.13 若 Γ ∋ −1 (例如当 Γ ⊃ Γ(2)时),则仅对 𝑘 ∈ 2ℤ方存在权为 𝑘,级为 Γ的非
零亚纯模形式.

证明 从 𝑓 |𝑘 (−1) = (−1)𝑘𝑓 可知 𝑘 ∉ 2ℤ ⟹ 𝑓 = 0.

偶数权模形式相对容易处理,这是基于一个简单的观察: 以 d𝜏⊗ℎ 表微分形式 d𝜏 的
ℎ-重张量积,设 𝑘是偶数, 𝑓 ∶ ℋ → ℂ全纯,由之定义ℋ 上的全纯张量场 𝑓 d𝜏⊗𝑘/2,它在
每一点 𝜏 指派一维空间 (𝑇 ∗

𝜏,holℋ )⊗𝑘/2 的一个元素. 任何 𝛼 ∈ GL(2, ℝ)+ 都给出 ℋ 的全
纯自同构,从而以微分形式的拉回作用在 𝑓 d𝜏⊗𝑘/2 上;拉回运算记作 𝛼∗. 根据引理 1.1.1,
我们有

𝛼∗ (𝑓 d𝜏⊗𝑘/2) = (𝑓 ∘ 𝛼)(d𝛼𝜏)⊗𝑘/2 = (𝑓 |𝑘 𝛼)(d𝜏)⊗𝑘/2.
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这也连带解释了 𝑓 |𝑘 𝛼中因子 (det 𝛼)𝑘/2 的角色. 作为推论,

[∀𝛾 ∈ Γ, 𝑓 |𝑘 𝛾 = 𝑓] ⟺ [∀𝛾 ∈ Γ, 𝑓 d𝜏⊗𝑘/2 在 𝛾 作用下不变.] (1.5.3)

当 𝑘 为偶数时, 关系 (1.5.3) 归结了定义 1.5.8 之 (i); 如果要以微分形式的语言料
理 (ii), 并将整套定义用 Γ\ℋ 的几何来改写, 则须添入 Γ 的尖点, 考虑紧化 Γ\ℋ ↪
Γ\(ℋ ⊔ ℚ∗)并赋予两者合适的 Riemann曲面结构. 这是 §4.3的任务. 在此之前,我们打
算先在第二章考察模形式的若干实例.

1.6 Dirichlet区域
本节取定 PSL(2, ℝ)的离散子群 Γ. 它在 ℋ 上的作用正常 (命题 1.1.12)而且保距

(定理 1.2.5). 本节旨在对 Γ给出一个称为 Dirichlet区域的基本区域,并推导若干几何性
质. 相关结果可以推广到高维度的双曲空间 (常负曲率)或仿射空间 (零曲率),参见 [6,
29]. 本书仅论二维情形. 只关心同余子群的读者可以暂时略过本节.

定义 1.6.1 设 𝑥0 ∈ ℋ 而 𝛾 ∈ Γ ∖ {1}, 𝛾𝑥0 ≠ 𝑥0,定义ℋ 的闭子集

𝐻−
𝛾 ∶= {𝑥 ∈ ℋ ∶ 𝑑(𝑥, 𝑥0) ≤ 𝑑(𝑥, 𝛾𝑥0)} ,

𝐻𝛾 ∶= {𝑥 ∶ 𝑑(𝑥, 𝑥0) = 𝑑(𝑥, 𝛾𝑥0)} .

取 [𝑥0, 𝛾𝑥0]的中点 𝑦. 直观上, 𝐻𝛾 应当是过 𝑦点的中垂线;它截ℋ 为两个半空间,其一
为𝐻−

𝛾 ∋ 𝑥0. 大致图像如:

𝐻𝛾

𝑥0

𝑦

𝛾𝑥0

𝐻−
𝛾

一旦接受这些性质,则 𝑥0 连同𝐻𝛾 唯一确定 𝛾𝑥0: 它是 𝑥0 对𝐻𝛾 的镜像,而且

𝑑(𝑥0, 𝛾𝑥0) = 2𝑑(𝑥0, 𝑦) = 2𝑑(𝑥0, 𝐻𝛾 ). (1.6.1)

下面证明𝐻𝛾 确实是中垂线.

引理 1.6.2 沿用以上符号,则𝐻𝛾 是经过 𝑦点,并在 𝑦点与 [𝑥0, 𝛾𝑥0]正交的唯一测地线.
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证明 照搬命题 1.1.9的论证,可以用 SL(2, ℝ)的元素将 𝑥0 和 𝛾𝑥0 都搬到虚数轴上,故
无妨设

𝑥0 = 𝑖𝑠, 𝛾𝑥0 = 𝑖𝑡, 0 < 𝑠 < 𝑡.

代入命题 1.1.10的距离公式,得到

𝜏 ∈ 𝐻𝛾 ⟺ |𝜏 − 𝑖𝑠|2

𝑠 = |𝜏 − 𝑖𝑡|2

𝑡 ⟺ |𝜏 − 𝑖𝑠| = √
𝑠
𝑡 ⋅ |𝜏 − 𝑖𝑡|.

平面几何学的 Apollonius圆定理或暴力计算说明这些 𝜏 的轨迹是圆 {𝜏 ∶ |𝜏| = √𝑠𝑡}和
ℋ 之交. 代入命题 1.1.9知此为与 [𝑥, 𝑦]正交的测地线.

定义 1.6.3 设 𝑥0非 Γ的椭圆点. 以 𝑥0 ∈ ℋ 为中心的 Dirichlet区域定义为ℋ 的闭子集

𝐷(𝑥0) ∶= ⋂
𝛾∈Γ∖{1}

𝐻−
𝛾 = {𝑥 ∈ ℋ ∶ ∀𝛾 ∈ Γ, 𝑑(𝑥, 𝑥0) ≤ 𝑑(𝑥, 𝛾𝑥0)} .

基于对称性,对任意 𝛾 ∈ Γ皆有 𝛾𝐷(𝑥0) = 𝐷(𝛾𝑥0).
称ℋ 的子集 𝐷是测地凸的,如果对任意 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐷,测地线段 [𝑥, 𝑦]全落在 𝐷中. 显

然测地凸子集都是道路连通的,而任一族测地凸子集之交仍为测地凸.

命题 1.6.4 对任意非椭圆点 𝑥0 ∈ ℋ 和 𝛾 ∈ Γ ∖ {1},子集𝐻−
𝛾 和 𝐷(𝑥0) ⊂ ℋ 皆为测地凸.

证明 仅须证明𝐻−
𝛾 情形. 设 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐻−

𝛾 ,若 [𝑥, 𝑦]在 𝑥1 处穿出𝐻−
𝛾 ,则其后必在某点 𝑥2

返回; 然而 𝑥1, 𝑥2 ∈ 𝜕𝐻−
𝛾 = 𝐻𝛾 而引理 1.6.2说明 𝐻𝛾 是测地线, 故必有 [𝑥1, 𝑥2] ⊂ 𝐻𝛾 ,

矛盾.

命题 1.6.5 若 𝑥0 非椭圆点,则 𝐷(𝑥0)是 Γ的连通基本区域, 𝜕𝐷(𝑥0)为零测集.

引理 1.3.7说明几乎所有 𝑥0 皆非椭圆点.

证明 令 𝑥 ∈ ℋ . 因为 Γ的作用正常,在 §A.1业已说明 Γ𝑥0 是 ℋ 的离散子集,故存在
𝛾 ∈ Γ使得 𝑑(𝑥, 𝛾𝑥0) = 𝑑(𝑥, Γ𝑥0). 按定义立见 𝛾−1𝑥 ∈ 𝐷(𝑥0). 于是ℋ = ⋃𝛾 𝛾𝐷(𝑥0).
其次, Γ𝑥0 离散配上 (1.6.1)导致对任意 𝑟 > 0,测地球 𝐵𝑟 ∶= 𝑑(𝑥0, ⋅) < 𝑟仅交有限多

个𝐻𝛾 . 由于ℋ = ⋃𝑟>0 𝐵𝑟,这说明围出 𝐷(𝑥0)的测地线族 {𝐻𝛾 ∶ 𝛾 ∈ Γ}是 “局部有限”
的. 由此循直观推得

𝐷(𝑥0)∘ = {𝑥 ∈ ℋ ∶ ∀𝛾 ∈ Γ ∖ {1}, 𝑑(𝑥, 𝑥0) < 𝑑(𝑥, 𝛾𝑥0)} ,

𝐷(𝑥0) = 𝐷(𝑥0)∘, vol(𝜕𝐷(𝑥0)) = 0.
(1.6.2)

同时 (1.6.2)亦表明

𝛾 = 𝛾′ ⟺ 𝛾𝐷(𝑥0)∘ ∩ 𝛾′𝐷(𝑥0)∘ = 𝐷(𝛾𝑥0)∘ ∩ 𝐷(𝛾′𝑥0)∘ ≠ ∅;
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细节有请读者琢磨.
最后来说明 {𝛾𝐷(𝑥0) ∶ 𝛾 ∈ Γ} 局部有限. 设若不然, 存在紧集 𝐾 和一列相异的

𝛿1, 𝛿2, … ∈ Γ,使得对每个 𝑖 ∈ ℤ≥1 都存在 𝑦𝑖 ∈ 𝐾 ∩ 𝛿𝑖𝐷(𝑥0);命 𝑧𝑖 ∶= 𝛿−1
𝑖 𝑦𝑖. 于是

𝑑(𝑥0, 𝛿𝑖𝑥0) ≤ 𝑑(𝑥0, 𝑦𝑖) + 𝑑(𝑦𝑖, 𝛿𝑖𝑥0)
= 𝑑(𝑥0, 𝑦𝑖) + 𝑑(𝑧𝑖, 𝑥0) ≤ 𝑑(𝑥0, 𝑦𝑖) + 𝑑(𝑦𝑖, 𝑥0) (∵ 𝑧𝑖 ∈ 𝐷(𝑥0))
≤ 2 sup

𝑦∈𝐾
𝑑(𝑥0, 𝑦) =∶ 𝑟,

因为 𝐾 紧故 𝑟有限. 无穷集 {𝛿𝑖𝑥0}
∞
𝑖=1 包含于紧集 𝑑(𝑥0, ⋅) ≤ 𝑟,但这与 Γ𝑥0 离散矛盾.

综上, 𝐷(𝑥0)是由一族测地线段围出的闭集. 具体确定 𝐷(𝑥0)的样貌并非易事,以下
是最初步的例子.

例 1.6.6 取 Γ = PSL(2, ℤ)和 𝑥0 = 𝑖𝑡,其中 𝑡 ∈ ℝ>1. 今将说明 𝐷(𝑥0)无非是 (1.4.1)定义
之 ℱ . 在𝐻−

𝛾 的定义中分别取 𝛾 为 (1.4.2)中的 𝑆, 𝑇 , 𝑇 −1,用引理 1.6.2直接计算

𝐻−
𝑆 = {𝜏 ∶ |𝜏| ≥ 1} , 𝐻−

𝑇 = {𝜏 ∶ Re(𝜏) ≤ 1
2} , 𝐻−

𝑇 −1 = {𝜏 ∶ Re(𝜏) ≥ −1
2} .

因而 𝐷(𝑥0) ⊂ 𝐻−
𝑆 ∩ 𝐻−

𝑇 ∩ 𝐻−
𝑇 −1 = ℱ .

一般来说,对任意 𝑥0,上半平面里对应于平移 𝛾 = ( 1 𝑡
1 )的中垂线 𝐻𝛾 必然是垂直

线,这点留给读者练手.
假若 𝐷(𝑥0) ⊊ ℱ ,则因为 𝐷(𝑥0)和 ℱ 皆闭, ℱ ∖ 𝐷(𝑥0)包含某个内点 𝜏 ∈ ℱ ∘. 由于

𝐷(𝑥0)是基本区域,存在 𝛾 ∈ Γ ∖ {1}使得 𝛾𝜏 ∈ 𝐷(𝑥0) ⊂ ℱ . 这与引理 1.4.9矛盾.

今后取定非椭圆点 𝑥0. 我们必须对 Dirichlet区域 𝐷(𝑥0)定义边的概念.

定义 1.6.7 (边,顶点,尖点) 我们规定:
⋄ 𝐷(𝑥0) 的边为形如 𝛿𝐷(𝑥0) ∩ 𝐷(𝑥0) 而长度非零的测地线段 (容许无穷长), 其中

𝛿 ∈ Γ ∖ {1};
⋄ 设 𝜉 ∈ 𝐷(𝑥0),若存在相异元 𝛿, 𝛿′ ∈ Γ ∖ {1}使得 𝐷(𝑥0) ∩ 𝛿𝐷(𝑥0) ∩ 𝛿′𝐷(𝑥0) = {𝜉},
则称 𝜉 是 𝐷(𝑥0)的顶点;

⋄ 将 𝜕𝐷(𝑥0)中所有极大测地线段的无穷远点添入 𝐷(𝑥0) (或 𝜕𝐷(𝑥0)),得到的集合记
为 𝐷(𝑥0)∗ (或 𝜕𝐷(𝑥0)∗). 若 𝑐 ∈ 𝐷(𝑥0)∗ 是两边的共同端点,则称 𝑐 为 𝐷(𝑥0)∗ 的尖
点;我们也称尖点为 𝐷(𝑥0)或 𝐷(𝑥0)∗ 的无穷远顶点.

在边的定义中, 𝛿𝐷(𝑥0) ∩ 𝐷(𝑥0)必然是 𝜕𝐷(𝑥0)的测地凸子集,所以我们知道任一个
边都包含于 𝜕𝐷(𝑥0)中的一个极大测地线段 (容许无穷长),这种线段都是由某个𝐻𝛾 截出
的. 显然, 𝜕𝐷(𝑥0)中的极大测地线段无非是 𝐷(𝑥0)直观意义上的边,而定义 1.6.7的边则
与 {𝛿𝐷(𝑥0)}𝛿∈Γ 的铺砌方式有关. 稍加思索下图的 “砌砖”现象,就能明白 𝜕𝐷(𝑥0)的极
大测地线段一般须加以细分,才能给出 𝐷(𝑥0)的边,相应地也必须插入内角为 𝜋的顶点.
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需格外留意的是一条极大测地线段可能包含无穷多条边,例子见 [6, Example 10.1.1];鉴
于基本区域的局部有限性,此种情形仅可能对无穷长的极大测地线段发生.
直观上不难想见: 𝐷(𝑥0)∗ 的边和顶点至多可数, 𝜕𝐷(𝑥0)是所有边之并,两边至多交

于一点 (必为顶点); 每个顶点正好是两边之交. 这些陈述都有严谨的论证, 可参看 [6,
§9.3].

注意到 𝐷(𝑥0)∗ 的无穷远点可以是开口之一端,或者是尖点,上半平面中图示如下:

开口 尖点
ℝ ⊔ {∞}

𝐷(𝑥0)

按定义 1.6.7,任何尖点 𝜉 必为平行两边在无穷远处之交,故 𝜉处的内角为 0.
以下介绍边配对. 显见若 𝑆为𝐷(𝑥0)的边,那么使 𝛿𝐷(𝑥0) ∩ 𝐷(𝑥0) = 𝑆的 𝛿 ∈ Γ ∖ {1}

是唯一确定的, 又记为 𝛿𝑆 . 另一方面 𝐷(𝑥0) ∩ 𝛿−1𝐷(𝑥0) = 𝛿−1𝑆 导致 𝑆′ ∶= 𝛿−1𝑆 也是
𝐷(𝑥0)的边. 我们立刻看出

(𝑆′)′ = 𝑆, 𝛿𝑆′ = 𝛿−1
𝑆 .

定义–命题 1.6.8 (边配对) 以上操作 𝑆 ↔ 𝑆′ 给出从 𝐷(𝑥0) 的边之间的配对; 使 𝑆′ =
𝛿−1𝑆 之 𝛿 ∈ Γ ∖ {1}由 𝑆 唯一确定,称为 𝑆 对应的配边元.

考虑到未来对商空间的研究,例如命题 A.2.3,我们在 𝜕𝐷(𝑥0)∗上引进如下等价关系:
记 𝑥 ∼ 𝑦,如果存在 𝛿 ∈ Γ使得 𝑥 = 𝛿𝑦 . 以下说明关系 ∼完全由边配对决定.

命题 1.6.9 设相异元 𝑥, 𝑦 ∈ 𝜕𝐷(𝑥0) 满足 𝑥 ∼ 𝑦, 那么存在配边元 𝛿1, … , 𝛿𝑛 ∈ Γ 使得
𝑥 = 𝛿1 ⋯ 𝛿𝑛𝑦.

证明 取 𝛿 ∈ Γ ∖ {1}使得 𝑥 = 𝛿𝑦,那么 𝑥 ∈ 𝛿𝐷(𝑥0) ∩ 𝐷(𝑥0). 设 𝑥属于 𝐷(𝑥0)的某边 𝑆.
下图将边 𝑆 加粗显示, 𝑥标作 ∘,描绘在 𝑥附近典型的几何图像:

𝛿𝐷(𝑥0)
𝐷(𝑥0)

𝛿𝐷(𝑥0)𝛿1𝐷(𝑥0)

𝐷(𝑥0)

左图 𝑥不是顶点,这时 𝛿是 𝑆 确定的配边元, 𝑥 = 𝛿𝑦给出所需表达式. 在右图情形下,按
箭头所示从 𝐷(𝑥0)过渡到 𝛿1𝐷(𝑥0), … , 𝛿𝐷(𝑥0),每次都翻过一个含顶点 𝑥之边,并且对通
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过的边数 𝑛作递归,细述如下: 𝛿1 是 𝑆 确定的配边元. 如果 𝛿 = 𝛿1 (即 𝑛 = 1),则和先前
一样得出断言,否则取

𝑥′
0 ∶= 𝛿1𝑥0, 𝑦′ ∶= 𝛿1𝑦 ∈ 𝜕𝐷(𝑥′

0), 𝛿′ ∶= 𝛿𝛿−1
1 ∈ Γ ∖ {1}.

于是 𝑥 = 𝛿𝑦 = 𝛿′𝑦′,而从 𝛿1𝐷(𝑥0) = 𝐷(𝑥′
0)按上图过渡到 𝛿𝐷(𝑥0) = 𝛿′𝐷(𝑥′

0),通过 𝑛 − 1
条边. 按递归假设,存在 𝐷(𝑥′

0)的配边元 𝛿′
2, … , 𝛿′

𝑛 使得

𝑥 = 𝛿′
2 ⋯ 𝛿′

𝑛𝑦′ = 𝛿′
2 ⋯ 𝛿′

𝑛𝛿1𝑦.

但是 𝛿′
𝑖 是𝐷(𝑥′

0) = 𝛿1𝐷(𝑥0)的配边元蕴涵 𝛿𝑖 ∶= 𝛿−1
1 𝛿′

𝑖 𝛿1是𝐷(𝑥0)的配边元 (𝑖 = 2, … , 𝑛).
因此

𝑥 = (𝛿1𝛿2𝛿−1
1 ) ⋯ (𝛿1𝛿𝑛𝛿−1

1 )𝛿1𝑦 = 𝛿1 ⋯ 𝛿𝑛𝑦,

明所欲证.

练习 1.6.10 证明所有配边元生成 Γ.
提示 类似命题 1.6.9的论证, 从 𝐷(𝑥0)一路穿墙到 𝛿𝐷(𝑥0), 途经的边给出所需表

达式.

注记 1.6.11 定义–命题 1.6.8容许边和自身配对,这就导致边还能够作如下细分,以确保
边配对 𝑆 ↔ 𝑆′ 无不动点. 以下设 𝑆′ = 𝑆,记 𝛾 ∶= 𝛿−1

𝑆 ∈ Γ ∖ {1},于是 𝛾𝑆 = 𝑆.
1. 假设 𝑆 有限长,则 𝛾 固定 𝑆 的中点 𝜂. 例 1.3.3表明 𝛾|𝑆 必是对 𝜂 的反射. 将 𝜂 添
入为顶点,分 𝑆 为被 𝛾 对调的两半.

2. 若 𝑆′ = 𝑆 无穷长,则分两种情形考察 𝛾 在 𝑆 上的作用.
⋄ 设 𝑆 两端无穷沿伸, 因此 𝑆 是一整条测地线. 例 1.3.3 表明 𝛾 或者在 𝑆 上
诱导平移, 这时它让 𝐷(𝑥0)顺着 𝑆 滑动, 不可能给出边定义要求的 𝐷(𝑥0) ∩
𝛾−1𝐷(𝑥0) = 𝑆;或者 𝛾 是对某点 𝜂的镜射,这时仍向 𝑆 添入顶点 𝜂,分 𝑆 为被
𝛾 对调的两半.

⋄ 设 𝑆 仅有一端无穷延伸,等距地等同于射线 ℝ≥0. 那么 𝛾 映包含 𝑆 的测地线
为其自身,并且保持 𝑆 两端不动. 依然应用例 1.3.3来导出 𝛾 = 1,此无可能.

以上两步新添的顶点 𝜂 都是椭圆点. 反之 𝜕𝐷(𝑥0)上的任何椭圆点 𝜂 也都是细分意
义下的顶点: 设 𝜂落在边 𝑆 上,对任何 𝛾 ∈ Γ𝜂 ∖ {1} (有限阶),

⋄ 或有 𝛾𝑆 ≠ 𝑆,直观可见 𝜂已是顶点;
⋄ 或有 𝛾𝑆 = 𝑆,之前已论证 𝛾|𝑆 此时将是镜射,并且 𝑆 可被前述手续对半分割,但镜
射中点显然就是 𝜂,故 𝜂是新添顶点.

由于每条边至多细分为二,若 𝐷(𝑥0)边数有限,细分后亦然;这时边配对 𝑆 ↔ 𝑆′ 无不动
点蕴涵细分后的边数为偶数.

练习 1.6.12 对例 1.6.6的 Dirichlet区域描述边的配对,并按注记 1.6.11予以细分.
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记任意 𝜉 ∈ 𝜕𝐷(𝑥0)处的内角为 𝜃(𝜉),容许 𝜃(𝜉) = 𝜋. 以下是双曲几何的一个基础结
果,也是尔后研究模曲线的必要工具.

命题 1.6.13 设 𝜂 ∈ 𝜕𝐷(𝑥0). 命 𝑒(𝜂) ∶= |Γ𝜂|,如是则 𝑒(𝜂) ∈ ℤ≥1;相对于命题 1.6.9前的等
价关系 ∼,集合 {𝜉 ∈ 𝜕𝐷(𝑥0) ∶ 𝜉 ∼ 𝜂}有限,而且

∑
𝜉∈𝜕𝐷(𝑥0)

𝜉∼𝜂

𝜃(𝜉) = 2𝜋
𝑒(𝜂) .

证明 命题 1.3.9说明 Γ𝜂 有限. 我们有双射

Γ𝜂\ {𝛿 ∈ Γ ∶ 𝜂 ∈ 𝛿𝐷(𝑥0)} {𝜉 ∈ 𝜕𝐷(𝑥0) ∶ 𝜉 ∼ 𝜂}

Γ𝜂𝛿 𝜉 ∶= 𝛿−1𝜂.

1∶1

(1.6.3)

由于基本区域的局部有限性, {𝛿 ∈ Γ ∶ 𝜂 ∈ 𝛿𝐷(𝑥0)}是有限集,示意如下.

𝜂

𝐷(𝑥0)

𝛿𝐷(𝑥0)

由此得出 {𝜉 ∈ 𝜕𝐷(𝑥0) ∶ 𝜉 ∼ 𝜂}有限.
记 𝛿𝐷(𝑥0) 在 𝜂 处的内角为 Θ𝜂(𝛿𝐷(𝑥0)), 因为 Γ 作用保角, 若 𝜉 = 𝛿−1𝜂 则 𝜃(𝜉) =

Θ𝜉(𝐷(𝑥0)) = Θ𝜂(𝛿𝐷(𝑥0)). 鉴于 (1.6.3),在 𝜂处的内角和遂写作

2𝜋 = ∑
𝛿𝐷(𝑥0)∋𝜂

Θ𝜂(𝛿𝐷(𝑥0)) = ∑
𝜉∼𝜂

𝑒(𝜂)𝜃(𝜉).

明所欲证.

根据命题 1.6.9,按边配对折叠 𝐷(𝑥0)给出对 Γ作用的商空间. 记 𝑦为 𝜂 ∈ 𝜕𝐷(𝑥0)在
商空间中的像,命题 1.6.13的左式可以理解为 𝑦周遭的角度和,对折进 𝑦的所有点 𝜉 作
加总;当 𝑒(𝜂) > 1时结果小于 2𝜋. 这就表明将椭圆点附近的双曲度量降到商空间上会遇
到一些麻烦;就度量几何的观点,也可以设想商空间在 𝑦处有个锥奇点. 关于椭圆点造
成的种种困难,我们以后还会碰上.



第 2章 案例研究

我们在第一章大致铺陈了模形式的基本定义和形式操作,却还没给出任何具体例
子. 这当然是一大缺憾. 本章有三重目的:

⋄ 具体地构造一些非平凡的模形式,赋理论以血肉;
⋄ 指出一些有趣的函数其实是模形式,当然,要由此萃取进一步信息就必须对模形式
有更深的掌握,从而要求更多的理论铺垫;

⋄ 介绍同余子群的 Eisenstein级数.
三者相互为用,阐明这点将是后续章节的任务. 本章亦将浏览 Γ与 𝜁 函数的基本性质.
相关计算往往极富巧思,工具则全然是经典的.

除了 §2.5和 §2.6,本章以级为 SL(2, ℤ)的模形式为主. 收录于 §§2.1—§§2.2的内容
可以视为背景知识,相关证明主要参考了 [62],读者也可以参照 [36,第 6章].

2.1 经典分析: 𝚪函数
模形式理论中处处出现 Γ函数,其解析理论属于经典分析学,见 [62].

定义 2.1.1 Euler的 Γ函数定义为

Γ(𝑠) ∶= ∫
∞

0
𝑡𝑠−1𝑒−𝑡 d𝑡, 𝑠 ∈ ℂ, Re(𝑠) > 0.

令 𝜎 > 0. 当参数 𝑠限制在区域 Re(𝑠) ≥ 𝜎 上时,
⋄ 被积函数对 (𝑠, 𝑡)连续,
⋄ |𝑡𝑠−1𝑒−𝑡| ≤ 𝑡𝜎−1𝑒−𝑡 而且右式在 ℝ>0 上可积,

故 Γ(𝑠)是右半平面上的全纯函数,根据分析学常识 (命题 A.3.3)可在积分号下求导. 此
外, Γ(1) = ∫∞

0 𝑒−𝑡 d𝑡 = 1.

约定 2.1.2 我们常将 𝑡𝑠−1 d𝑡写作 𝑡𝑠 d×𝑡,其中 d×𝑡 ∶= 𝑡−1 d𝑡;好处在于 ℝ>0 上的测度 d×𝑡
对任意伸缩变换 𝑡 ↦ 𝑎𝑡不变.
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命题 2.1.3 当 Re(𝑠) > 0时有 Γ(𝑠+1) = 𝑠Γ(𝑠). 特别地,对所有 𝑛 ∈ ℤ≥0皆有 Γ(𝑛+1) = 𝑛!.

证明 运用 𝑡𝑠𝑒−𝑡 d𝑡 = −𝑡𝑠 d𝑒−𝑡 作分部积分,收敛不成问题.

命题 2.1.3迭代给出

Γ(𝑠) = Γ(𝑠 + 𝑚)
(𝑠 + 𝑚 − 1) ⋯ (𝑠 + 1)𝑠 , 𝑚 ∈ ℤ≥0. (2.1.1)

左式本定义在 Re(𝑠) > 0上,然而右式定出 Re(𝑠) > −𝑚上的亚纯函数. 取 𝑚 = 1, 2, …便
给出 Γ在整个 ℂ上的亚纯延拓. 等式 Γ(𝑠 + 1) = 𝑠Γ(𝑠)随之自动延拓.

推论 2.1.4 函数 Γ可以延拓为 ℂ上的亚纯函数,满足 Γ(𝑠 + 1) = 𝑠Γ(𝑠).

延拓过程引出的极点只能是 𝑠 = 0, −1, −2, … , −𝑛, …. 因为 Γ(1) = 1,在 (2.1.1)中取

𝑚 = 𝑛 + 1可知 𝑠 = −𝑛是留数为 (−1)𝑛

𝑛! 的一阶极点.

引理 2.1.5 当 Re(𝑠) > 0时, Γ(𝑠)是下式在 𝑛 → +∞时的极限

𝑃𝑛(𝑠) ∶= ∫
𝑛

0 (1 − 𝑡
𝑛)

𝑛
𝑡𝑠−1 d𝑡

= 𝑛𝑠𝑛!
𝑠(𝑠 + 1) ⋯ (𝑠 + 𝑛) = 𝑛𝑠

𝑠 ⋅
𝑛

∏
𝑘=1

1
1 + 𝑠

𝑘
.

证明 置 𝜎 ∶= Re(𝑠) > 0. 从常识 1 − 𝑡
𝑛 ≤ 𝑒−𝑡/𝑛 可得

|(1 − 𝑡
𝑛)

𝑛
𝑡𝑠−1

| ≤ (1 − 𝑡
𝑛)

𝑛
𝑡𝜎−1 ≤ 𝑒−𝑡𝑡𝜎−1, 0 < 𝑡 ≤ 𝑛.

右式在 𝑡 ∈ ℝ>0 上可积,于是 Lebesgue控制收敛定理给出 lim𝑛→∞ 𝑃𝑛(𝑠) = Γ(𝑠). 接着改
写 𝑃𝑛(𝑠)为 𝑛𝑠 ∫1

0 (1 − 𝑥)𝑛𝑥𝑠−1 d𝑥,连续分部积分 𝑛次以消去 1 − 𝑥的幂次,过程中边界项
恒为 0,得到

𝑃𝑛(𝑠) = 𝑛𝑠𝑛! ⋅ (𝑠(𝑠 + 1) ⋯ (𝑠 + 𝑛))−1 = 𝑛𝑠

𝑠 ⋅
𝑛

∏
𝑘=1

1
1 + 𝑠

𝑘
.

此即第二式.

定理 2.1.6 (K. Weierstrass) 对任意 𝑠 ∈ ℂ,我们有

Γ(𝑠)−1 = 𝑠𝑒𝛾𝑠
∏
𝑘≥1

(1 + 𝑠
𝑘) 𝑒−𝑠/𝑘,

其中 𝛾 是 Euler常数. 右式是从 ℂ映到 ℂ ∖ {0}的全纯函数.
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证明 先确立无穷乘积的收敛性. 固定 𝑟 > 0并且设 |𝑠| ≤ 𝑟而 𝑘 ≥ 2𝑟. 这时

|𝑔𝑘(𝑠) ∶= log (1 + 𝑠
𝑘) − 𝑠

𝑘| =
|∑
𝑚≥1

(−1)𝑚 (𝑠/𝑘)𝑚+1

𝑚 + 1 |
≤ ∑

𝑚≥2
|
𝑠
𝑘 |

𝑚

= |𝑠|2

𝑘2 ⋅ ∑
𝑚≥0

|
𝑠
𝑘 |

𝑚
≤ 𝑟2

𝑘2 ⋅ (1 + 1
2 + 1

22 + ⋯) = 2𝑟2

𝑘2 .

因为∑𝑘
1

𝑘2 收敛,这就说明了在紧子集 {𝑠 ∈ ℂ ∶ |𝑠| ≤ 𝑟}上∑𝑘≥2𝑟 𝑔𝑘(𝑠)正规收敛. 此外

exp(𝑔𝑘) = (1 + 𝑠
𝑘 ) 𝑒−𝑠/𝑘. 根据一般理论 (见命题A.4.5),收敛无穷乘积∏𝑘≥1 (1 + 𝑠

𝑘 ) 𝑒−𝑠/𝑘

遂给出 ℂ上的全纯函数,在负整数处有一阶零点.

以下设 Re(𝑠) > 0. 改写引理 2.1.5中的 𝑃𝑛(𝑠)为

𝑃𝑛(𝑠) = 𝑛𝑠

𝑠 ⋅
𝑛

∏
𝑘=1

1
1 + 𝑠

𝑘

=
exp (𝑠(log 𝑛 − ∑𝑛

𝑘=1 𝑘−1))
𝑠 ⋅

𝑛

∏
𝑘=1

𝑒𝑠/𝑘

1 + 𝑠
𝑘

.

回忆到当 𝑛 → ∞时∑𝑛
𝑘=1

1
𝑘 = log 𝑛 + 𝛾 + 𝑜(1). 现对上式两边取倒数. 取极限 𝑛 → ∞,再

应用 Γ的亚纯延拓便能完成证明.

推论 2.1.7 亚纯函数 Γ在 ℂ上无零点,极点则在 𝑠 = 0, −1, −2, …. 每个 −𝑛 ∈ ℤ≤0 都是

单极点,留数为 (−1)𝑛

𝑛! .

证明 由定理 2.1.6立知 Γ无零点. 其余是 (2.1.1)之下的观察.

推论 2.1.8 我们有以下等式

Γ(𝑠)Γ(−𝑠) = −𝜋
𝑠 sin(𝜋𝑠) ,

Γ(𝑠)Γ(1 − 𝑠) = 𝜋
sin(𝜋𝑠) .

证明 由定理 2.1.6及无穷乘积的操作可得 Γ(𝑠)Γ(−𝑠) = −𝑠−2 ∏∞
𝑛=1 (1 − 𝑠2

𝑛2 )
−1

. 一个经

典的结果 [62, §1.7 (3)]是∏∞
𝑛=1 (1 − 𝑠2

𝑛2 ) = sin(𝜋𝑠)
𝜋𝑠 ,由是得到第一条断言. 命题 2.1.3给出

Γ(1 − 𝑠) = −𝑠Γ(−𝑠),由是得到第二条断言.

练习 2.1.9 推导 Γ (
1
2 ) = √𝜋. 由此确定 Γ在半整数上的取值.
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定理 2.1.10 (乘积公式) 对任意正整数 𝑚,我们有

𝑚−1

∏
𝑘=0

Γ (𝑠 + 𝑘
𝑚) = (2𝜋)

𝑚−1
2 𝑚

1
2 −𝑚𝑠Γ(𝑚𝑠).

证明 兹考察

𝐶(𝑠) ∶= 𝑚𝑚𝑠−1Γ(𝑚𝑠)−1
𝑚−1

∏
𝑘=0

Γ (𝑠 + 𝑘
𝑚) .

在适当的收敛范围内以引理 2.1.5中的 𝑃𝑛 (𝑠 + 𝑘
𝑚 )代替 Γ (𝑠 + 𝑘

𝑚 ),并以 𝑃𝑚𝑛+𝑚−1(𝑚𝑠)代
替 Γ(𝑚𝑠),如是则有

𝑚−1

∏
𝑘=0

𝑃𝑛 (𝑠 + 𝑘
𝑚) =

𝑚−1

∏
𝑘=0

𝑛𝑠+ 𝑘
𝑚 𝑛!

(𝑠 + 𝑘
𝑚 ) ⋯ (𝑠 + 𝑘

𝑚 + 𝑛)
= 𝑛𝑚𝑠𝑛

𝑚−1
2 (𝑛!)𝑚

∏
0≤𝑡<𝑛+1

𝑚𝑡∈ℤ

(𝑠 + 𝑡)
,

𝑃𝑚𝑛+𝑚−1(𝑚𝑠) = (𝑚𝑛 + 𝑚 − 1)𝑚𝑠(𝑚𝑛 + 𝑚 − 1)!
𝑚𝑠(𝑚𝑠 + 1) ⋯ (𝑚𝑠 + 𝑚𝑛 + 𝑚 − 1)

= (𝑛𝑚)𝑚𝑠(𝑚𝑛 + 𝑚 − 1)!
𝑚𝑚𝑛+𝑚

∏
0≤𝑡<𝑛+1

𝑚𝑡∈ℤ

(𝑠 + 𝑡)
⋅ (1 + 1

𝑛 − 1
𝑚𝑛)

𝑚𝑠
.

记 𝐶𝑛(𝑠) ∶= 𝑚𝑚𝑠−1𝑃𝑛𝑚+𝑚−1(𝑚𝑠)−1 ∏𝑚−1
𝑘=0 𝑃𝑛 (𝑠 + 𝑘

𝑚 ). 于是 lim𝑛→∞ 𝐶𝑛(𝑠) = 𝐶(𝑠),而且细察
以上公式可见 𝐶(𝑠)与 𝑠无关. 代入 𝑠 = 1

𝑚 得

𝐶(𝑠) = 𝐶 (
1
𝑚) =

𝑚−1

∏
𝑘=1

Γ (
𝑘
𝑚) =

𝑚−1

∏
𝑘=1

Γ (1 − 𝑘
𝑚) > 0.

应用推论 2.1.8可知 𝐶(𝑠)2 = 𝜋𝑚−1 ∏𝑚−1
𝑘=1 sin(𝑘𝜋/𝑚)−1. 读者应该知悉这类连乘积如何求

值: 其正平方根是 𝐶(𝑠) = √(2𝜋)𝑚−1/𝑚. 这和原断言相等价.

2.2 Riemann 𝜻 函数初探

定义 2.2.1 Riemann 𝜁 函数定义为

𝜁(𝑠) =
∞

∑
𝑛=1

1
𝑛𝑠 , Re(𝑠) > 1.
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由于 |𝑛−𝑠| = 𝑛− Re(𝑠),只要 𝜎 > 1则级数在子集 {𝑠 ∈ ℂ ∶ Re(𝑠) ≥ 𝜎}上正规收敛,因而它
给出 {𝑠 ∈ ℂ ∶ Re(𝑠) > 1}上的全纯函数 (见命题 A.3.4). 此外 𝜁(𝑠)在收敛区域里有称为
Euler乘积的无穷乘积展开,参照定理 A.4.6:

𝜁(𝑠) = ∏
𝑝∶素数

(1 − 𝑝−𝑠)−1. (2.2.1)

收敛无穷乘积非零,故 Re(𝑠) > 1 ⟹ 𝜁(𝑠) ≠ 0.

下面着手导出 𝜁 的亚纯延拓. 此处追随 Riemann的第一种证明,其优点之一在于方
便求出 𝜁 在负整数的取值. 我们在 §7.2还会从Meillin变换的角度理解 𝜁 函数.

设 Re(𝑠) > 1. 沿用 §2.1的符号,在 Γ(𝑠) = ∫∞
0 𝑒−𝑡𝑡𝑠 d×𝑡中作伸缩 𝑡 𝑛𝑡,可得

Γ(𝑠)𝑛−𝑠 = ∫
∞

0
𝑒−𝑛𝑡𝑡𝑠 d×𝑡.

对 𝑛 = 1, 2, …求和,得到

Γ(𝑠)𝜁(𝑠) =
∞

∑
𝑛=1 ∫

∞

0
𝑒−𝑛𝑡𝑡𝑠 d×𝑡 = ∫

∞

0

𝑒−𝑡𝑡𝑠

1 − 𝑒−𝑡 d×𝑡 = ∫
∞

0

𝑡𝑠−1

𝑒𝑡 − 1 d𝑡,

请读者检查这里确实能交换∑与 ∫. 以下在 ℂ ∖ ℝ≤0上取值在 [−𝜋, 𝜋]的辐角函数,取定
充分小的 𝜖 > 0,并考察

(−𝑡)𝑠−1

𝑒𝑡 − 1 d𝑡

在复平面上沿以下围道的积分,记为 𝐼(𝑠).

+∞
|𝑡| = 𝜖

0

两条平行线应理解为 “无穷接近于实轴”,而 𝑡 ↦ (−𝑡)𝑠−1 = exp ((𝑠 − 1)(log |𝑡| + 𝑖 arg(−𝑡)))
在围道及其外部有一致的定义;更干净的说法则是在 ℂ× 的泛复叠空间 ℂ̃× 上作道路积
分,这是一个 Riemann曲面,沿实轴的两段积分道路放在 ℂ̃× 上是错开的. 此围道称为
Hankel围道.

接着探讨 𝐼(𝑠)和 𝜖的关系: 设 0 < 𝜖′ < 𝜖,应用 Cauchy积分公式于以下区域
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开口 “无穷小”,或在 ℂ̃× 中错开

|𝑧| = 𝜖

|𝑧| = 𝜖′

或者说应用于泛复叠空间 ℂ̃× 中的适当区域,可见 𝐼(𝑠)与 𝜖无关.

引理 2.2.2 当 𝑠限制在 ℂ的紧子集上时,围道积分 𝐼(𝑠)正规收敛,而且被积函数对 (𝑡, 𝑠)
连续,对 𝑠全纯; 𝑠 ↦ 𝐼(𝑠)是 ℂ上的全纯函数.

证明 设 𝐾 为 ℂ的紧子集. 对于 𝑠 ∈ 𝐾 ,将围道积分分解为

𝐼(𝑠) = ∫1←∞
+ ∫𝜖←1

+ ∮|𝑧|=𝜖
+ ∫𝜖→1

+ ∫1→∞
.

被积函数 (−𝑡)𝑠−1

𝑒𝑡−1 在围道上显然对 (𝑡, 𝑠)连续,并且对 𝑠全纯. 于是积分 ∮|𝑧|=𝜖 , ∫𝜖→1和 ∫𝜖←1
正规收敛: 诚然,被积函数对 𝑠 ∈ 𝐾 一致有界,而积分区域紧致. 对于 [1, ∞]上的两个积
分,取 𝜎 ∈ ℝ使得 𝐾 ⊂ {𝑠 ∶ Re(𝑠) ≤ 𝜎},则我们有

|
(−𝑡)𝑠−1

𝑒𝑡 − 1 | ≤ |𝑡|𝜎−1

𝑒𝑡 − 1;

右式在 [1, ∞]上可积,故 ∫1→∞ 和 ∫1←∞ 也正规收敛.

根据一般理论 (命题 A.3.3配合引理 A.3.2),被积函数的连续性和正规收敛性确保
𝐼(𝑠)是 𝑠的全纯函数.

随着 𝑡从正实轴上某点出发,再沿圆弧绕回原处, −𝑡的幅角从 −𝜋 变到 𝜋,故 (−𝑡)𝑠−1

从 𝑒−𝑖𝜋(𝑠−1)𝑡𝑠−1 变为 𝑒𝑖𝜋(𝑠−1)𝑡𝑠−1. 于是

𝐼(𝑠) = ∫|𝑡|=𝜖

(−𝑡)𝑠−1

𝑒𝑡 − 1 d𝑡 + (𝑒𝜋𝑖(𝑠−1) − 𝑒−𝜋𝑖(𝑠−1)) ∫
∞

𝜖

𝑡𝑠−1

𝑒𝑡 − 1 d𝑡.

= ∫|𝑡|=𝜖

(−𝑡)𝑠−1

𝑒𝑡 − 1 d𝑡 − 2𝑖 sin(𝜋𝑠) ∫
∞

𝜖

𝑡𝑠−1

𝑒𝑡 − 1 d𝑡.

因为 𝑒𝑡 = 1 + 𝑡 + 𝑜(𝑡),容易验证在 |𝑡| = 𝜖 上有 |
(−𝑡)𝑠−1

𝑒𝑡−1 | ≪ 𝜖Re(𝑠)−2. 当 Re(𝑠) > 1时,由此
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知 lim
𝜖→0 ∫|𝑡|=𝜖

⋯ = 0. 综之,

𝐼(𝑠) = −2𝑖 sin(𝜋𝑠) ∫
∞

0

𝑡𝑠−1

𝑒𝑡 − 1 d𝑡 = −2𝑖 sin(𝜋𝑠)Γ(𝑠)𝜁(𝑠),

或者用推论 2.1.8进一步改写

𝜁(𝑠) = Γ(𝑠)−1𝐼(𝑠)
−2𝑖 sin(𝜋𝑠) = −1

2𝜋𝑖 ⋅ Γ(1 − 𝑠)𝐼(𝑠), Re(𝑠) > 1. (2.2.2)

定理 2.2.3 函数 𝜁 可以延拓为 ℂ上的亚纯函数. 它唯一的极点在 𝑠 = 1,为留数 1的单
极点.

证明 引理 2.2.2蕴涵 𝐼(𝑠)全纯,故推论 2.1.7蕴涵 (2.2.2)右式有亚纯延拓,其极点只能
在 𝑠 = 1, 2, …,然而 Re(𝑠) > 1时 𝜁(𝑠)全纯,唯一可能极点是 𝑠 = 1. 定义 𝐼(1)的围道积分
简化为

𝐼(1) = ∫|𝑡|=𝜖
(𝑒𝑡 − 1)−1 d𝑡 = 2𝜋𝑖 ⋅ Res𝑡=0

1
𝑒𝑡 − 1 = 2𝜋𝑖,

而 Res𝑠=1 Γ(1 − 𝑠) = −1,故 Res𝑠=1 𝜁(𝑠) = 1.

定义 2.2.4 Bernoulli多项式 𝐵𝑛(𝑋) ∈ ℚ[𝑋]由生成函数

𝑡𝑒𝑡𝑋

𝑒𝑡 − 1 = ∑
𝑛≥0

𝐵𝑛(𝑋) ⋅ 𝑡𝑛

𝑛! ∈ ℚ[𝑋]J𝑡K
确定. 称 𝐵𝑛 ∶= 𝐵𝑛(0)为第 𝑛个 Bernoulli数.

利用 𝑡𝑒𝑡𝑋 = (𝑒𝑡 − 1) ∑𝑛 𝐵𝑛(𝑋) 𝑡𝑛

𝑛! 容易递归地计算 𝐵𝑛(𝑋),例如 𝐵0(𝑋) = 1, 𝐵1(𝑋) = 𝑋 − 1
2 .

下表是头几个 Bernoulli数.

𝑛 0 1 2 4 6 8 10 12

𝐵𝑛 1 − 1
2

1
6 − 1

30
1
42 − 1

30
5

66
−691
2730

(2.2.3)

练习 2.2.5 证明 𝐵1 = − 1
2 ,而 𝐵3 = 𝐵5 = ⋯ = 0. 证明当 𝑛 > 1时 𝐵𝑛(0) = 𝐵𝑛(1).

提示 𝑡
2 + 𝑡

𝑒𝑡−1 是偶函数.

推论 2.2.6 对所有 𝑛 ∈ ℤ≥0 都有 𝜁(−𝑛) = (−1)𝑛 𝐵𝑛+1
𝑛 + 1 .
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证明 取 𝜖 ≪ 1. 展开 (𝑒𝑡 − 1)−1 为∑𝑚 𝐵𝑚𝑡𝑚−1/𝑚!,代入

𝐼(−𝑛) = ∮|𝑡|=𝜖
(−𝑡)−𝑛−1(𝑒𝑡 − 1)−1 d𝑡 = (−1)𝑛+1

∑
𝑚≥0

𝐵𝑚
𝑚! ∮|𝑡|=𝜖

𝑡𝑚−𝑛−2 d𝑡.

被积函数现在是 ℂ上的亚纯函数,用 Cauchy积分公式计算可知仅有第 𝑚 = 𝑛 + 1项非
零,给出 (−1)𝑛+12𝜋𝑖 ⋅ 𝐵𝑛+1

(𝑛+1)! . 再代入 (2.2.2)并回忆到 Γ(1 + 𝑛) = 𝑛!即可.

定理 2.2.7 (函数方程) 我们有

𝜁(𝑠) = 2𝑠𝜋𝑠−1 sin (
𝑠𝜋
2 ) Γ(1 − 𝑠)𝜁(1 − 𝑠);

定义 Λ(𝑠) ∶= 𝜋−𝑠/2Γ (
𝑠
2 ) 𝜁(𝑠),则 Λ(𝑠) = Λ(1 − 𝑠).

证明 首先扩大先前的 Hankel 围道, 确切地说将圆弧部分半径从 0 < 𝜖 < 1 扩为
(2𝑘+1)𝜋, 𝑘 ∈ ℤ≥0,相应的围道积分记为 𝐼𝑘(𝑠),图示如下 (外圈定义 𝐼𝑘(𝑠),内圈定义 𝐼(𝑠)).

+∞|𝑡| = (2𝑘 + 1)𝜋

那么 (𝑒𝑡 − 1)−1(−𝑡)𝑠−1 d𝑡在新旧两条围道之间的极点是 {2𝜋𝑖𝑛 ∶ 𝑛 ∈ ℤ, 0 < |𝑛| ≤ 𝑘},当
𝑛 ≥ 1时与 𝑡 = ±2𝜋𝑖𝑛相应的留数记为 𝑅±𝑛. 不难计算

𝑅±𝑛 ∶= (2𝑛𝜋)𝑠−1𝑒∓ 𝜋𝑖
2 (𝑠−1), 𝑅𝑛 + 𝑅−𝑛 = (2𝑛𝜋)𝑠−12 sin (

𝑠𝜋
2 ) .

今起固定 Re(𝑠) < 0. 容易看出当 𝑘 → +∞时 𝐼𝑘(𝑠) → 0. 应用留数定理推出

𝐼(𝑠) = lim
𝑘→∞

(𝐼(𝑠) − 𝐼𝑘(𝑠)) = 2𝜋𝑖 ∑
𝑛≠0

𝑅𝑛

= 2𝜋𝑖 ⋅ 2 sin (
𝑠𝜋
2 )

∞

∑
𝑛=1

(2𝑛𝜋)𝑠−1 = (2𝜋)𝑠2𝑖 sin (
𝑠𝜋
2 ) 𝜁(1 − 𝑠).

左式也等于 −2𝜋𝑖Γ(1 − 𝑠)−1𝜁(𝑠). 这就得出第一部分. 应用定理 2.1.10可得第二部分.

推论 2.2.8 函数 𝜁(𝑠)当 Re(𝑠) > 1时无零点,当 Re(𝑠) < 0时的零点是 𝑠 = −2, −4, −6, …,
称为 𝜁 的平凡零点.

证明 从 (2.2.1)立得第一部分,由推论 2.1.7搭配定理 2.2.7立得第二部分.
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著名的 Riemann假设断言 𝜁 的非平凡零点全位于对称轴 Re(𝑠) = 1
2 上.

推论 2.2.9 对一切正整数 𝑛皆有 𝜁(2𝑛) = (−1)𝑛−1𝐵2𝑛 ⋅ (2𝜋)2𝑛

2(2𝑛)! .

证明 推论 2.2.6给出 𝜁(1 − 2𝑛) = −𝐵2𝑛
2𝑛 . 代入函数方程来计算 𝜁(2𝑛): 易见 Γ(1 − 𝑠)在

𝑠 = 2𝑛处有留数为 1/(2𝑛 − 1)!的单极点 (推论 2.1.7),而 sin (
𝜋𝑠
2 )在 𝑠 = 2𝑛处为零,其导

数值为 𝜋
2 cos(𝑛𝜋) = (−1)𝑛 𝜋

2 . 综之,

𝜁(2𝑛) = 22𝑛𝜋2𝑛−1 ⋅ (−1)𝑛 ⋅ 𝜋
2 ⋅ 1

(2𝑛 − 1)! ⋅ −𝐵2𝑛
2𝑛 ,

整理后即欲证公式.

因为 𝜋 是超越数,由推论 2.2.9知 𝜁(2), 𝜁(4), …也是超越数. 迄今对 𝜁 在正奇数的取
值所知尚少,一个经典的结果 (Apéry, 1978)是 𝜁(3)是无理数;现在我们知道 𝜁(2𝑛 + 1)中
包含无穷多个无理数 (Rivol, 2000),而 𝜁(5), 𝜁(7), 𝜁(9), 𝜁(11)中必有一个无理数 (Zudilin,
2001);超越性仍属未知.

注记 2.2.10 可以进一步定义 Hurwitz 𝜁 函数 (参看 [62, §3.15])为

𝜁(𝑠, 𝑎) ∶=
∞

∑
𝑛=0

1
(𝑛 + 𝑎)𝑠 , Re(𝑠) > 0, 𝑎 > 0.

基于和 𝜁 相同的论证,上式定义了 Re(𝑠) > 1上的全纯函数,并且 𝜁(𝑠) = 𝜁(𝑠, 1). 照搬之
前证明亚纯延拓的技巧,可得

Γ(𝑠)𝜁(𝑠, 𝑎) =
∞

∑
𝑛=0 ∫

∞

0
𝑒−(𝑛+𝑎)𝑡𝑡𝑠 d×𝑡 = ∫

∞

0

𝑡𝑠−1𝑒−𝑎𝑡

1 − 𝑒−𝑡 d𝑡.

在同样的 Hankel围道上考虑 (−𝑡)𝑠−1𝑒−𝑎𝑡

1−𝑒−𝑡 d𝑡,便能将 𝜁(𝑠, 𝑎)延拓到所有 𝑠 ∈ ℂ上. 定理 2.2.7
的技巧能用以证明 Hurwitz函数方程

𝜁(𝑠, 𝑎) = Γ(1 − 𝑠) ∑
𝑛∈ℤ
𝑛≠0

𝑒2𝜋𝑖𝑛𝑎

(2𝜋𝑖𝑛)1−𝑠 , Re(𝑠) < 0;

回忆到这里须取 (2𝜋𝑖𝑛)1−𝑠 = exp ((1 − 𝑠) log(2𝜋𝑖𝑛)),其中 log的幅角取值在 [−𝜋, 𝜋]. 推论
2.2.6中的技巧给出

𝜁(−𝑛, 𝑎) = −
𝐵𝑛+1(𝑎)

𝑛 + 1 , 𝑛 ∈ ℤ≥0.

此处 𝐵𝑛+1(𝑋)是定义 2.2.4中的 Bernoulli多项式. 详细论证留给有兴致的读者,或见前
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述文献.

练习 2.2.11 直接验证 𝜁(−𝑛, 𝑎)的公式在 𝑎 = 1时给出推论 2.2.6.

2.3 Eisenstein级数: 𝚪 = 𝐒𝐋(2,ℤ)情形
目光转回定义 1.5.8的模形式. 为了构造满足 𝑗(𝛾, 𝜏)−𝑘𝑓(𝛾𝜏) = 𝑓(𝜏)的全纯函数,我

们先换个角度看自守因子 𝑗(𝛾, 𝜏) = 𝑐𝜏 + 𝑑. 它只涉及 𝛾 的第二行. 为得到内禀的描述,以
下将 ℝ2 的元素视同行向量. 我们有

⋄ GL(2, ℝ)在 ℝ2 ∖ {(0, 0)}上的矩阵右乘作用,显然可递;
⋄ ℝ× 在 ℝ2 ∖ {(0, 0)}上的伸缩作用,今后写作左乘.

如固定
𝑣 ∶= (0, 1) ∈ ℤ2,

则 𝑣𝛾 恰是 𝛾 的第二行 (𝑐, 𝑑),而

StabGL(2)(𝑣) =
⎛
⎜
⎜
⎜
⎝

∗ ∗

1

⎞
⎟
⎟
⎟
⎠

=∶ 𝑀, SL(2) ∩ 𝑀 =
⎛
⎜
⎜
⎜
⎝

1 ∗

1

⎞
⎟
⎟
⎟
⎠

.

因此𝑀\ GL(2, ℝ) ∼→ ℝ2 ∖ {(0, 0)}. 群𝑀 称为 GL(2)的奇迹子群,顾名思义它在 GL(2)的
表示论中妙用无穷. 定义

𝐽(⋅; 𝜏) ∶ ℝ2 ∖ {(0, 0)} ⟶ ℂ
𝐽(𝑐, 𝑑; 𝜏) = 𝑐𝜏 + 𝑑,

于是 𝑗(𝛾, 𝜏) = 𝐽(𝑣𝛾, 𝜏). 此外对所有 𝑡 ∈ ℝ× 皆有 𝐽(𝑡𝑥, 𝜏) = 𝑡𝐽(𝑥, 𝜏).
模群 SL(2, ℤ)相应地在 ℤ2 ∖ {(0, 0)}上右作用,其轨道也容易描述.

引理 2.3.1 设 (𝑥, 𝑦), (𝑥′, 𝑦′) ∈ ℤ2 ∖ {(0, 0)},则它们属于相同 SL(2, ℤ)轨道的充要条件是
gcd(𝑥, 𝑦) = gcd(𝑥′, 𝑦′).

证明 必要性说明如下. 设存在 ( 𝑎 𝑏
𝑐 𝑑 ) ∈ SL(2, ℤ) 使得 𝑥′ = 𝑎𝑥 + 𝑐𝑦, 𝑦′ = 𝑏𝑥 + 𝑑𝑦,

显然有 ℤ𝑥′ + ℤ𝑦′ ⊂ ℤ𝑥 + ℤ𝑦, 故 gcd(𝑥, 𝑦) ∣ gcd(𝑥′, 𝑦′). 对称性导致反向也整除, 故
gcd(𝑥, 𝑦) = gcd(𝑥′, 𝑦′).

至于充分性, 不失一般性假设 𝑥, 𝑦 互素, 证 (𝑥, 𝑦) 和 (0, 1) 在同一轨道即可. 取
𝑎, 𝑏 ∈ ℤ使得 𝑎𝑦 − 𝑏𝑥 = 1,再取 𝛾 = ( 𝑎 𝑏

𝑥 𝑦 ) ∈ SL(2, ℤ).

选定同余子群 Γ和 𝑥 = 𝑣𝛾 ∈ ℝ2 ∖ {(0, 0)}. 虽然 𝜏 ↦ 𝐽(𝑥; 𝜏)−𝑘 并非模形式, 但从
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𝑗(𝛾𝛾′, 𝜏) = 𝑗(𝛾, 𝛾′𝜏)𝑗(𝛾′, 𝜏)可以推出

𝐽(𝑥; 𝛾′𝜏)−𝑘 = 𝑗(𝛾, 𝛾′𝜏)−𝑘 = 𝑗(𝛾𝛾′, 𝜏)−𝑘𝑗(𝛾′, 𝜏)𝑘

= 𝐽(𝑥𝛾′; 𝜏)−𝑘𝑗(𝛾′, 𝜏)𝑘.

除了 𝑥被代为 𝑥𝛾′,其余都满足对 𝛾′ ∈ SL(2, ℤ)作用的不变性. 这就启发我们对 𝐽(𝑥; 𝜏)−𝑘

在 𝑥的右 Γ-轨道上求和来获取不变性. 如果 𝑥 = 𝑣 ∶= (0, 1),轨道可等同于 Γ ∩ 𝑀\Γ而
𝐽(𝑣𝛾; 𝜏) = 𝑗(𝛾, 𝜏). 困难在于这些轨道总是无穷集.

本节先考察 Γ = SL(2, ℤ)的情形. 定义

ℤ2
prim ∶= {(𝑥, 𝑦) ∈ ℤ2 ∖ {(0, 0)} ∶ gcd(𝑥, 𝑦) = 1} . (2.3.1)

引理 2.3.1表明 SL(2, ℤ)按矩阵右乘在 ℤ2
prim上可递地右作用,而且 𝛾 ↦ 𝑣𝛾 给出双射

SL(2, ℤ) ∩ 𝑀\ SL(2, ℤ) 1∶1 ℤ2
prim.

取定权 𝑘 ∈ 2ℤ. 按以上思路定义 Eisenstein级数

𝐸𝑘(𝜏) ∶= 1
2 ∑

𝛾∈SL(2,ℤ)∩𝑀\ SL(2,ℤ)
𝑗(𝛾, 𝜏)−𝑘 = 1

2 ∑
(𝑐,𝑑)∈ℤ2

prim

(𝑐𝜏 + 𝑑)−𝑘.

显然的问题是

⋄ 证明级数在紧集上正规收敛,而 𝐸𝑘(𝜏)全纯,相关概念可见 §A.3;
⋄ 证明对每个 𝛾 ∈ SL(2, ℤ)都有 𝐸𝑘 |𝑘 𝛾 = 𝐸𝑘;
⋄ 计算其在∞处的 Fourier系数并说明 𝐸𝑘 ∈ 𝑀𝑘(SL(2, ℤ)).

为了便利于今后的论证,兹引进另一种 Eisenstein级数

𝐺𝑘(𝜏) ∶= ∑
′

(𝑐,𝑑)∈ℤ2
(𝑐𝜏 + 𝑑)−𝑘,

此处以 ∑
′
表示求和中略去 (𝑐, 𝑑) = (0, 0). 且从收敛性入手. 先将 𝜏 限制在 ℋ 的一

个紧子集 𝐾 中, 当 (𝑐, 𝑑) → ∞时 |𝑐𝜏 + 𝑑| ∼ √𝑐2 + 𝑑2, 相关的估计仅依赖 𝐾 . 根据积
分审敛法, ∑

′
(𝑐,𝑑)(𝑐

2 + 𝑑2)−𝑘/2 收敛当且仅当 ∫𝑥∈ℝ2

|𝑥|≥1
|𝑥|−𝑘 d𝑥 收敛, 后者用极坐标化为

2𝜋 ∫∞
1 𝑟−𝑘+1 d𝑟. 综之,对 𝜏 ∈ 𝐾 的正规收敛性等价于 𝑘 > 2. 这时根据分析学的常识,定

义 𝐸𝑘, 𝐺𝑘的级数可以任意重排,它们是 𝜏 ∈ ℋ 的全纯函数,而且可在求和号下对 𝜏 求导
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(见命题 A.3.4). 其次,观察到

𝐺𝑘(𝜏) =
∞

∑
𝑛=1

𝑛−𝑘
∑

(𝑐,𝑑)∈ℤ2
prim

(𝑐𝜏 + 𝑑)−𝑘

= 2𝜁(𝑘)𝐸𝑘(𝜏).

所以 SL(2, ℤ)-不变性与 Fourier展开可以在 𝐺𝑘 和 𝐸𝑘 中择一验证. 以下说明 𝐸𝑘 的不变
性. 设 𝛾, 𝛾′ ∈ SL(2, ℤ),引理 1.5.2表明

𝑗(𝛾, 𝛾′𝜏)−𝑘 = 𝑗(𝛾𝛾′, 𝜏)−𝑘𝑗(𝛾′, 𝜏)𝑘.

因为 𝛾 ↦ 𝛾𝛾′给出 SL(2, ℤ) ∩ 𝑀\ SL(2, ℤ)到自身的双射,或者说 (𝑐, 𝑑) ↦ (𝑐, 𝑑)𝛾′是ℤ2
prim

的重排,我们于焉确认了

(𝐸𝑘 |𝑘 𝛾′)(𝜏) = 𝑗(𝛾′, 𝜏)−𝑘𝐸𝑘(𝛾′𝜏) = 𝐸𝑘(𝜏), 𝛾′ ∈ SL(2, ℤ), 𝜏 ∈ ℋ .

可以用初等方法检验 𝐸𝑘在∞处全纯,见稍后定理 2.5.8的证明,但这里直接切换到
𝐺𝑘 作 Fourier展开更为方便. 将 ∑

′
(𝑐,𝑑)∈ℤ2 按 𝑐分组. 满足 𝑐 = 0的项贡献出

∑
𝑑≠0

𝑑−𝑘 = 2𝜁(𝑘).

当 𝑐 ≠ 0时,因为 𝑘是偶数, ±𝑐的贡献相同 (若 𝑘为奇数则相消);无妨设 𝑐 ≥ 1,其贡献为

∑
𝑑∈ℤ

(𝑐𝜏 + 𝑑)−𝑘,

我们需要以下引理来处理这个和.

引理 2.3.2 设 𝜏 ∈ ℋ 而 𝑘 ∈ ℤ≥2,置 𝑞 ∶= 𝑒2𝜋𝑖𝜏 ,则

∑
𝑛∈ℤ

1
(𝑛 − 𝜏)𝑘 = (2𝜋𝑖)𝑘

(𝑘 − 1)!

∞

∑
𝑛=1

𝑛𝑘−1𝑞𝑛.

证明 考虑定义在 ℝ上的复值函数 𝑓(𝑥) = (𝑥 − 𝜏)−𝑘. 其 Fourier (逆)变换为

̌𝑓 (𝜉) = ∫ℝ
𝑓(𝑥)𝑒2𝜋𝑖𝑥𝜉 d𝑥, 𝜉 ∈ ℝ.
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被积函数显然地延拓为 𝑥 ∈ ℂ的亚纯函数,它唯一的极点是 𝑥 = 𝜏,并且满足于

|𝑓 (𝑥)𝑒2𝜋𝑖𝑥𝜉| = 𝑒−2𝜋 Im(𝑥)𝜉 |𝑥 − 𝜏|−𝑘 .

分两种情形讨论.
1. 若 𝜉 > 0,将积分路径在复平面上往上平移. 易见当 𝑦 → +∞时,在 𝑖𝑦 + ℝ上的积分
收敛且趋近于 0. 平移途中碰到的唯一极点在 𝑥 = 𝜏 处,而 𝑒2𝜋𝑖𝑥𝜉 在该处的 Taylor
展式第 𝑘 − 1次项系数是 (2𝜋𝑖𝜉)𝑘−1𝑒2𝜋𝑖𝜉𝜏 /(𝑘 − 1)!.

2. 若 𝜉 < 0,改将积分路径下移,同理,当 𝑦 → −∞时积分趋近于 0,途中无极点.
留数定理遂给出

̌𝑓 (𝜉) =
⎧⎪
⎨
⎪⎩

(2𝜋𝑖)𝑘

(𝑘−1)! 𝜉𝑘−1𝑒2𝜋𝑖𝜉𝜏 , 𝜉 > 0
0, 𝜉 < 0.

然而 𝑓 ∈ 𝐿1(ℝ)蕴涵 ̌𝑓 连续 (引理 A.5.1),故 ̌𝑓 (0) = 0. 观察到 ̌𝑓 按指数衰减, Poisson求
和公式∑𝜉∈ℤ 𝑓(𝜉) = ∑𝜉∈ℤ ̌𝑓 (𝜉) (定理 A.5.4)对之成立,由之即刻导出欲证的断言.

继续关于 𝐺𝑘 的讨论. 根据引理 2.3.2,给定的 𝑐 ≥ 1连同 −𝑐贡献了

2 ⋅ (2𝜋𝑖)𝑘

(𝑘 − 1)!

∞

∑
𝑚=1

𝑚𝑘−1𝑞𝑚𝑐 .

为了整理上式对所有 𝑐 ≥ 1的和,引入除数和如下.

定义 2.3.3 对任意 𝑛 ∈ ℤ≥1 和 𝑟 ≥ 0,置

𝜎𝑟(𝑛) ∶= ∑
𝑑∣𝑛

𝑑𝑟.

极粗糙的估计是 𝜎𝑟(𝑛) ≤ 𝑛𝑟+1. 另一方面, 𝑘 ∈ 2ℤ≥1 故推论 2.2.9给出

𝜁(𝑘) = 𝑖𝑘−2𝐵𝑘 ⋅ (2𝜋)𝑘

2 ⋅ 𝑘! = −𝐵𝑘
2𝑘 ⋅ (2𝜋𝑖)𝑘

(𝑘 − 1)! .

我们总结出当 𝑘 ∈ 2ℤ≥1 时, 𝐺𝑘 的 Fourier展开为

𝐺𝑘(𝜏) = 2𝜁(𝑘) + 2 ⋅ (2𝜋𝑖)𝑘

(𝑘 − 1)!

∞

∑
𝑛=1

𝜎𝑘−1(𝑛)𝑞𝑛

= 2(2𝜋𝑖)𝑘

(𝑘 − 1)! (
−𝐵𝑘

2𝑘 +
∞

∑
𝑛=1

𝜎𝑘−1(𝑛)𝑞𝑛
)

;
(2.3.2)

由于 |𝑞| < 1 而 𝜎𝑘−1(𝑛) 对 𝑛 至多呈多项式增长, ∑∞
𝑛=1 𝜎𝑘−1(𝑛)𝑞𝑛 收敛无虞. 又因为



60 第 2章 案例研究

𝐺𝑘 = 2𝜁(𝑘)𝐸𝑘,从 (2.3.2)亦见

𝐸𝑘(𝜏) = 1 + 2𝑘
−𝐵𝑘

∞

∑
𝑛=1

𝜎𝑘−1(𝑛)𝑞𝑛. (2.3.3)

若在以上推导中取 𝑘为奇数,那么 𝐺𝑘 和 𝐸𝑘 的级数皆消为零. 一切总结如下.

定理 2.3.4 设 𝑘 > 2 为偶数. 函数 𝐸𝑘 和 𝐺𝑘 = 2𝜁(𝑘)𝐸𝑘 都是 𝑀𝑘(SL(2, ℤ)) 的非零
元, 它们在 ∞ 处的 Fourier 展开分别由 (2.3.3) 和 (2.3.2) 给出. 特别地, 𝐸𝑘 的常数项
Const∞(𝐸𝑘) = 1 (回忆定义–命题 1.5.9).

注记 2.3.5 在计算∑𝑐∈ℤ ∑𝑑≠0(𝑐𝜏 + 𝑑)−𝑘的 Fourier展开时,实际只需要 𝑘 ≥ 2,并且视作
迭代级数∑𝑐∈ℤ (∑𝑑≠0(𝑐𝜏 + 𝑑)−𝑘)来处理. 我们探讨 𝐺2 时将回到这点观察.

约定 2.3.6 对于某些应用,更方便的版本将是

𝒢𝑘(𝜏) ∶= (𝑘 − 1)!
2(2𝜋𝑖)𝑘 𝐺𝑘(𝜏);

它的第 𝑛 ≥ 1项系数恰是 𝜎𝑘−1(𝑛).

2.4 𝑬2, 𝜼, 𝚫与 𝒋函数
仍考虑模群 SL(2, ℤ)的情形. 先前均要求偶数 𝑘 > 2以确保级数收敛性;之后的定

理 4.4.2将说明 𝑘 < 0或 𝑘 = 2时𝑀𝑘(SL(2, ℤ))) = {0}. 对于 𝑘 = 2的情形,类似的构造
将给出一些不完全符合模形式定义,但依然有趣而且有用的函数.

我们从一条著名的公式起步.

引理 2.4.1 对所有 𝑠 ∈ ℂ ∖ ℤ都有

1
𝑠 +

∞

∑
𝑛=1

(
1

𝑠 − 𝑛 + 1
𝑠 + 𝑛) = 𝜋 cot(𝜋𝑠).

当 𝑠限制在紧子集上,该级数正规收敛.

证明 回忆先前引用过的公式 [62, §1.7 (3)]: sin(𝜋𝑠)
𝜋𝑠 = ∏∞

𝑛=1 (1 − 𝑠2

𝑛2 ). 两边同取对数导

数 d
d𝑠 log即可. 收敛性留给读者琢磨.

练习 2.4.2 用上一结果重新导出引理 2.3.2.
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定义 2.4.3 用迭代级数定义

𝐺2(𝜏) ∶= ∑
𝑐∈ℤ ( ∑

′

𝑑∈ℤ
(𝑐𝜏 + 𝑑)−2

)
, 𝜏 ∈ ℋ ,

𝐸2 ∶= (2𝜁(2))−1𝐺2,

其中 ∑
′
代表求和时略过 𝑐 = 𝑑 = 0的项.

迭代级数的收敛性涵于以下命题. 首先观察到 𝐺2 中 𝑐 = 0的项贡献∑𝑑≠0 𝑑−2 = 2𝜁(2).

命题 2.4.4 对所有 𝜏 ∈ ℋ ,迭代级数 𝐺2(𝜏)收敛并定义 𝜏 的全纯函数. 命 𝑞 ∶= 𝑒2𝜋𝑖𝜏 ,则

𝐺2(𝜏) = 2𝜁(2)
(

1 − 24
∞

∑
𝑛=1

𝜎1(𝑛)𝑞𝑛
)

,

𝜏−2𝐺2 (
−1
𝜏 ) = ∑

𝑑∈ℤ ( ∑
′

𝑐∈ℤ
(𝑐𝜏 + 𝑑)−2

)
(作为迭代级数收敛),

𝜏−2𝐺2 (
−1
𝜏 ) = 𝐺2(𝜏) − 2𝜋𝑖

𝜏 .

证明 根据注记 2.3.5, 照搬 §2.3 的计算以获得第一式, 一并导出迭代级数的收敛
性; 一旦有如是展开, 它对 𝜏 ∈ ℋ (或 |𝑞| < 1) 当然是全纯的. 命 𝜏′ ∶= −1/𝜏, 则由
(𝑐𝜏 + 𝑑)−2 = 𝜏−2(𝑑𝜏′ − 𝑐)−2 证得第二式.

重点在第三式. 我们在 𝐺2 中插入一项

𝑎𝑐,𝑑(𝜏) ∶= 1
𝑐𝜏 + 𝑑 − 1 − 1

𝑐𝜏 + 𝑑 = 1
(𝑐𝜏 + 𝑑 − 1)(𝑐𝜏 + 𝑑) , 𝑐 ≠ 0, 𝑑 ∈ ℤ

显然有估计 𝑎𝑐,𝑑(𝜏) ≪ ‖(𝑐, 𝑑)‖−2,其中 ‖ ⋅ ‖是 ℝ2 的标准范数,由此知∑𝑑∈ℤ 𝑎𝑐,𝑑(𝜏)收敛
到 0,故

𝐺2(𝜏) = 2𝜁(2) + ∑
𝑐≠0

∑
𝑑

((𝑐𝜏 + 𝑑)−2 − 𝑎𝑐,𝑑(𝜏))

= 2𝜁(2) + ∑
𝑐≠0

∑
𝑑 (

−1
(𝑐𝜏 + 𝑑)2(𝑐𝜏 + 𝑑 − 1)) .

最后一式的二重级数绝对收敛,因为其通项≪ ‖(𝑐, 𝑑)‖−3. 对之交换求和顺序后重新摊
开,得到迭代级数

2𝜁(2) + ∑
𝑑

∑
𝑐≠0 (

1
(𝑐𝜏 + 𝑑)2 − 𝑎𝑐,𝑑(𝜏)) .

估计 𝑎𝑐,𝑑(𝜏) ≪ ‖(𝑐, 𝑑)‖−2 蕴涵∑𝑐≠0 𝑎𝑐,𝑑(𝜏)对每个 𝑑 都收敛. 又由已证的第二式知迭代
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级数∑𝑑 ∑𝑐≠0(𝑐𝜏 + 𝑑)−2 收敛于 𝜏−2𝐺2(−1/𝜏),故迭代级数 𝐴(𝜏) ∶= ∑𝑑 ∑𝑐≠0 𝑎𝑐,𝑑(𝜏)亦收
敛,而且

𝐺2(𝜏) = 𝜏−2𝐺2(−1/𝜏) − 𝐴(𝜏).

问题归结为证 𝐴(𝜏) = −2𝜋𝑖/𝜏. 我们取𝑁 ≫ 0,用以下级数逼近 𝐴(𝜏):

𝐴𝑁 (𝜏) ∶=
𝑁

∑
𝑑=−𝑁+1

∑
𝑐≠0

𝑎𝑐,𝑑(𝜏) = ∑
𝑐≠0

𝑁

∑
𝑑=−𝑁+1

(
1

𝑐𝜏 + 𝑑 − 1 − 1
𝑐𝜏 + 𝑑 ) .

此级数前后相消化为∑𝑐≠0 (
1

𝑐𝜏−𝑁 − 1
𝑐𝜏+𝑁 ),继而变作

𝐴𝑁 (𝜏) = 2𝜏−1 ⋅ ∑
𝑐≥1 (

1
−𝑁

𝜏 + 𝑐
+ 1

−𝑁
𝜏 − 𝑐 )

.

代入引理 2.4.1将上式写为 2𝜏−1
(𝜋 cot (

−𝜋𝑁
𝜏 ) + 𝜏

𝑁 ). 由于 Im(𝜏) > 0,

cot (
−𝜋𝑁

𝜏 ) = 𝑖 ⋅ 𝑒−𝑖𝜋𝑁/𝜏 + 𝑒𝑖𝜋𝑁/𝜏

𝑒−𝑖𝜋𝑁/𝜏 − 𝑒𝑖𝜋𝑁/𝜏 → −𝑖, 𝑁 → +∞.

由此得到 𝐴(𝜏) = lim𝑁→+∞ 𝐴𝑁 (𝜏) = −2𝜋𝑖/𝜏. 明所欲证.

众所周知 𝜁(2) = 𝜋2/6 (推论 2.2.9),命题 2.4.4遂蕴涵

𝜏−2𝐸2 (
−1
𝜏 ) = 𝐸2(𝜏) − 2𝜋𝑖

2𝜁(2)𝜏 = 𝐸2(𝜏) + 12
2𝜋𝑖𝜏 . (2.4.1)

此外,由命题 2.4.4第一式可见 (2.3.3)也适用于 𝐸2.

练习 2.4.5 由上列函数方程看出 𝐺2, 𝐸2 不是权 2 模形式. 另一方面, 请证明 𝐺∗
2 ∶=

𝐺2 − 𝜋
Im(𝜏) 对所有 𝛾 ∈ SL(2, ℤ)满足 𝐺∗

2 |2 𝛾 = 𝐺∗
2 . 此函数满足不变性,在 Im(𝜏) → +∞

处的极限和 𝐺2 相同,然而它只是ℋ 上的实解析函数. 这种函数也叫殆全纯模形式.

回忆定义 2.3.3中的 𝜎𝑟. 一如 𝐺𝑘 (𝑘 > 2)的情形,以后应用中也需要

𝒢2(𝜏) ∶= 𝐸2(𝜏)
−24 = − 1

24 +
∞

∑
𝑛=1

𝜎1(𝑛)𝑞𝑛.

定义 2.4.6 按例记 𝑞 ∶= 𝑒2𝜋𝑖𝜏 . Dedekind 𝜼函数定义为无穷乘积

𝜂(𝜏) ∶= 𝑒2𝜋𝑖𝜏/24
∞

∏
𝑛=1

(1 − 𝑞𝑛), 𝜏 ∈ ℋ .
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由分析学常识易见此无穷乘积绝对收敛 (命题 A.4.4). 进一步，𝜂 在 ℋ 上全纯无零点;
此外 𝜂的对数导数为

d
d𝜏 log 𝜂(𝜏) ∶= 𝜂′(𝜏)

𝜂(𝜏) = 𝜋𝑖
12 − 2𝜋𝑖

∞

∑
𝑛=1

𝑛𝑞𝑛

1 − 𝑞𝑛 ;

见命题 A.4.5.

命题 2.4.7 在右半复平面上定义 √𝑧 ∶= exp (
log |𝑧| + 𝑖 arg(𝑧)

2 ), 其中幅角取 arg(𝑧) ∈

[− 𝜋
2 , 𝜋

2 ]. 则

𝜂 (
−1
𝜏 ) = √−𝑖𝜏 ⋅ 𝜂(𝜏), 𝜏 ∈ ℋ .

证明 应用命题 2.4.4,将对数导数 d
d𝜏 log 𝜂(𝜏)整理为

𝜋𝑖
12 − 2𝜋𝑖 ∑

𝑑≥1

𝑑𝑞𝑑

1 − 𝑞𝑑 = 𝜋𝑖
12 − 2𝜋𝑖 ∑

𝑑≥1
∑
𝑘≥1

𝑑𝑞𝑑𝑘

𝑛∶=𝑑𝑘 𝜋𝑖
12 − 2𝜋𝑖 ∑

𝑛≥1
𝜎1(𝑛)𝑞𝑛 = 𝜋𝑖

12 ⋅ 𝐸2(𝜏),

若改为对 𝜏 ↦ 𝜂 (
−1
𝜏 )求对数导数,再应用 𝐸2 的函数方程 (2.4.1),产物则是

𝜏−2 ⋅ 𝜋𝑖
12 ⋅ 𝐸2 (

−1
𝜏 ) = 𝜋𝑖

12 (𝐸2(𝜏) + 12
2𝜋𝑖𝜏 ) .

对√−𝑖𝜏 求对数导数给出 1
2

d
d𝜏 log(−𝑖𝜏) = 1

2𝜏 = 𝜋𝑖
12 ⋅ 12

2𝜋𝑖𝜏 . 与上式对比即见

d
d𝜏 log 𝜂 (

−1
𝜏 ) = d

d𝜏 log √−𝑖𝜏 + d
d𝜏 log 𝜂(𝜏)

= d
d𝜏 log (√−𝑖𝜏 ⋅ 𝜂(𝜏)) .

故存在 𝑐 ∈ ℂ× 使得 𝜂 (
−1
𝜏 ) = 𝑐√−𝑖𝜏 ⋅ 𝜂(𝜏);因为 𝜂(𝑖) ≠ 0,代入 𝜏 = 𝑖可知 𝑐 = 1.

著名的 Euler五边形数定理写作

∑
𝑛∈ℤ

(−1)𝑛𝑞(3𝑛2+𝑛)/2 = ∏
𝑛≥1

(1 − 𝑞𝑛); (2.4.2)

留意到 3𝑛2 + 𝑛 ≡ 0 (mod 2) 恒成立. 将 3𝑛2+𝑛
2 = (6𝑛+1)2−1

24 代入 (2.4.2), 即可导出 𝜂 的
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Fourier展开
𝜂(𝜏) = ∑

𝑛∈ℤ
(−1)𝑛𝑞

1
24 ⋅(6𝑛+1)2

, 𝑞1/24 ∶= 𝑒2𝜋𝑖𝜏/24. (2.4.3)

练习 8.1.9将勾勒如何用椭圆函数的基本理论来推导 (2.4.2). 注意到 Dedekind 𝜂 函数并
不是模形式: 它对 𝜏 ↦ −1/𝜏 的函数方程涉及了开方运算,整权模形式的框架无法解释.
为此必须引入半整权模形式: 取同余子群 Γ足够小,则 𝜂 将是权为 1

2 的模形式,这里先
按下不表.

练习 2.4.8 设 𝑛 ∈ ℤ≥1,称形如 𝑛 = 𝑛1 +⋯+𝑛𝑟的表法为 𝑛的分拆,其中要求 𝑛1 ≥ … ≥ 𝑛𝑟
皆属于 ℤ≥1. 若不限制项数 𝑟和 𝑛1, 𝑛2, …,则称为无限制整数分拆,记 𝑛的无限制分拆个
数为 𝑝(𝑛). 函数 𝑝(𝑛)的研究是数论的一大课题. 试明确 𝑒2𝜋𝑖𝜏/24𝜂(𝜏)−1 和无限制整数分拆
的联系. 可参看 [36,附录 A.4].

定义 2.4.9 模判别式定义为函数

Δ(𝜏) ∶= 𝜂(𝜏)24 = 𝑞
∞

∏
𝑛=1

(1 − 𝑞𝑛)24, 𝜏 ∈ ℋ .

在第八章探讨椭圆曲线时将澄清 “判别式”一词的来由. 在推论 4.4.4还会进一步证明
Δ = 1

1728 (𝐸3
4 − 𝐸2

6 ).

命题 2.4.10 模判别式 Δ是 𝑆12(SL(2, ℤ))的非零元.

证明 因为 Δ只依赖于 𝑞 故 Δ(𝜏 + 1) = Δ(𝜏). 又因为 (√−𝑖𝜏)24 = 𝜏12, 配合 𝜂 的函数
方程可知 Δ(−1/𝜏) = 𝜏12Δ(𝜏); 注记 1.5.12 遂给出 𝛾 ∈ SL(2, ℤ) ⟹ Δ |12 𝛾 = Δ. 定
义 2.4.9 之无穷乘积给出 Δ 在 ∞ 处的 Fourier 展开, 其常数项为 0, 一次项为 1. 综之
Δ ∈ 𝑆12(SL(2, ℤ)) ∖ {0}.

一般将 Δ的 Fourier展开记作

Δ(𝜏) = ∑
𝑛≥1

𝜏(𝑛)𝑞𝑛.

Fourier系数 𝜏(𝑛)称作 Ramanujan 𝝉 函数. 我们业已留意到 𝜏(1) = 1; Ramanujan本人对
𝜏 作过一系列猜测,例如
(a) 当 gcd(𝑛, 𝑛′) = 1时有 𝜏(𝑛𝑛′) = 𝜏(𝑛)𝜏(𝑛′);
(b) 对所有素数 𝑝和 𝑒 ∈ ℤ≥1 有 𝜏(𝑝𝑒+1) = 𝜏(𝑝)𝜏(𝑝𝑒) − 𝑝11𝜏(𝑝𝑒−1);
(c) 对所有素数 𝑝有 |𝜏(𝑝)| ≤ 2𝑝11/2.
猜想 (a), (b)首先被Mordell于 1917年解决, Hecke随后建立了一套现称为 Hecke算子的
工具来说明这类结果,证明见例 7.4.4. 猜想 (c)的解决则有待于 Deligne关于Weil猜想
的深刻工作 [18]. Lehmer猜测 𝜏(𝑛) ≠ 0对所有 𝑛成立,此问题至今悬而未决.
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定义 2.4.11 所谓模不变量是ℋ 上的亚纯函数

𝑗(𝜏) ∶= 𝐸4(𝜏)3

Δ(𝜏) , 𝜏 ∈ ℋ .

因为 Δ, 𝐸3
4 ∈ 𝑀12(SL(2, ℤ)),对所有 𝛾 ∈ SL(2, ℤ)皆有 𝑗(𝛾𝜏) = 𝑗(𝜏). 从 𝐸4 的 Fourier展

开和 Δ = 𝑞 ∏𝑛≥1(1 − 𝑞𝑛)24,可以看出 𝑗 也有 𝑞-展开:

𝑗(𝜏) = 𝑞−1 + 744 + 196884𝑞 + 21493760𝑞2 + 864299970𝑞3 + ⋯ .

John McKay在 1978年觉察 𝐽(𝜏) ∶= 𝑗(𝜏) − 744的 Fourier系数与称为魔群的最大散
在单群𝕄的复表示论存在联系,例如 1是平凡表示的维数,而 196883 = 196884 − 1是𝕄
的最低维非平凡不可约表示的维数;次几个系数也都能写成 𝕄的不可约表示维数的简
单线性组合. 感谢 I. Frenkel, J. Lepowsky, A. Meurman和 R. Borcherds等人的工作,现在
我们知道 𝐽 的 Fourier系数透过某些无穷维 Lie代数和称为顶点算子代数的数学结构与
𝕄衔接: 更精确地说,他们构造了称为魔顶点算子代数的结构 𝑉 ♮ = ⨁∞

𝑛=0 𝑉 ♮
𝑛 ,使得

𝐽(𝜏) =
∞

∑
𝑛=0

dim 𝑉 ♮
𝑛 𝑞𝑛−1, Aut(𝑉 ♮) ≃ 𝕄.

回到 𝑗 的 Fourier展开. 我们可以说 𝑗 在 SL(2, ℤ)\ℋ 的唯一尖点∞处有单极点;按
注记 1.5.10, 𝑗 是级为 SL(2, ℤ)的模函数. 另一方面, Δ在ℋ 上无零点,因而 𝑗 在ℋ 上无
极点. 一旦充分理解 SL(2, ℤ)\ℋ 及其紧化,将可见 𝑗 是从 SL(2, ℤ)\ℋ 到 ℂ的同构. 另一
方面, SL(2, ℤ)\ℋ 又分类了复椭圆曲线: 它是这些对象的 “粗模空间”,按上述讨论同构
于仿射复直线 ℂ. 这些概念将在 §3.8理清.
此外, 𝑗 的特殊值也是有趣的问题,我们将在 §8.6证明当 𝜏 为二次代数数时, 𝑗(𝜏)也

是代数数.

2.5 主同余子群 𝚪(𝑵)的 Eisenstein级数
约定 2.5.1 本节全程假设𝑁, 𝑘为正整数, 𝑘 ≥ 3.

对于 𝑣, 𝑣′ ∈ ℤ2,记号 𝑣 ≡ 𝑣′ (mod 𝑁)意谓 𝑣 − 𝑣′ ∈ 𝑁ℤ2. 群 SL(2, ℤ)在 ℤ2 上的右
作用诱导 SL(2, ℤ/𝑁ℤ)在 (ℤ/𝑁ℤ)2 上的右作用. 回忆 (2.3.1),定义

(ℤ/𝑁ℤ)2
prim ∶= im [ℤ2

prim ↪ ℤ2 mod 𝑁 (ℤ/𝑁ℤ)2
] ,

引理 2.3.1表明 SL(2, ℤ)作用保持 ℤ2
prim,因而 SL(2, ℤ/𝑁ℤ)也保持 (ℤ/𝑁ℤ)2

prim. 本节首
务是给出 (ℤ/𝑁ℤ)2

prim 的内禀刻画.
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引理 2.5.2 对于 ̄𝑣 = (�̄�, ̄𝑦) ∈ (ℤ/𝑁ℤ)2,以下等价:
(i) ̄𝑣是群 (ℤ/𝑁ℤ)2 的𝑁 阶元;
(ii) 任意 �̄�, ̄𝑦的原像 𝑥, 𝑦 ∈ ℤ都满足 gcd(𝑥, 𝑦, 𝑁) = 1.
(iii) ̄𝑣 ∈ (ℤ/𝑁ℤ)2

prim;

证明 (i) ⟹ (ii): 取原像 𝑥, 𝑦, 则 ̄𝑣是 𝑁 阶元等价于: 对任何 𝑑 ∣ 𝑁 , 1 ≤ 𝑑 < 𝑁 都
有 (𝑁 ∤ 𝑑𝑥) ∨ (𝑁 ∤ 𝑑𝑦); 置 ℎ = 𝑁/𝑑, 则这又等价于对任何 ℎ ∣ 𝑁 , 1 < ℎ ≤ 𝑁 都有
(ℎ ∤ 𝑥) ∨ (ℎ ∤ 𝑦),易见后者等价于 gcd(𝑥, 𝑦, 𝑁) = 1.

(ii) ⟹ (iii): 条件 (ii)确保 𝑥ℤ + 𝑦ℤ + 𝑁ℤ = ℤ,故存在 𝑎, 𝑏 ∈ ℤ使得 𝑎𝑦 − 𝑏𝑥 ≡ 1
(mod 𝑁). 考虑 SL(2, ℤ/𝑁ℤ) 的元素 ̄𝛾 = ( ̄𝑎 ̄𝑏

�̄� ̄𝑦 ). 命题 1.4.4 说明存在 𝛾 = ( 𝑎′ 𝑏′
𝑥′ 𝑦′ ) ∈

SL(2, ℤ)映至 ̄𝛾 . 于是元素 (𝑥′, 𝑦′) ∈ ℤ2
prim 映至 ̄𝑣.

(iii) ⟹ (i): 设 (𝑥, 𝑦) ∈ ℤ2
prim 映为 ̄𝑣. 若 𝑑 ̄𝑣 = 0,则𝑁 ∣ gcd(𝑑𝑥, 𝑑𝑦) = 𝑑.

引理 2.5.3 令 𝑣 = (𝑥, 𝑦) ∈ ℤ2
prim, 𝑣′ = (𝑥′, 𝑦′) ∈ ℤ2

prim,则

[∃𝛾 ∈ Γ(𝑁), 𝑣 = 𝑣′𝛾] ⟺ [𝑣 ≡ 𝑣′ (mod 𝑁)] .

证明 难点在于证 ⟸ . 根据引理 2.3.1, 存在 𝜂 ∈ SL(2, ℤ) 使得 𝑣′𝜂 = (0, 1). 既然
𝑣 = 𝑣′𝛾 等价于 𝑣𝜂 = (𝑣′𝜂)𝜂−1𝛾𝜂,而 Γ(𝑁)C SL(2, ℤ),以 𝑣′𝜂 ∈ ℤ2

prim 代 𝑣′,问题遂化约到
𝑣′ = (0, 1)的情形. 这时前提变为 (𝑥, 𝑦) ≡ (0, 1) (mod 𝑁),欲证之 𝑣 = 𝑣′𝛾 则等价于存在
𝛾 ∈ Γ(𝑁)使其第二行为 (𝑥, 𝑦).
令 𝑘 ∶= (𝑦 − 1)/𝑁 ∈ ℤ. 考虑 𝑎 ∶= 1 + 𝑡𝑁 , 𝑏 ∶= 𝑠𝑁 , 等式 𝑎𝑦 − 𝑏𝑥 = 1 等价于

𝑡𝑦 − 𝑠𝑥 = −𝑘;因为 gcd(𝑥, 𝑦) = 1,整数解必存在. 取矩阵 𝛾 ∶= ( 𝑎 𝑏
𝑥 𝑦 ) ∈ Γ(𝑁)即足.

接下来澄清 (ℤ/𝑁ℤ)2
prim与尖点的联系. 我们将使用从 ℝ2 ∖ {(0, 0)}到 ℝ ⊔ {∞}的映

射 (𝑥, 𝑦) ↦ −𝑦/𝑥,它在下述意义上尊重任意 ( 𝑎 𝑏
𝑐 𝑑 ) ∈ SL(2, ℝ)的作用:

(𝑥 𝑦)

⎛
⎜
⎜
⎜
⎝

𝑎 𝑏

𝑐 𝑑

⎞
⎟
⎟
⎟
⎠

↦ −𝑏𝑥 − 𝑑𝑦
𝑎𝑥 + 𝑐𝑦 =

⎛
⎜
⎜
⎜
⎝

𝑑 −𝑏

−𝑐 𝑎

⎞
⎟
⎟
⎟
⎠

⋅ −𝑦
𝑥 =

⎛
⎜
⎜
⎜
⎝

𝑎 𝑏

𝑐 𝑑

⎞
⎟
⎟
⎟
⎠

−1

⋅ −𝑦
𝑥 . (2.5.1)

引理 2.5.4 设 𝑠 = −𝑦
𝑥 , 𝑠′ = −𝑦′

𝑥′ 为 ℚ∗ = ℚ ⊔ {∞}的元素, (𝑥, 𝑦), (𝑥′, 𝑦′) ∈ ℤ2
prim. 那么

[Γ(𝑁)𝑠 = Γ(𝑁)𝑠′] ⟺ [(𝑥, 𝑦) ≡ ±(𝑥′, 𝑦′) (mod 𝑁)] .

证明 设 𝛾 = ( 𝑎 𝑏
𝑐 𝑑 ) ∈ SL(2, ℤ). 前述观察表明 𝛾𝑠是 (𝑥, 𝑦)𝛾−1 的像, 根据引理 2.3.1知

(𝑥, 𝑦)𝛾−1 和 (𝑥′, 𝑦′)一样属于 ℤ2
prim. 基于既约分数表法的唯一性,我们推得

𝛾𝑠 = 𝑠′ ⟺ ±(𝑥′, 𝑦′) = (𝑥, 𝑦)𝛾−1.
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因为 Γ(𝑁)是 SL(2, ℤ)的子群. 剩下无非是引理 2.5.3的应用.

回忆到 Γ(𝑁)C SL(2, ℤ). 现在让 SL(2, ℤ)按

Γ(𝑁)𝛼
𝛾∈SL(2,ℤ)

𝛾−1Γ(𝑁)𝛼 = Γ(𝑁)𝛾−1𝛼

右作用在 Γ(𝑁)的尖点集上. 显然此作用透过 SL(2, ℤ/𝑁ℤ)分解.

命题 2.5.5 存在双射如下

{Γ(𝑁)的尖点} ±\(ℤ/𝑁ℤ)2
prim

Γ(𝑁) ⋅ (−𝑦/𝑥) ±(𝑥, 𝑦) ∈ ℤ2
prim mod 𝑁.

1∶1

∈ ∈

它还保持 SL(2, ℤ/𝑁ℤ) 对两边的右作用: 若 𝑠 ↤ (𝑥, 𝑦) 而 𝛾 ∈ SL(2, ℤ), 那么 𝛾−1𝑠 ↤
(𝑥, 𝑦)𝛾 .

证明 引理 2.5.4说明←是良定的单射. 至于满性,将任何 𝑠 ∈ ℚ ⊔ {∞}写成既约分式 𝑢
𝑣

(容许 𝑣 = 0),则 (−𝑢, 𝑣) ∈ ℤ2
prim映至 𝑠. 关于 SL(2, ℤ/𝑁ℤ)作用的断言直接源自 (2.5.1).

练习 2.5.6 证明 (ℤ/𝑁ℤ)2
prim 的元素个数为𝑁2 ∏𝑝∣𝑁∶素数 (1 − 𝑝−2). 以此证明

Γ(𝑁)的尖点个数 =
⎧⎪
⎨
⎪⎩

2−1𝑁2 ∏𝑝∣𝑁 (1 − 𝑝−2) , 𝑁 ≠ 2
3, 𝑁 = 2.

提示 所求之数记为 Φ(𝑁). 按元素阶数 𝑁
𝑑 将 (ℤ/𝑁ℤ)2 ∖ {(0, 0)}分组,得到𝑁2 − 1 =

∑𝑑∣𝑁 Φ(𝑁/𝑑). 接着用Möbius反演公式来确定 Φ(𝑁),见 [59, §5.4].

以下对一般的𝑁 ≥ 1和权 𝑘 ≥ 3构造主同余子群 Γ = Γ(𝑁)的 Eisenstein级数,参考
材料是 [21, §4.2]. 定义

𝜖𝑁 ∶=
⎧⎪
⎨
⎪⎩

1
2 , 𝑁 = 1, 2
1, 𝑁 ≥ 3.

沿用 §2.3的符号 𝐽(𝑥; 𝜏)等,思路也一脉相承.

定义 2.5.7 设 ̄𝑣 ∈ (ℤ/𝑁ℤ)2
prim. 任取其原像 𝑣 ∈ ℤ2

prim,定义相应的 Eisenstein级数为 ℋ
上的函数

𝐸 ̄𝑣
𝑘(𝜏) ∶= 𝜖𝑁 ∑

𝛾∈StabΓ(𝑁)(𝑣)\Γ(𝑁)
𝐽(𝑣𝛾; 𝜏)−𝑘 = 𝜖𝑁 ∑

(𝑐,𝑑)∈ℤ2
prim

(𝑐,𝑑)≡𝑣 (mod 𝑁)

(𝑐𝜏 + 𝑑)−𝑘.
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第二个等号缘于引理 2.5.3. 由此可见 𝐸 ̄𝑣
𝑘 仅依赖于 ̄𝑣,无关 𝑣的选取.

一如𝑁 = 1的情形, Fourier系数的计算提示我们引入

𝐺 ̄𝑣
𝑘(𝜏) ∶= ∑

(𝑐,𝑑)∈ℤ2

(𝑐,𝑑)≡𝑣 (mod 𝑁)

(𝑐𝜏 + 𝑑)−𝑘. (2.5.2)

由于这里的级数都是 §2.3中 𝐸𝑘, 𝐺𝑘 的子级数,以 𝜏 为变量,它们在紧子集上也正规收
敛. 这就说明了 𝐸 ̄𝑣

𝑘 , 𝐺 ̄𝑣
𝑘 对 𝜏 全纯. 级数的重排当然也毫无问题.

回忆初等数论中习见的 Möbius 函数 𝜇 ∶ ℤ≥1 → {−1, 0, 1}; 亦见 [59, §5.4]. 对于
𝑎 ∈ (ℤ/𝑁ℤ)×,兹定义

𝜁(𝑘, 𝑎) ∶= ∑
𝑛≥1

𝑛≡𝑎 mod 𝑁

1
𝑛𝑘 ,

𝜁(𝑘, 𝑎) ∶= ∑
𝑛≥1

𝑛≡𝑎 mod 𝑁

𝜇(𝑛)
𝑛𝑘 .

(2.5.3)

若取 𝑎在 {1, … , 𝑁}中的唯一代表元,则 𝜁(𝑘, 𝑎)无非是注记 2.2.10的 Hurwitz 𝜁 函数.

现将 𝐺 ̄𝑣
𝑘 中的 (𝑐, 𝑑)按 𝑛 ∶= gcd(𝑐, 𝑑)分组,连带注意到 (𝑐, 𝑑) ↦ ̄𝑣 ⟹ gcd(𝑛, 𝑁) =

1;记 𝑎为剩余类 𝑛 mod 𝑁 . 那么 gcd(𝑐, 𝑑) = 𝑛的项贡献出

𝑛−𝑘
∑

(𝑐,𝑑)∈ℤ2
prim

(𝑐,𝑑)≡𝑎−1 ̄𝑣 mod 𝑁

(𝑐𝜏 + 𝑑)−𝑘.

将 𝐺 ̄𝑣
𝑘 的合式先按 𝑛再按 𝑎分组,导出

𝐺 ̄𝑣
𝑘(𝜏) = ∑

𝑎∈(ℤ/𝑁ℤ)×

⎛
⎜
⎜
⎜
⎝

∑
𝑛≥1

𝑛≡𝑎 mod 𝑁

𝑛−𝑘
⎞
⎟
⎟
⎟
⎠

∑
(𝑐,𝑑)∈ℤ2

prim
(𝑐,𝑑)≡𝑎−1 ̄𝑣 mod 𝑁

(𝑐𝜏 + 𝑑)−𝑘

= 𝜖−1
𝑁 ∑

𝑎∈(ℤ/𝑁ℤ)×
𝜁(𝑘, 𝑎)𝐸𝑎−1 ̄𝑣

𝑘 (𝜏).

下面反其道而行,改从 (2.5.2)分离出 (𝑐, 𝑑) ∈ ℤ2
prim 的部分,即 𝜖−1

𝑁 𝐸 ̄𝑣
𝑘(𝜏). 为此,我们先对

每个素数 𝑛 = 𝑝扣除 𝑛 ∣ gcd(𝑐, 𝑑)的贡献,再补回相异素数积 𝑛 = 𝑝𝑞 ∣ gcd(𝑐, 𝑑)的贡献,
依此类推. 仍按 𝑎 ∶= 𝑛 mod 𝑁 来分组,结论是

𝐸 ̄𝑣
𝑘(𝜏) = 𝜖𝑁 ∑

𝑎∈(ℤ/𝑁ℤ)×
𝜁(𝑘, 𝑎)𝐺𝑎−1 ̄𝑣

𝑘 (𝜏).
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此外, 换 ̄𝑣为 − ̄𝑣等价于将 𝐸 ̄𝑣
𝑘(𝜏)定义中的 𝑣换为 −𝑣; 从定义 2.5.7和 𝐽(−𝑥, 𝜏) =

−𝐽(𝑥, 𝜏)立见
𝐸− ̄𝑣

𝑘 (𝜏) = (−1)𝑘𝐸 ̄𝑣
𝑘(𝜏). (2.5.4)

定理 2.5.8 令 ̄𝑣 ∈ (ℤ/𝑁ℤ)2
prim. 函数 𝐸 ̄𝑣

𝑘 和 𝐺 ̄𝑣
𝑘 都是𝑀𝑘(Γ(𝑁))的元素,并且有以下性质.

(i) 对任意 𝛾 ∈ SL(2, ℤ)皆有 𝐸 ̄𝑣
𝑘 |𝑘 𝛾 = 𝐸 ̄𝑣𝛾

𝑘 .

(ii) 按 (2.5.3)的符号,它们满足

𝐺 ̄𝑣
𝑘(𝜏) = 𝜖−1

𝑁 ∑
𝑎∈(ℤ/𝑁ℤ)×

𝜁(𝑘, 𝑎)𝐸𝑎−1 ̄𝑣
𝑘 (𝜏),

𝐸 ̄𝑣
𝑘(𝜏) = 𝜖𝑁 ∑

𝑎∈(ℤ/𝑁ℤ)×
𝜁(𝑘, 𝑎)𝐺𝑎−1 ̄𝑣

𝑘 (𝜏).

(iii) 排除 𝑁 = 1, 2 而 𝑘 ∉ 2ℤ 的情形 (这时 𝑀𝑘(Γ(𝑁)) 平凡, 见命题 1.5.13). 若 Γ(𝑁)
的尖点 𝑡依命题 2.5.5对应到 ± ̄𝑣,那么 𝐸 ̄𝑣

𝑘 在尖点 𝑡处的常数项为 ±1 (定义–命题
1.5.9),在其余尖点皆取零值.

(iv) 设 ̄𝑣 = (�̄�, ̄𝑦),则 𝐺 ̄𝑣
𝑘 有 Fourier展式

𝐺 ̄𝑣
𝑘(𝜏) = 𝛿�̄�,0𝜁 ̄𝑦(𝑘) + (−2𝜋𝑖)𝑘

(𝑘 − 1)!𝑁𝑘

∞

∑
𝑛=1

𝜎 ̄𝑣
𝑘−1(𝑛)𝑞𝑛

𝑁 ,

其中 𝛿𝑝,𝑞 ∶=
⎧⎪
⎨
⎪⎩

1, 𝑝 = 𝑞
0, 𝑝 ≠ 𝑞

是 Kronecker的 𝛿符号, 𝑞𝑁 ∶= 𝑒2𝜋𝑖𝜏/𝑁 ,而

𝜁𝑎(𝑘) ∶= ∑
′

𝑛∈ℤ
𝑛≡𝑎 mod 𝑁

𝑛−𝑘 (𝑎 ∈ ℤ/𝑁ℤ),

𝜎 ̄𝑣
𝑘−1(𝑛) ∶= ∑

𝑑∈ℤ, 𝑑∣𝑛
𝑛/𝑑≡�̄� mod 𝑁

sgn(𝑑)𝑑𝑘−1𝑒2𝜋𝑖 ̄𝑦𝑑/𝑁 .

注意到定理中的 𝜁𝑎 仍然可以用注记 2.2.10的 Hurwitz 𝜁 函数来表示.

证明 设 𝛾 ∈ SL(2, ℤ). 按照 §2.3的讨论,

(𝐸 ̄𝑣
𝑘 |𝑘 𝛾)(𝜏) = ∑

𝛾′
𝐽(𝑣𝛾′𝛾; 𝜏)−𝑘

其中 𝛾′取遍 StabΓ(𝑁)(𝑣)\Γ(𝑁). 由于 𝛾−1Γ(𝑁)𝛾 = Γ(𝑁),换元 𝛾′  𝛾𝛾′𝛾−1给出𝐸 ̄𝑣
𝑘 |𝑘 𝛾 =

𝐸 ̄𝑣𝛾
𝑘 . 此外,既然 𝐸 ̄𝑣

𝑘 由 ̄𝑣确定,故连带得到 𝐸 ̄𝑣
𝑘 对 Γ(𝑁)不变.
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定理中联系 𝐺 ̄𝑣
𝑘 和 𝐸 ̄𝑣

𝑘 的两则公式不过是先前讨论的复述.

接着研究 𝐸 ̄𝑣
𝑘 在无穷远处的行为. 对 𝜏 = 𝑠 + 𝑖𝑡 ∈ ℋ 取 𝜏1 ∶= 𝑠 + 𝑖 min{𝑡, 1},于是

|𝑐𝜏 + 𝑑|−𝑘 = ((𝑐𝑠 + 𝑑)2 + 𝑐2𝑡2)
−𝑘/2 ≤ |𝑐𝜏1 + 𝑑|−𝑘.

已知 ∑
′
(𝑐,𝑑) |𝑐𝜏1 + 𝑑|−𝑘 收敛. 又当 Im(𝜏) → ∞且 𝑐 ≠ 0时 |𝑐𝜏 + 𝑑|−𝑘 → 0. Lebesgue控

制收敛定理于是给出

lim
Im(𝜏)→+∞

𝐸 ̄𝑣
𝑘(𝜏) = 𝜖𝑁 ∑

′

(0,𝑑)∈ℤ2
prim

(0,𝑑)≡𝑣 mod 𝑁

𝑑−𝑘 =
⎧⎪
⎪
⎨
⎪
⎪⎩

0, ̄𝑣 ≠ ±(0, 1),
0, ̄𝑣 = ±(0, 1) ∧ 𝑁 ≤ 2 ∧ 𝑘 ∉ 2ℤ,
(±1)𝑘, ̄𝑣 = ±(0, 1) ∧ (𝑁 > 2 ∨ 𝑘 ∈ 2ℤ) ;

第二种情形按假设予以排除. 对于其它由 𝛼∞代表的尖点,其中 𝛼 = ( 𝑎 𝑏
𝑐 𝑑 ) ∈ SL(2, ℤ)

者,我们推知: 𝐸 ̄𝑣
𝑘 |𝑘 𝛼 = 𝐸 ̄𝑣𝛼

𝑘 也在∞处全纯,它在∞处非消没当且仅当 ̄𝑣𝛼 = ±(0, 1),或
者说 ± ̄𝑣 = (0, 1)𝛼−1 = (−𝑐, 𝑎) mod 𝑁 ,又或者根据命题 2.5.5,当且仅当 ± ̄𝑣对应于 Γ(𝑁)
的尖点 𝑎

𝑐 = 𝛼∞. 以上也一并说明了 𝐸 ̄𝑣
𝑘 , 𝐺 ̄𝑣

𝑘 ∈ 𝑀𝑘(Γ(𝑁)).

最后求 𝐺 ̄𝑣
𝑘 的 Fourier展开. 取 ̄𝑣 = (�̄�, ̄𝑦)的原像 𝑣 = (𝑥, 𝑦) ∈ ℤ2

prim. 级数 (2.5.2)中
𝑐 = 0的部分贡献出

𝛿�̄�,0 ∑
𝑑≠0

𝑑≡𝑦 mod 𝑁

𝑑−𝑘 = 𝛿�̄�,0𝜁 ̄𝑦(𝑘).

若 𝑐 > 0, 𝑐 ≡ 𝑥 (mod 𝑁),相应贡献为

∑
𝑑∈ℤ

(𝑐𝜏 + 𝑦 + 𝑁𝑑)−𝑘 = 𝑁−𝑘
∑
𝑑∈ℤ

⎛
⎜
⎜
⎜
⎝

𝑐𝜏 + 𝑦
𝑁⎵
∈ℋ

+𝑑
⎞
⎟
⎟
⎟
⎠

−𝑘

.

用引理 2.3.2处理此和,化之为

𝑁−𝑘(−1)𝑘
∑
𝑑∈ℤ

(𝑑 − 𝑐𝜏 + 𝑦
𝑁 )

−𝑘
= (−2𝜋𝑖)𝑘

(𝑘 − 1)!𝑁𝑘 ∑
𝑚≥0

𝑚𝑘−1𝑒
2𝜋𝑖𝑦𝑚

𝑁 𝑞𝑐𝑚
𝑁 ;

右式对所有 𝑐 > 0, 𝑐 ≡ 𝑥 (mod 𝑁)求和并换元 𝑛 = 𝑐𝑚, 𝑑 = 𝑚,得到

(−2𝜋𝑖)𝑘

(𝑘 − 1)!𝑁𝑘 ∑
𝑛≥1

∑
𝑑>0
𝑑∣𝑛

𝑛/𝑑≡𝑥 mod 𝑁

𝑑𝑘−1𝑒
2𝜋𝑖𝑦𝑑

𝑁 𝑞𝑛
𝑁 .
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当 𝑐 < 0时,上述论证中考虑 −(𝑐𝜏 + 𝑦)/𝑁 ∈ ℋ ,原级数化为

𝑁−𝑘
∑
𝑑∈ℤ

(𝑑 − −𝑐𝜏 − 𝑦
𝑁 )

−𝑘
= (2𝜋𝑖)𝑘

(𝑘 − 1)!𝑁𝑘 ∑
𝑚≥0

𝑚𝑘−1𝑒− 2𝜋𝑖𝑦𝑚
𝑁 𝑞−𝑐𝑚

𝑁 ;

右式对这些 𝑐求和并换元 𝑛 = −𝑐𝑚, 𝑑 = −𝑚,结果是

(−2𝜋𝑖)𝑘

(𝑘 − 1)!𝑁𝑘 ∑
𝑛≥1

∑
𝑑<0
𝑑∣𝑛

𝑛/𝑑≡𝑥 mod 𝑁

−𝑑𝑘−1𝑒
2𝜋𝑖𝑦𝑑

𝑁 𝑞𝑛
𝑁 .

综上,非零之 𝑐全体贡献 (−2𝜋𝑖)𝑘

(𝑘 − 1)!𝑁𝑘 ⋅ ∑∞
𝑛=1 𝜎 ̄𝑣

𝑘−1(𝑛)𝑞𝑛
𝑁 . 证毕.

2.6 同余子群的 Eisenstein级数概述
沿用约定 2.5.1,并且排除𝑁 = 1, 2且 𝑘 ∉ 2ℤ的平凡情形 (命题 1.5.13).
本节的目的是将一般同余子群的模形式空间分解为 Eisenstein级数和尖点形式两部

分. 篇幅所限,以下勾勒的分解是极粗糙的.
对每个类 ±\(ℤ/𝑁ℤ)2

prim 选择 (ℤ/𝑁ℤ)2
prim 中的代表元, 全体记为 ̄𝑣1, … , ̄𝑣𝑟; 根据

命题 2.5.5, 它们一一对应到 Γ(𝑁) 的尖点, 选定 𝛼1, … , 𝛼𝑟 ∈ SL(2, ℤ) 以将这些尖点用
𝛼1∞, … , 𝛼𝑟∞ ∈ ℚ∗ 代表. 定义–命题 1.5.9定义了常数项 Const𝛼𝑖 映射 (𝑖 = 1, … , 𝑟).

引理 2.6.1 线性映射

ConstΓ(𝑁) ∶ 𝑀𝑘(Γ(𝑁)) ⟶ ℂ𝑟

𝑓 ⟼ (Const𝛼𝑖 (𝑓 ))
𝑟

𝑖=1
,

限制为同构 ConstΓ(𝑁) ∶ ℰ𝑘(Γ(𝑁)) ∶= ∑𝑟
𝑖=1 ℂ𝐸 ̄𝑣𝑖

𝑘
∼→ ℂ𝑟;特别地, 𝐸 ̄𝑣1

𝑘 , … , 𝐸 ̄𝑣𝑟
𝑘 线性无关.

证明 定理 2.5.8的直接结论.

可以设想, {𝐸 ̄𝑣𝑖
𝑘 }

𝑟

𝑖=1
不多不少地 “触及”了 Γ(𝑁)的所有尖点.

现在考虑一般的同余子群 Γ ⊃ Γ(𝑁). 商群 Γ𝑁 ∶= Γ/Γ(𝑁)是 SL(2, ℤ/𝑁ℤ)的子群,
右作用在 ±\(ℤ/𝑁ℤ)2

prim上. 命题 2.5.5遂给出双射

{Γ的尖点} ±\(ℤ/𝑁ℤ)2
prim/Γ𝑁

Γ ⋅ (−𝑦/𝑥) 任意原像 ± (𝑥, 𝑦) ∈ ℤ2
prim.

1∶1

∈ ∈
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命题 2.6.2 对 (ℤ/𝑁ℤ)2
prim 中的任何 Γ𝑁 -轨道 𝒪 ,定义

𝐸𝒪
𝑘 ∶= ∑̄

𝑤∈𝒪
𝐸�̄�

𝑘 ,

那么 𝐸𝒪
𝑘 ∈ 𝑀𝑘(Γ).

证明 显然 𝐸𝒪
𝑘 ∈ 𝑀𝑘(Γ(𝑁)),它在 Γ的尖点处的全纯性质遗传自各个 𝐸�̄�

𝑘 ,所以仅须验
证 𝛾 ∈ Γ ⟹ 𝐸𝒪

𝑘 |𝑘 𝛾 = 𝐸𝒪
𝑘 . 一切归结为定理 2.5.8记录的性质 𝐸�̄�

𝑘 |𝑘 𝛾 = 𝐸�̄�𝛾
𝑘 .

对选定的 Γ ⊃ Γ(𝑁),定义

ℰ𝑘(Γ) ∶= ℰ𝑘(Γ(𝑁)) ∩ 𝑀𝑘(Γ)
= {𝑓 ∈ ℰ𝑘(Γ(𝑁)) ∶ ∀𝛾 ∈ Γ, 𝑓 |𝑘 𝛾 = 𝑓} .

(2.6.1)

命题 2.6.3 我们有𝑀𝑘(Γ) = ℰ𝑘(Γ) ⊕ 𝑆𝑘(Γ).

证明 首先处理 Γ = Γ(𝑁)情形. 引理 2.6.1中的线性映射 ConstΓ(𝑁) 以 𝑆𝑘(Γ(𝑁))为核.
因此𝑀𝑘(Γ(𝑁)) = ℰ𝑘(Γ(𝑁)) ⊕ 𝑆𝑘(Γ(𝑁))是引理 2.6.1和线性代数的简单结论.

现在转向一般的 Γ ⊃ Γ(𝑁). 按定义 (2.6.1)和上一段, ℰ𝑘(Γ)∩𝑆𝑘(Γ(𝑁)) ⊂ ℰ𝑘(Γ(𝑁))∩
𝑆𝑘(Γ(𝑁)) = {0}. 再者,任何 𝑓 ∈ 𝑀𝑘(Γ)皆可在𝑀𝑘(Γ(𝑁))中表为

𝑓 =
𝑟

∑
𝑖=1

𝑡𝑖𝐸
̄𝑣𝑖

𝑘 + 𝑓0, 𝑡1, … , 𝑡𝑟 ∈ ℂ, 𝑓0 ∈ 𝑆𝑘(Γ(𝑁)).

于是乎

𝑓 = |Γ𝑁 |−1
∑

𝛾∈Γ𝑁

𝑓 |𝑘 𝛾

=
𝑟

∑
𝑖=1

𝑡𝑖|Γ𝑁 |−1
∑

𝛾∈Γ𝑁

𝐸 ̄𝑣𝑖𝛾
𝑘 + |Γ𝑁 |−1

∑
𝛾∈Γ𝑁

𝑓0 |𝑘 𝛾.

对每个 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑟记 𝒪𝑖为 ̄𝑣𝑖的 Γ𝑁 -轨道,那么∑𝛾∈Γ𝑁
𝐸 ̄𝑣𝑖𝛾

𝑘 = 𝐸𝒪𝑖
𝑘 . 另一方面∑𝛾∈Γ𝑁

𝑓0 |𝑘 𝛾
给出 𝑆𝑘(Γ)的元素. 这就说明𝑀𝑘(Γ) = ℰ𝑘(Γ) + 𝑆𝑘(Γ).

为了理论完善,我们还期望 (2.6.1)和𝑁 的选取无关. 这点由以下结果确保.

命题 2.6.4 设 Γ ⊃ Γ(𝑁)而𝑁′ ∈ ℤ≥1,那么 ℰ𝑘(Γ(𝑁)) ∩ 𝑀𝑘(Γ) = ℰ𝑘(Γ(𝑁𝑁′)) ∩ 𝑀𝑘(Γ).

证明 仅须说明 ℰ𝑘(Γ(𝑁)) = ℰ𝑘(Γ(𝑁𝑁′)) ∩ 𝑀𝑘(Γ(𝑁)). 考虑 ̄𝑣 ∈ (ℤ/𝑁ℤ)2
prim. 按定义
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2.5.7,

𝐸 ̄𝑣
𝑘(𝜏) = 𝜖𝑁 ∑

(𝑐,𝑑)∈ℤ2
prim

(𝑐,𝑑)↦ ̄𝑣

(𝑐𝜏 + 𝑑)−𝑘

= 𝜖𝑁
𝜖𝑁𝑁′ ∑

�̄�∈(ℤ/𝑁𝑁′ℤ)2
prim

�̄�↦ ̄𝑣

𝜖𝑁𝑁′ ∑
(𝑐,𝑑)∈ℤ2

prim
(𝑐,𝑑)↦�̄�

(𝑐𝜏 + 𝑑)−𝑘

= 𝜖𝑁
𝜖𝑁𝑁′ ∑

�̄�∈(ℤ/𝑁𝑁′ℤ)2
prim

�̄�↦ ̄𝑣

𝐸�̄�
𝑘 (𝜏)

由此知ℰ𝑘(Γ(𝑁)) ⊂ ℰ𝑘(Γ(𝑁𝑁′))∩𝑀𝑘(Γ(𝑁)). 至于⊃方向,定义商群Δ ∶= Γ(𝑁)/Γ(𝑁𝑁′);
按命题 2.6.3证明手法可知 ℰ𝑘(Γ(𝑁𝑁′)) ∩ 𝑀𝑘(Γ(𝑁))有形如

∑
𝛾∈Δ

𝐸�̄�
𝑘 |𝑘 𝛾 = ∑

𝛾∈Δ
𝐸�̄�𝛾

𝑘

的生成元,其中 �̄� ∈ (ℤ/𝑁𝑁′ℤ)2
prim. 令 ̄𝑣为 �̄�在 (ℤ/𝑁ℤ)2

prim 中的像,引理 2.5.3说明轨
道 �̄�Δ不外是 ̄𝑣的原像,故上式等于 |StabΔ(�̄�)| ⋅ 𝐸 ̄𝑣

𝑘 . 明所欲证.

注记 2.6.5 之后的 §3.7将定义 Petersson内积,并给出 ℰ𝑘(Γ)的另一刻画: 它是 𝑆𝑘(Γ)在
𝑀𝑘(Γ)中的正交补空间 (定理 3.7.6).

对于 Γ = Γ0(𝑁)或 Γ1(𝑁)的情形, 可以显式写下 ℰ𝑘(Γ)的一组基并计算其 Fourier
展开. 其常数项将涉及一些 mod 𝑁 的 Dirichlet特征标的 𝐿-函数. 详细结果可参看 [21,
§4.5],这里不再备述.

在自守形式理论的广阔视野下, Eisenstein级数的常数项或 Fourier系数和 𝐿-函数的
联系是一种普遍现象,这也是 𝐿-函数的研究中所谓 Langlands–Shahidi方法的基石. 相
关计算对数论应用是重要的.
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给定离散子群 Γ ⊂ SL(2, ℝ), 照例记 Γ 为它在 PSL(2, ℝ) 中的像. 对于商空间
𝑌 (Γ) ∶= Γ\ℋ ,两个几何问题至关紧要:

1. 如何赋予 𝑌 (Γ)自然的 Riemann曲面结构? 由于ℋ 在 Γ作用下可能有椭圆点,复
坐标卡的选取须费心思,见 §3.1. 此外,取商过程中势必丢失信息,一个修正方法
是采用叠的语言,不属本书范围.

2. 如何适当地向 𝑌 (Γ) 添入 “尖点”, 以将其嵌入为另一个 Riemann曲面 𝑋(Γ) 的开
子集? 其次, 何时能确保 𝑋(Γ) 为紧? 这分别是 §3.2 与 §3.4 的主题. 为此须对
尖点附近的几何结构有深入的了解. 这里的尖点按定义是 Γ\𝒞Γ 的元素, 其中
𝒞Γ ⊂ ℝ ⊔ {∞}是 Γ的抛物不动点集.

C. L. Siegel的定理 3.4.4, 3.4.5刻画了使 𝑋(Γ)为紧的离散子群 Γ,称为余有限 Fuchs
群,本书称相应的 𝑋(Γ)为级 Γ的模曲线;它们作为复流形是复一维的,而且模曲线的尖
点集 𝑋(Γ) ∖ 𝑌 (Γ)和 Γ的基本区域的无穷远顶点是一回事. 一旦洞悉 𝑌 (Γ) ⊂ 𝑋(Γ)的性
质,对所有余有限 Fuchs群都能定义整权模形式,这是 §3.6的内容. 这些内容对第四章
将推导的维数公式也是必要铺垫.

紧化的手法对于同余子群情形可以简化, 见 §3.3, 当 Γ取为 Γ(𝑁), Γ1(𝑁)或 Γ0(𝑁)
时,曲线 𝑌 (Γ)分类了带相应级结构的复环面,精确到同构. 这是模形式理论和代数几何
的接榫点,在 §3.8将有初步的讨论,而 §10.2还会回到这个问题. 关于 Riemann曲面的
基本知识可参阅附录 B.

在 §3.2和 §3.4中的若干证明比较曲折,读者可考虑略过,或先专注于同余子群情
形. 关于复环面级结构的讨论 (§3.8)取法了 [18].
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3.1 复结构
设 Γ是 SL(2, ℝ)的离散子群. 以 𝜋 ∶ ℋ → Γ\ℋ 表示商映射. 已知 Γ在ℋ 上的作用

是正常的,所以 Γ\ℋ 对商拓扑成为连通 Hausdorff空间 (命题 A.1.9). 引理 A.1.2说明 𝜋
是开映射,而且 Γ\ℋ 和ℋ 一样满足第二可数公理,即: 存在一族可数的拓扑基.

定义 1.3.6引入了椭圆点的概念,其地位可由以下结果说明.

引理 3.1.1 设 Γ ⊂ SL(2, ℝ) 为离散子群. 每个 𝜂 ∈ ℋ 都有开邻域 𝑈 ∋ 𝜂 使得对任意
𝜏, 𝜏′ ∈ 𝑈 ,

∀𝛾 ∈ Γ, [𝛾𝜏 = 𝜏′ ⟹ 𝛾 ∈ Γ𝜂] .

证明 这是关于正常作用的一般性质,见命题 A.1.8.

现在着手来赋予 Γ\ℋ Riemann曲面结构.

引理 3.1.2 对任意 𝑦 ∈ Γ\ℋ ,存在开邻域 𝑉 ∋ 𝑦和同胚 𝑧 ∶ 𝑉 ∼→ 𝒟 ,满足于下述条件.

⋄ 存在 𝜂 ∈ 𝜋−1(𝑦)和开邻域 𝑈 ∋ 𝜂使得
– 𝑈 中或者无椭圆点,或者 𝜂是其中唯一的椭圆点;
– 𝑈 对 Γ𝜂 作用不变,而且有无交并分解

𝜋−1(𝑉 ) = ⨆
𝛾∈Γ/Γ𝜂

𝛾𝑈 (作为拓扑空间).

注意到不同的 𝜂 ∈ 𝜋−1(𝑦)之间可以用 Γ搬运,故上述性质和 𝜂实质无关.
⋄ 𝑧(𝑦) = 0.
⋄ 对于任何非空开子集𝒱 ⊂ 𝑉 和函数 𝑓 ♭ ∶ 𝑧(𝒱 ) → ℂ,命 𝑓 ∶= 𝑓 ♭ ∘ 𝑧 ∘ 𝜋 ∶ 𝜋−1(𝒱 ) →

ℂ,那么 𝑓 ♭ 全纯当且仅当 𝑓 是 𝜋−1(𝒱 ) ⊂ ℋ 上的 Γ-不变全纯函数.

此外,这般开邻域 𝑉 ∋ 𝑦可以取得任意小.

之后将以这些 (𝑉 , 𝑧) 作为 𝑌 (Γ) 的复坐标卡; 关于全纯函数的刻画可理解为用不
变量定义商空间上的 “结构层”. 若在条件中取 𝑓 ♭ 为开集的包含映射 𝑧(𝑉 ) ↪ ℂ,立见
𝑧 ∘ 𝜋 ∶ 𝜋−1(𝑉 ) → ℂ全纯.

证明 任选 𝜂 ∈ 𝜋−1(𝑦)及其开邻域 𝑈 ∋ 𝜂使得
⋄ 它具备引理 3.1.1的性质;
⋄ 或者 𝑈 中无椭圆点,或者 𝜂是 𝑈 中唯一的椭圆点,这里用上了引理 1.3.7.

于是 𝑉 ∶= 𝜋(𝑈) ∋ 𝑦也是开邻域. 暂且记 𝑉 ♮为 𝑈 在 Γ𝜂\ℋ 中的像. 根据引理 3.1.1,商映
射诱导连续双射 𝑉 ♮ → 𝑉 ,它更是同胚,这是因为 𝑉 ♮ 的开子集拉回为ℋ 的开子集,继而
被 𝜋 映为 Γ\ℋ 的开子集 (引理 A.1.2). 今后我们混同 𝑉 与 𝑉 ♮ 以简化符号.
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我们希望在 𝑉 上建立复坐标 𝑧. 透过同构

𝐶 ∶ 𝒟 ∼→ ℋ

𝑧 ↦ 𝑧 + 𝑖
𝑖𝑧 + 1

将问题转译到开圆盘𝒟 及其元素𝐶−1(𝜂)上. 进一步运用 PSL(2, ℝ)在ℋ 上的可递性,将
𝐶 修改为线性分式变换 𝐷 ∶ 𝒟 ∼→ ℋ 使得 𝐷−1(𝜂) = 0. 相应地, Γ被代以 Γ′ ∶= 𝐷−1Γ𝐷.

照例记 𝜂 (或 0)对 Γ (或 Γ′)的稳定化子群为 Γ𝜂 (或 Γ′
0 ), 于是 Γ′

0 ≃ 𝐷−1Γ𝜂𝐷. 引理
1.2.4断言 0在 Hol(𝒟)作用下的稳定化子群是 {𝑢 ∈ ℂ× ∶ |𝑢| = 1},按 𝑧 ↦ 𝑢𝑧作用. 命题
1.3.8遂蕴涵

Γ′
0 = 𝜇ℎ ∶= {𝑢 ∈ ℂ× ∶ 𝑢ℎ = 1}, ℎ ∶= |Γ

′
0 | = |Γ𝜂| . (3.1.1)

进一步缩小 𝑈 ,可以假设

𝑈 ′ ∶= 𝐷−1(𝑈) = {𝑧 ∶ |𝑧| < 𝜖}, 𝜖 ≪ 1,

因之 𝑈 ′ 对所有旋转对称,拉回ℋ 可知 𝑈 在 Γ𝜂 作用下不变. 而且当 𝜖充分小时可确保

𝜋−1(𝑉 ) = 𝜋−1𝜋(𝑈) = ⨆
𝛾∈Γ/Γ𝜂

𝛾𝑈 (拓扑空间无交并).

回头考虑 𝑈 的像 𝑉 ∋ 𝑦. 现在取坐标函数 𝑧 ∶ 𝑉 → 𝒟 为以下交换图表第二行
的合成

𝑈 𝑈 ′ {𝑧 ∶ |𝑧| < 𝜖} 𝒟

𝑉 Γ𝜂\𝑈 𝜇ℎ\𝑈 ′ {𝑧 ∶ |𝑧| < 𝜖ℎ} 𝒟

𝜇ℎ ⋅ 𝑤 𝑤ℎ 𝜖−ℎ𝑤ℎ.

∼
𝐷−1

𝑤↦𝑤ℎ

∼
𝑧↦𝜖−1𝑧

𝑧↦𝑧ℎ

∼
𝐷−1

∼
同胚

∼

∈ ∈ ∈

(3.1.2)

故 𝑧 ∶ 𝑉 ∼→ 𝒟 是同胚, 𝑧(𝑦) = 0.
最后验证关于 𝑓 ♭ ∶ 𝑧(𝒱 ) → ℂ全纯性质的刻画. 显然 𝑓 ∶= 𝑓 ♭ ∘ 𝑧 ∘ 𝜋是 Γ-不变的,故

𝑓 完全由 𝑓𝑈 ∶= 𝑓|𝜋−1𝒱 ∩𝑈 刻画, 𝑓 全纯等价于 𝑓𝑈 全纯,而 𝑓𝑈 是 Γ𝜂-不变的. 细观 (3.1.2)
图表,可见问题化约为下述断言: 设 𝑔♭ 是非空开集𝒲 ⊂ 𝒟 上的函数,那么 𝑔♭ 全纯当且
仅当 𝑔(𝑧) ∶= 𝑔♭(𝑧ℎ)是 {𝑧 ∈ 𝒟 ∶ 𝑧ℎ ∈ 𝒲 }上的 𝜇ℎ-不变全纯函数. 这是容易的,根本在
于 𝑧 = 0附近的情形,可用幂级数来处理.

定义–定理 3.1.3 对任意离散子群 Γ ⊂ SL(2, ℝ),引理 3.1.2中的全体复坐标卡 (𝑉 , 𝑧)使
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Γ\ℋ 成为连通 Riemann曲面的结构,以如是 {(𝑉 , 𝑧)}为图册. 记此 Riemann曲面为 𝑌 (Γ).

证明 论证是形式化的. 重点是坐标卡的相容性. 考虑具备引理 3.1.2条件的两组坐标
卡 (𝑉 , 𝑧)和 (𝑉 , 𝑧). 考察同胚构成的交换图表

𝒱 ∶= 𝑉 ∩ 𝑉

𝑧(𝑉 ∩ 𝑉 ) 𝑧(𝑉 ∩ 𝑉 )

ℂ ℂ

𝑧 𝑧

𝜑

⊂ ⊂

在引理 3.1.2中取 𝑓 ♭ ∶= 𝜑,相应的 𝑓 ∶ 𝜋−1𝒱 → ℂ无非是

𝑓 ∶= 𝜑𝑧𝜋 = 𝑧𝑧−1𝑧𝜋 = 𝑧𝜋.

由引理 3.1.2之前的讨论知 𝑓 是 Γ-不变全纯函数,故 𝜑全纯. 根据对称性, 𝜑−1 也全纯.
证毕.

注记 3.1.4 设ℋ ′ ⊂ ℋ 为椭圆点的补集, 𝑌 (Γ)′ = Γ\ℋ ′ 为其像. 那么坐标卡的构造说明
在离散群 Γ作用下,商映射ℋ ′ ↠ 𝑌 (Γ)′ 是一个 Γ-主丛.

注记 3.1.5 因为 Γ在ℋ 上的作用保持双曲度量,又具有边界为零测集的基本区域 (命题
1.6.5),所以我们可以按照注记 A.2.6之法,以 Γ的基本区域的双曲测度来定义 𝑌 (Γ)的
“体积” vol(𝑌 (Γ)) ∈ ℝ≥0 ⊔ {∞}. 尽管就复结构而言 𝑌 (Γ)局部同构于 𝒟 ,但就 Riemann
几何的观点, ℋ 的双曲度量却无法简单地下降到 𝑌 (Γ);问题出在椭圆点,详见 §1.6最末
的讨论.

Riemann曲面无非是一维复流形, 按代数几何的观点也无妨称为 “曲线”. 我们主
要将研究 Γ ⊂ SL(2, ℤ)是同余子群的情形,这时 𝑌 (Γ)称为 (开)模曲线. 一般情形对数
论也同样重要,例如所谓志村曲线就对应到一些来自四元数代数的离散子群 Γ;对于非
分裂的四元数代数, 志村曲线已然是紧的; 在 §3.5将有更多讨论. 一般模曲线的紧化
𝑌 (Γ) ↪ 𝑋(Γ)则是紧接着的主题.
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3.2 添入尖点
我们已经在 §1.4 讨论过同余子群的尖点. 现在将视野稍微放宽, SL(2, ℝ) 或

PSL(2, ℝ)的离散子群又名 Fuchs群,我们将对之定义尖点. 首先,回忆到 PSL(2, ℝ)的抛
物元按定义 ≠ 1.

定义 3.2.1 (离散子群的尖点) 记 ℝ∗ ∶= ℝ ⊔ {∞}. 对于离散子群 Γ ⊂ SL(2, ℝ),定义 Γ的
抛物不动点集

𝒞Γ ∶= {𝑡 ∈ ℝ∗ ∶ Γ𝑡 含抛物元} .

上示条件只和 𝑡的 Γ-轨道有关. 我们称 Γ\𝒞Γ 的元素为 Γ的尖点.

这些概念只依赖 Γ. 当 𝛿 ∈ GL(2, ℝ)+ 时,显然有 𝛿𝒞Γ = 𝒞𝛿Γ𝛿−1 .
以上是尖点的群论定义,它当然和基本区域直观上的 “尖点”有关,定理 3.4.5将揭

示两者的联系.

命题 3.2.2 设离散子群 Γ, Γ′ 满足 Γ′ ⊂ Γ而 (Γ ∶ Γ′)有限,则 𝒞Γ = 𝒞Γ′ .

证明 显然 𝒞Γ′ ⊂ 𝒞Γ. 若 𝑡 ∈ 𝒞Γ, 则 𝑚 ∶= (Γ𝑡 ∶ Γ′𝑡) ≤ (Γ ∶ Γ′) < ∞. 取抛物元
𝛾 ∈ Γ𝑡 ∖ {1},已知抛物变换无挠,那么 𝛾𝑚 ∈ (Γ′)𝑡 也是抛物元,故 𝑡 ∈ 𝒞Γ′ .

例 3.2.3 首先考虑 Γ = SL(2, ℤ)情形. 从 Γ∞ = ( 1 ℤ
1 )可知∞ ∈ 𝒞Γ,又由 ℚ∗ = Γ ⋅ ∞故

ℚ∗ ⊂ 𝒞Γ. 反过来说,对于 SL(2, ℤ)里的抛物元 𝛾 ,其特征方程的判别式为 0,系数为整,
故 𝛾 的不动点必属于 ℚ∗. 综之 𝒞Γ = ℚ∗.

对于一般的同余子群 Γ ⊂ SL(2, ℤ),以上特例连同命题 3.2.2也给出 𝒞Γ = ℚ∗. 这里
的尖点定义和定义 1.4.5因而是相容的.

引理 3.2.4 集合 𝒞Γ 至多可数.

证明 对每个 𝑡 ∈ 𝒞Γ 选定抛物元 𝛾𝑡 ∈ Γ𝑡 ∖ {1}. 因为 𝛾𝑡 有唯一的不动点, 𝑡 ↦ 𝛾𝑡 是单射.
接着注意到 PSL(2, ℝ)有可数拓扑基,故它的离散子集 Γ至多可数.

引理 3.2.5 设 𝑡 ∈ 𝒞Γ,则 Γ𝑡 ≃ ℤ. 当 𝑡 = ∞时它有形如 ( 1 ℎ
1 )的生成元.

证明 将 𝑡表作 𝛼−1∞,其中 𝛼 ∈ SL(2, ℝ). 以 𝛼Γ𝛼−1 代 Γ以化约到 𝑡 = ∞的情形. 今断
言 Γ𝑡 ⊂ ( 1 ∗

1 ). 首先 𝛾 ∈ Γ𝑡 必可写成 ( 𝑎 𝑏
𝑎−1 )之形,关键在证明 𝑎2 = 1. 如果进一步设 𝛾

是抛物元,另加条件 (𝑎 + 𝑎−1)2 = 4不难导出 𝑎 = ±1而 𝛾 = ±( 1 ℎ
1 ),其中 ℎ ≠ 0. 于是从

定义可知 Γ𝑡 含形如 ( 1 ℎ
1 )的抛物元. 从

⎛
⎜
⎜
⎜
⎝

𝑎 𝑏

𝑎−1

⎞
⎟
⎟
⎟
⎠

⎛
⎜
⎜
⎜
⎝

1 ℎ

1

⎞
⎟
⎟
⎟
⎠

⎛
⎜
⎜
⎜
⎝

𝑎 𝑏

𝑎−1

⎞
⎟
⎟
⎟
⎠

−1

=
⎛
⎜
⎜
⎜
⎝

1 𝑎2ℎ

1

⎞
⎟
⎟
⎟
⎠

∈ Γ
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反复迭代,可知必须有 𝑎2 = 1,否则 Γ不可能离散. 于是得到连续嵌入 Γ𝑡 ↪ ( 1 ∗
1 ) ≃ ℝ.

再应用命题 1.3.8即可得到所求的生成元和 Γ𝑡 ≃ ℤ.

今后取定离散子群 Γ,定义
ℋ ∗ ∶= ℋ ⊔ 𝒞Γ.

对每个 𝑡 ∈ 𝒞Γ 添入如下样貌的 “开邻域”

𝑡

换言之,对每个切 ℝ∗ 于 𝑡的极限圆,考虑它围出的圆盘𝐻 并添入𝐻 ∘ ⊔ {𝑡}. 如果 𝑡 = ∞,
相应的子集化作 {𝜏 ∶ Im(𝜏) > 𝑐} ⊔ {∞},其中 𝑐 ∈ ℝ>0;圆盘模型上的图像兴许更清楚.
接着定义ℋ ∗ 的子集族

ℬ = {𝑈 ∶ ℋ 中开集} ⊔ {𝐻 ∘ ⊔ {𝑡} ∶ 𝑡 ∈ 𝒞Γ, 𝐻 是切 𝑡的极限圆盘} .

极易验证 (1) ⋃ ℬ = ℋ ∗, (2) 设 𝑈, 𝑈 ′ ∈ ℬ 而 𝑥 ∈ 𝑈 ∩ 𝑈 ′, 则存在 𝑊 ∈ ℬ 使得
𝑥 ∈ 𝑊 ⊂ 𝑈 ∩ 𝑈 ′. 因此ℬ作为一族基 (见 [61, §2.6])确定了ℋ ∗ 上的拓扑;易见

⋄ ℋ ∗ 满足第二可数公理 (有可数基),见引理 3.2.4;
⋄ 𝒞Γ 是ℋ ∗ 的离散子集,
⋄ 此拓扑在开子集ℋ 上诱导它原有的拓扑,
⋄ Γ在ℋ ∗ 上连续地作用.

兹考虑自然嵌入
Γ\ℋ ↪ Γ\ℋ ∗.

它对两边的商拓扑连续,并且因为 ℋ ↪ ℋ ∗ 为开,它实际还是开嵌入. 现在着手赋予
Γ\ℋ ∗ 自然的 Riemann面结构,思路类似于 §3.1,但需要更多技术准备.

引理 3.2.6 考虑 𝛼 ∈ SL(2, ℝ)和 𝑡 ∶= 𝛼−1∞ ∈ ℝ∗. 定义𝐻 ∘
𝑐 ∶= {𝜏 ∈ ℋ ∶ Im(𝜏) > 𝑐}. 假

设∞, 𝑡 ∈ 𝒞Γ,则对任意 𝑐 > 0,存在 𝑐′ > 0使得

∀𝛾 ∈ Γ, [(𝛾𝛼−1𝐻 ∘
𝑐) ∩ 𝐻 ∘

𝑐′ ≠ ∅ ⟹ 𝛾𝑡 = ∞] .

证明 设若不然,则存在点列 𝜏𝑛 = 𝑥𝑛 + 𝑖𝑦𝑛 以及 𝛾𝑛 ∈ Γ,使得

𝑦𝑛 > 𝑐, Im (𝛾𝑛𝛼−1𝜏𝑛) → +∞, 𝛾𝑛𝑡 ≠ ∞.
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置 𝜂𝑛 ∶= 𝛾𝑛𝛼−1 = ( 𝑎𝑛 𝑏𝑛
𝑐𝑛 𝑑𝑛 ),因而 𝜂𝑛∞ ≠ ∞,而且

Im(𝜂𝑛𝜏𝑛) = 𝑦𝑛
|𝑐𝑛𝜏𝑛 + 𝑑𝑛|2 = 𝑦𝑛

(𝑐𝑛𝑥𝑛 + 𝑑𝑛)2 + (𝑐𝑛𝑦𝑛)2 < 𝑐−1|𝑐𝑛|−2.

左式趋近∞,所以 𝑐𝑛 → 0. 又因为∞, 𝑡 ∈ 𝒞Γ,存在抛物元

𝜉 =
⎛
⎜
⎜
⎜
⎝

1 𝑟

1

⎞
⎟
⎟
⎟
⎠

∈ Γ∞, 𝜉′ = 𝛼−1
⎛
⎜
⎜
⎜
⎝

1 𝑠

1

⎞
⎟
⎟
⎟
⎠

𝛼 ∈ Γ𝑡

满足 𝑟, 𝑠 > 0. 将 𝜂𝑛 代以 𝜉ℎ𝜂𝑛(𝛼𝜉′𝛼−1)𝑘 ∈ Γ𝛼−1 不影响 𝑐𝑛. 适当取 ℎ, 𝑘 (依赖于 𝑛)以确保
存在由 𝑟, 𝑠确定之常数 𝐵 ≥ 0,使得

∀𝑛, |𝑎𝑛 − 1| < 𝐵|𝑐𝑛|, |𝑑𝑛 − 1| < 𝐵|𝑐𝑛|.

于是 𝑎𝑛, 𝑐𝑛, 𝑑𝑛 皆有界. 最后

|𝑏𝑛𝑐𝑛| = |(𝑎𝑛 − 1)(𝑑𝑛 − 1) + (𝑎𝑛 − 1) + (𝑑𝑛 − 1)| ≤ 𝐵2𝑐2
𝑛 + 2𝐵|𝑐𝑛|

表明 𝑏𝑛也有界. 由 Γ𝛼−1离散推知 𝜂𝑛的选法有限,于是 𝑛充分大时 𝑐𝑛 = 0,这与 𝜂𝑛∞ ≠ ∞
矛盾.

以下是引理 3.1.1的类比. 这里的困难在于 Γ在 𝒞Γ 上不再是正常作用.

引理 3.2.7 对任意 𝑡 ∈ 𝒞Γ,存在切 𝑡的极限圆盘𝐻 使得𝐻 ∘ 不含椭圆点,而且

𝑈 ∶= 𝐻 ∘ ⊔ {𝑡}, Γ𝑡\𝑈 → Γ\ℋ ∗ 是开嵌入.

证明 一如既往, 调整 Γ后可假设 𝑡 = ∞. 引理 3.2.5表明 Γ𝑡 由某个 ( 1 𝑥
1 )生成, 其中

𝑥 ≠ 0. 我们断言当 𝑎 ≫ 0时, 𝐻 ∘ ∶= {𝜏 ∶ Im(𝜏) > 𝑎}满足于: 对任意 𝜏, 𝜏′ ∈ 𝐻 ∘,

∀𝛾 ∈ Γ, [𝛾𝜏 = 𝜏′ ⟹ 𝛾 ∈ Γ𝑡] .

诚然,在引理 3.2.6中取 𝑡 = ∞, 𝛼 = 1和任意 𝑐 > 0,再取 𝑎 ∶= max{𝑐, 𝑐′}便是.
既然 ℝ∗ ∩ 𝑈 = {𝑡},由此可知 𝜄 ∶ Γ𝑡\𝑈 → Γ\ℋ ∗ 为单射. 因为 ( 1 𝑥

1 )在 ℋ 上无不动
点, 𝜄单也蕴涵𝐻 ∘ 不含椭圆点.
显然 𝜄连续. 任意 Γ𝑡\𝑈 中的开子集拉回为 ℋ ∗ 的开子集,再透过商映射映为 Γ\ℋ ∗

的开子集 (引理 A.1.2),故 𝜄为开嵌入. 明所欲证.

至此已经可以确定 Γ\ℋ ∗ 的基本拓扑性质.
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引理 3.2.8 商空间 Γ\ℋ ∗ 是满足第二可数公理的连通 Hausdorff空间.

证明 既然ℋ ∗ 满足第二可数公理, Γ\ℋ ∗ 亦然 (引理 A.1.2). 以下证明 Hausdorff性质.

⋄ 分离ℋ 的点: 开子集 Γ\ℋ 由定义–定理 3.1.3已知是 Hausdorff的.

⋄ 分离尖点与ℋ 的点: 照例化约到尖点来自∞的情形,考虑 𝜂在ℋ 中的紧邻域 𝐾 .
在引理 3.2.6中代入 𝛼 = 1和 𝑡 = ∞,选取足够小的 𝑐并且加大相应的 𝑐′,可以进一
步要求引理中的 𝑐, 𝑐′ 满足

𝜏 ∈ 𝐾 ⟹ 𝑐 < Im(𝜏) < 𝑐′;

相应地定义𝐻 ∘
𝑐 , 𝐻 ∘

𝑐′ . 我们断言𝐻 ∘
𝑐′ ⊔ {∞}和 𝐾 在 𝑋(Γ)中的像无交.

设若不然,则存在 𝛾 ∈ Γ使得 𝛾𝐻 ∘
𝑐 ∩ 𝐻 ∘

𝑐′ ⊃ 𝛾𝐾 ∩ 𝐻 ∘
𝑐′ ≠ ∅. 引理 3.2.6蕴涵 𝛾∞ = ∞,

从而根据引理 3.2.5, 𝛾𝐾 是 𝐾 的一个横移,它不可能有虚部 > 𝑐′ 的点. 矛盾.

⋄ 分离尖点: 同样化约到两尖点来自 𝑡, ∞ ∈ 𝒞Γ 情形,再取 𝛼 ∈ SL(2, ℝ)使 𝑡 = 𝛼−1∞.
以下沿用引理 3.2.6的记号. 若 𝑡, ∞在 Γ\ℋ ∗ 中的像无不交的邻域, 那么对任意
𝑐, 𝑐′ > 0,总存在 𝛾 ∈ Γ使得 𝛾𝛼−1(𝐻 ∘

𝑐) ∩ 𝐻 ∘
𝑐′ ≠ ∅; 根据引理 3.2.6,对固定之 𝑐 取

𝑐′ ≫ 0必导致 𝛾𝑡 = ∞,这就意谓 𝑡, ∞属于同一个尖点.

最后,连通性是ℋ ∗ 连通的直接结论.

现在开始为 Γ\ℋ ∗ 在尖点附近构造坐标卡. 思路基于不变量,同引理 3.1.2平行.

引理 3.2.9 对任意 𝑥 ∈ Γ\𝒞Γ,存在开邻域 𝑉 ∋ 𝑥和同胚 𝑧 ∶ 𝑉 ∼→ 𝒟 ,满足于下述条件.
⋄ 存在 𝑡 ∈ 𝜋−1(𝑥)及其开邻域 𝑈 使得

– 𝑈 中无椭圆点;
– 𝑈 对 Γ𝑡 作用不变, 𝑈 ∩ 𝒞Γ = {𝑡},而且有无交并分解

𝜋−1(𝑉 ) = ⨆
𝛾∈Γ/Γ𝑡

𝛾𝑈 (作为拓扑空间).

不同的 𝑡 ∈ 𝜋−1(𝑥)之间被 Γ搬运,故上述性质和 𝑥实质无关.
⋄ 𝑧(𝑥) = 0;
⋄ 对于任何非空开子集𝒱 ⊂ 𝑉 和函数 𝑓 ♭ ∶ 𝑧(𝒱 ) → ℂ,命 𝑓 ∶= 𝑓 ♭ ∘ 𝑧 ∘ 𝜋 ∶ 𝜋−1(𝒱 ) →

ℂ,那么 𝑓 ♭ 全纯当且仅当 𝜋−1(𝒱 ) ⊂ ℋ ∗ 上的 Γ-不变函数 𝑓 满足
– 𝑓 在 𝜋−1(𝒱 ∖ {𝑥})上全纯,而且
– 𝑓 可以连续地延拓到 𝜋−1(𝒱 ).

这样的开邻域 𝑉 ∋ 𝑥可以取得任意小.
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证明 对任意 𝑡 ∈ 𝒞Γ 选取如引理 3.2.7的𝐻 ∘ 和开子集

ℋ ∗ Γ\ℋ ∗

𝑈 𝐻 ∘ ⊔ {𝑡} 𝜋(𝑈) 𝑉

𝜋

∶=

⊂

=∶

⊂

关于 𝑈 的条件自动满足. 接着构造局部坐标 𝑧. 存在 𝛼 ∈ SL(2, ℝ)映 𝑡为∞. 对于选定
之 𝛼,根据引理 3.2.5

PSL(2, ℝ) ⊃ 𝛼Γ𝑡𝛼−1 = ⟨( 1 ℎ
1 )⟩ , (3.2.1)

其中 ℎ ∈ ℝ>0 由 𝑡, 𝛼和 Γ唯一确定. 定义

Γ𝑡\𝑈 ℂ

Γ𝑡 ⋅ 𝜏 exp (2𝜋𝑖 ⋅ 𝛼(𝜏)
ℎ ) .

𝑧

∈ ∈
一般而言, 𝛼 的选取可以差一个形如 ( 𝑎 𝑏

𝑎−1 ) 的左乘, 相应地 (3.2.1) 中的 ℎ  𝑎2ℎ, 故
坐标按

𝑧(Γ𝑡 ⋅ 𝜏) = exp (2𝜋𝑖 ⋅ 𝛼(𝜏)
ℎ )

 exp (2𝜋𝑖 ⋅ 𝑎2𝛼(𝜏) + 𝑎𝑏
𝑎2ℎ ) = 𝑧(Γ𝑡 ⋅ 𝜏) exp (

2𝜋𝑖𝑏
𝑎ℎ )

变化. 如果 𝑡 = ∞, 𝛼 = 1 而 𝐻 ∘ = {𝜏 ∶ Im(𝜏) > 𝑐}, 那么 𝑧 显然给出同胚 𝑉 ∼→
{𝑧 ∈ ℂ ∶ |𝑧| < 𝑒−2𝜋𝑐/ℎ},满足 𝑧−1(0) = {𝑡}. 透过 𝛼的搬运,一般情形准此可知.

最后验证全纯函数的刻画. 化约到 𝑡 = ∞情形. 一如引理 3.1.2,一切归结为以下事
实: 设 𝒲 ⊂ {𝜏 ∶ Im(𝜏) > 𝑐}是对平移 𝜏 ↦ 𝜏 + ℎ不变的开集,定义 𝒟 中开集 𝒲 ♭ ∶=
exp(2𝜋𝑖/ℎ ⋅ 𝒲 ),那么一个函数 𝑔♭ ∶ 𝒲 ♭ → ℂ全纯当且仅当 𝑔(𝜏) ∶= 𝑔♭(exp(2𝜋𝑖𝜏/ℎ))满足

⋄ 𝑔在𝒲 上全纯;
⋄ 若𝒲 中元素的虚部无上界,那么

lim
𝜏∈𝒲

Im(𝜏)→+∞

𝑔(𝜏) 存在.

一如既往,问题的根本在∞附近,所需论证是初等的.

综之得到 Γ\𝒞Γ 在 Γ\ℋ ∗ 中的一族开复盖,其中每个开集 𝑉 = 𝜋(𝑈)都带有坐标函数
𝑧,而且 Γ-不变函数 𝑓 ∶= 𝑧 ∘ 𝜋 ∶ 𝜋−1𝑉 → ℂ具有引理断言的性质.

定义–定理 3.2.10 相对于定义–定理 3.1.3 和引理 3.2.9 给出的坐标卡, Γ\ℋ ∗ 是连通
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Riemann曲面,记为 𝑋(Γ),它包含 𝑌 (Γ)作为稠密开子集. 我们也称 𝑋(Γ)为 Γ对应的模
曲线.

证明 引理 3.2.8已确立连通复流形所需的基本拓扑条件. 剩下的任务是证明尖点附近
的任两个坐标卡皆相容. 此处论证和定义–定理 3.1.3类似,唯一差别在于必须兼用引理
3.1.2和 3.2.9以刻画尖点附近的复结构.

注记 3.2.11 从复结构的观点看,引理 3.2.9构造的局部坐标 𝑧表明 𝑋(Γ)在尖点附近都
同构于 𝒟 . 但从 Riemann度量的立场,尖点附近的几何图像则如

ℎ

取商 趋向尖点

此处假定尖点来自上半平面的∞,而 ℎ如 (3.2.1). 随着极限圆收拢到∞,它在 𝑌 (Γ)中的
像长度趋近于 0. 和注记 3.1.5类似,尖点处同样是度量的奇点.

练习 3.2.12 证明 𝑌 (Γ)紧蕴涵 Γ无尖点.

练习 3.2.13 参照定义 B.3.3,验证商映射ℋ ∗ → 𝑋(Γ)是分歧复叠,其中分歧指数无穷的
部分正好是ℋ ∗ ∖ ℋ = 𝒞Γ;试描述其它点的样貌和分歧指数.

3.3 同余子群情形
设 Γ, Δ 为 SL(2, ℝ) 的离散子群, Δ ⊂ Γ, 那么 𝒞Δ ⊂ 𝒞Γ, 相应地得到连续满射

𝑓 ∶ 𝑋(Δ) → 𝑋(Γ). 请先回忆分歧复叠的定义 (参阅 §B.3).

命题 3.3.1 设 (Γ ∶ Δ)有限,则 𝑓 ∶ 𝑋(Δ) → 𝑋(Γ)是有限分歧复叠, deg(𝑓 ) = (Γ ∶ Δ).

记 𝜉 ∈ ℋ ⊔ 𝒞Δ 在 𝑋(Δ)中的像为 𝑥,那么 𝑓 在 𝑥处的分歧指数为 𝑒(𝑥) = (Γ𝜉 ∶ Δ𝜉).

证明 在椭圆点和尖点 (可数个)之外,映射 𝑓 是 (Γ ∶ Δ)对 1的,其余点处的纤维可能
变小. 以下验证分歧复叠的性质.
考虑 𝑦 ∈ 𝑌 (Γ)及代表元 𝜂 ∈ ℋ . 对之使用 §3.1构造的开邻域 𝑉 ≃ Γ𝜂\𝑈 (设 𝑈 ∋ 𝜂),

回忆到在圆盘模型下 𝑈 对应到半径 𝜖 < 1的开圆盘 𝑈 ′. 回顾 §3.1的构造,取 𝜖 ≪ 1可
确保 𝑈 对 Γ𝜂 和 Δ𝜂 的商同时给出 𝑌 (Γ)和 𝑌 (Δ)在 𝜂处的坐标卡,而 𝑓 −1(𝑉 )可以写成如
下形式的有限无交并

𝑓 −1(𝑉 ) = 𝑉1 ⊔ ⋯ ⊔ 𝑉𝑟, 𝑉𝑖 = Δ𝛾𝑖𝜂\𝛾𝑖𝑈, 𝛾𝑖 ∈ Γ.
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因此,对每个 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑟皆有交换图表

𝑉𝑖 𝑉

Δ𝜂\𝑈 Γ𝜂\𝑈

𝜇ℎ\𝑈 ′ 𝜇𝑘\𝑈 ′

𝒟 𝒟

≃ 𝛾−1
𝑖

𝑓

≃ 𝐷−1

商

≃𝐷−1

≃

商

𝑤↦𝜖−ℎ𝑤ℎ ≃ 𝑤↦𝜖−𝑘𝑤𝑘≃

𝑧↦𝑧𝑒

ℎ ∶= |Δ𝜂| ,

𝑘 ∶= |Γ𝜂| ,

𝑒 ∶= 𝑘
ℎ = (Γ𝜂 ∶ Δ𝜂) ,

这就在 𝑦附近验证了分歧复叠和分歧指数的性质. 尖点附近可依样画葫芦,细节留给
读者.

推论 3.3.2 若 SL(2, ℝ)的离散子群 Γ和 Δ可公度,则 𝑋(Γ)紧当且仅当 𝑋(Δ)紧.

证明 问题化到 Δ ⊂ Γ的情形. 代入命题 3.3.1并运用命题 B.3.9即可.

现在可对 𝑋(Γ)在同余子群情形的紧性给出直接证明.

命题 3.3.3 若 SL(2, ℝ)的离散子群 Γ与 SL(2, ℤ)可公度,则 𝑋(Γ)紧;作为特例,同余子
群给出的 𝑋(Γ)皆紧. 进一步, 𝑋(SL(2, ℤ))同胚于球面 𝕊2.

证明 第一部分的断言简化到 Γ = SL(2, ℤ)的情形. 以下论证依赖 (1.4.1)给出的基本区
域 ℱ = {𝜏 ∶ | Re(𝜏)| ≤ 1

2 , |𝜏| ≥ 1}.

考虑 𝑆 = ( −1
1 ) 和 𝑇 = ( 1 1

1 ) 分别在 ℱ 的底部和两边的作用, 我们知道将
𝜕ℱ ⊔ {∞}如下粘合,得到的空间同胚于 𝑋(SL(2, ℤ)) (参照引理 1.4.9):

𝜌2 𝜌𝑖

∞

这里要求对粘合相同颜色的边界,箭头所示的方向必须符合. 如将一切放到圆盘模型上,
明白可见这是一个三角剖分,相当于粘合
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∞

上图既是紧拓扑空间,粘合得到的商空间自然也是紧的. 这也相当于将 𝑋(SL(2, ℤ))实
现为一个单纯复形,其中有两个 2维单纯形,见 §B.4的讨论.
读者可以尝试去直观粘合的产物同胚于 𝕊2, 或者是计算复形的点, 线, 面个数, 用

Euler示性数和闭曲面的分类理论来论证.

约定 3.3.4 习见的符号是𝑋(𝑁) ∶= 𝑋(Γ(𝑁)), 𝑋1(𝑁) ∶= 𝑋(Γ1(𝑁)), 𝑋0(𝑁) ∶= 𝑋(Γ0(𝑁));
特别地, 𝑋(1) = 𝑋(SL(2, ℤ)). 类似地, 𝑌 (𝑁) ∶= 𝑌 (Γ(𝑁)), 𝑌1(𝑁) ∶= 𝑌 (Γ1(𝑁)), 𝑌0(𝑁) ∶=
𝑌 (Γ0(𝑁)).

已知亏格为 0的紧 Riemann曲面必同构于 Riemann球面 ℂ ⊔ {∞},或者说是复射影
直线 ℙ1,于是上述论证实际确定了 Riemann曲面 𝑋(1). 事实上有更精确的描述如下.

定理 3.3.5 定义 2.4.11引进的模不变量 𝑗(𝜏) = 𝐸4(𝜏)3/Δ(𝜏)给出紧 Riemann曲面之间的
同构 𝑗 ∶ 𝑋(1) ∼→ ℙ1.

证明 在 §2.4已经说明 𝑗 对 SL(2, ℤ)作用不变,并给出紧 Riemann曲面

𝑋(1) = SL(2, ℤ)\ℋ ⊔ {∞}

上的亚纯函数: 它在ℋ 上无极点,在∞处则有一阶极点 (事实上 𝑗(𝜏) = 𝑞−1 + 744 + ⋯),
因此 𝑗 的极点计重数恰有 1 个. 由此立见态射 𝑗 ∶ 𝑋(1) → ℙ1 满足 deg(𝑗) = 1 (推论
B.6.4),因而是紧 Riemann曲面的同构 (命题 B.4.6).

凡是亏格 0的模曲线 (例如当 1 ≤ 𝑁 ≤ 10或 𝑁 = 12时的 𝑋1(𝑁))都带有类似的模
函数,习惯称为主模函数1.

例 3.3.6 在尖点∞和椭圆点 𝑖, 𝜌 ∶= 1+√−3
2 处, 𝑗 的取值可以确定为

𝑗(∞) = ∞, 𝑗(𝑖) = 1728, 𝑗(𝜌) = 0; (3.3.1)

尖点∞处的取值已在 §2.4求出,而后两个值的计算尚需周折,将在例 8.5.12予以说明.
姑且承认 (3.3.1),复变函数论中著名的 Picard小定理便有一个简单证明. 该定理断言:
任意非常值全纯函数 𝑓 ∶ ℂ → ℂ的取值至多略过一个点.
假设 𝑓 略过至少两个值 𝑣, 𝑤,取 𝛾 ∈ PGL(2, ℂ)映 (𝑣, 𝑤, ∞)为 (0, 1728, ∞),这般 𝛾

可以用交比 (1.1.1) 描述, 因此不妨设 0, 1728 ∉ 𝑓(ℂ). 命 𝑋(1)′ ⊂ 𝑋(1) 为 {𝜌, 𝑖, ∞} 的
1德文: Hauptmodul
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Γ(1)-轨道的补集,那么 𝑗(𝑋(1)′) = ℙ1 ∖ {0, 1728, ∞};再命ℋ ′ ⊂ ℋ 为 𝑖, 𝜌的 Γ(1)-轨道的
补集. 考虑 Riemann曲面范畴中的交换图表 (先看实线部分):

ℋ ′ 𝑋(1)′

ℂ ℙ1 ∖ {0, 1728, ∞}

𝑗≃∃𝑔
𝑓

由于扣除了尖点和椭圆点, ℋ ′ ↠ 𝑋(1)′是复叠映射: 它实际还是连通的 PSL(2, ℤ)-主丛.
既然 ℂ单连通,复叠映射理论遂给出使上图交换之 𝑔 (可参阅 [57,定理 5.3]);而 𝑔 也是
全纯的. 最后考虑 𝑧 ↦ exp(2𝜋𝑖𝑔(𝑧)),它是从 ℂ到单位圆盘的全纯映射,根据 Liouville定
理必为常值. 相应地 𝑔和 𝑓 必为常值. 明所欲证.

3.4 Siegel定理与紧化
令 Γ为 SL(2, ℝ)的离散子群，按注记 3.1.5用基本区域的面积定义 vol(𝑌 (Γ)). 上节

已向 𝑌 (Γ)添入尖点,得到 Riemann曲面 𝑋(Γ),然而需要进一步的条件来保证 𝑋(Γ)紧,
这主要是 Siegel定理 3.4.4的内容.

以下需要 §1.6的 Dirichlet区域理论,包括其中的边和尖点等概念,见定义 1.6.7. 回
忆到边和 Dirichlet区域边界上的极大测地线段不是同一个概念.
取定非椭圆点 𝑥0. 对 Dirichlet区域 𝐷(𝑥0)加进其无穷远点,得到 𝐷(𝑥0)∗. 着手证明

关键的 Siegel定理前,有必要加深对这些无穷远点及其稳定化子群的了解.

引理 3.4.1 假定 𝜉是 𝐷(𝑥0)∗ 的尖点,那么 Γ𝜉 的非平凡元皆是抛物元.

证明 使用反证法. 非抛物元 𝛾 ∈ Γ𝜉 ∖ {1}必是双曲元,它恰有两个不动点 𝜉, 𝜂,都落在
边界上. 存在唯一的测地线 𝒜 从 𝜂流向 𝜉;另一方面,存在从某点 𝑥 ∈ 𝐷(𝑥0)流向 𝜉 的测
地射线ℬ,与 𝒜 平行,并且全程落在 𝐷(𝑥0)内. 如果在上半平面里取 𝜉 = ∞,图像将是直
观的:

𝒜
ℬℱ

𝜂

𝐷(𝑥0)

𝑥

于是 𝛾 诱导 𝒜 到自身的保向等距映射. 相对于 𝒜 的测地坐标, 𝛾|𝒜 无非是平移.
故存在 𝒜 中一个有限长度的线段 ℱ ,使得 ℱ 是 𝛾|𝒜 生成的群作用下的基本区域: 取
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ℱ 的长度为 𝛾|𝒜 的平移步长便是. 在 𝐷(𝑥0) ∩ ℬ 中取点列 𝑏1, 𝑏2, … 趋向 𝜉, 并在 𝒜
中取 𝑎1, 𝑎2, … → 𝜉 使得 𝑛 → ∞ 时 𝑑(𝑎𝑛, 𝑏𝑛) → 0: 对于上图的情景, 取 𝑎𝑛 ∈ 𝒜 使得
Im(𝑎𝑛) = Im(𝑏𝑛)便是.

对所有 𝑛 ≥ 1, 取 𝑘𝑛 ∈ ℤ 使得 𝑎𝑛 ∈ 𝛾𝑘𝑛 ℱ ; 因为 𝑎𝑛 趋近边界, 必有 |𝑘𝑛| → ∞. 从
𝑑(𝑎𝑛, 𝑏𝑛) = 𝑑 (𝛾−𝑘𝑛𝑎𝑛, 𝛾−𝑘𝑛𝑏𝑛) → 0推得 𝑑 (ℱ , 𝛾−𝑘𝑛𝑏𝑛) → 0. 但 𝛾−𝑘𝑛𝑏𝑛 ∈ 𝛾−𝑘𝑛𝐷(𝑥0),于是
当 𝑛 → +∞时紧集 ℱ 附近簇拥了无穷多个 𝐷(𝑥0)的相异 Γ-平移像,与基本区域 𝐷(𝑥0)
的局部有限性矛盾.

命题 3.4.2 设 𝜕𝐷(𝑥0)∗ 由有限多个极大测地线段组成,所有无穷远顶点都是尖点,那么
(i) 𝐷(𝑥0)∗ 的边数和顶点数皆有限;
(ii) 对所有无穷远顶点 𝜉皆有 Γ𝜉 ≃ ℤ,由抛物元生成;
(iii) 𝐷(𝑥0)仅包含有限多个 Γ的椭圆点,全落在 𝜕𝐷(𝑥0)上.

证明 先处理 (i). 须说明 𝜕𝐷(𝑥0)中每条极大测地线段仅由有限个边组成. 问题显然只
可能发生在延伸到无穷远点的线段.
取定 𝜕𝐷(𝑥0)中一条包含无穷多条边的极大测地线段,不妨在上半平面中假设它形

如 [𝑚, ∞],其中 𝑚 ∈ 𝑖ℝ≥0;故∞是 𝐷(𝑥0)∗ 的尖点. 包含于 [𝑚, ∞]的边分作三类.
⊳ 第一类 形如 [𝑏, ∞]的边,这样的边至多仅一条.
⊳ 第二类 形如 [𝑚, 𝑎]的边,这样的边至多也仅一条.
⊳ 第三类 不属以上两类的边 𝑆 ⊂ [𝑚, ∞]. 此时 𝑆 长度有限,表成 𝑆 = [𝑚, ∞] ∩ 𝛾𝐷(𝑥0)

的形式,其中 𝛾 ∈ Γ ∖ {1},如下图:

𝐷(𝑥0)
𝛾𝐷(𝑥0)

上图的夹角都严格落在 0到 𝜋 之间,所以 𝑆 包含于 𝜕(𝛾𝐷(𝑥0))的一条有限长度极
大测地线段,记为 ̃𝑆. 按边配对 (定义–命题 1.6.8)将它搬回 𝐷(𝑥0)的边 𝑇 ∶= 𝛾−1𝑆,
则 𝑇 也包含于 𝜕𝐷(𝑥0)的有限长度极大测地线段 𝛾−1 ̃𝑆.
只须说明第三类边的个数有限. 命 𝒯 为所有包含于有限长度极大测地线段的边构

成之集合;证明之初的观察表明 𝒯 有限. 令 𝑆 = [𝑚, ∞] ∩ 𝛾𝐷(𝑥0)和 𝑇 = 𝛾−1𝑆 如上,则
𝑇 ∈ 𝒯 . 以下说明当 𝑆 遍历 [𝑚, ∞]中的第三类边,每个 𝑇 ∈ 𝒯 至多出现两次. 如此即说
明 [𝑚, ∞]所含边数有限.

设边 𝑇 ∈ 𝒯 出现三次,那么存在相异的 𝛾𝑖 ∈ Γ ∖ {1}, 𝑆𝑖 ⊂ [𝑚, ∞]使得 𝛾−1
𝑖 𝑆𝑖 = 𝑇 ,其

中 𝑖 = 0, 1, 2. 命 𝛿𝑖 ∶= 𝛾𝑖𝛾−1
0 ,那么 𝛿𝑖𝑆0 = 𝑆𝑖. 因为 𝑆0, 𝑆1, 𝑆2 都是 [𝑚, ∞]的子线段,长度

非零,故 𝛿1, 𝛿2 ∈ Γ ∖ {1}皆映测地线 [0, ∞]为自身. 考虑 𝛿1|[0,∞]和 𝛿2|[0,∞]: 这两者相异,
其中或者有一个是非平凡的平移,或者两者是相异反射,那么 𝛿1𝛿2|[0,∞]是非平凡的平移.
无论如何,总能取到 𝛿 ∈ Γ使 𝛿|[0,∞] 是非平凡的平移,如是则 𝛿给出 Γ∞ 的双曲元 (参看
例 1.3.3),与引理 3.4.1不符. 于是我们证明了 𝐷(𝑥0)∗ 的边数有限,从而顶点数亦有限.
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接着处理 (ii). 我们断言若无穷远顶点 𝜉 是尖的,则 Γ𝜉 非平凡时必 ≃ ℤ. 同样化到
𝜉 = ∞情形. 已知 Γ𝜉 ∖ {1}由抛物元构成,而 SL(2, ℝ)中抛物元的特征值为 ±1,故 Γ𝜉 是

( 1 ∗
1 ) ≃ ℝ的离散子群. 应用命题 1.3.8立见 Γ𝜉 ≃ ℤ.
性质 (ii)遂归结为对所有 𝜉 证明 Γ𝜉 ≠ {1}. 设 𝜂, 𝜂′ 为 𝐷(𝑥0)之无穷远点, 若存在

𝛾 ∈ Γ使得 𝛾𝜂 = 𝜂′,则记为 𝜂 ∼ 𝜂′,这给出等价关系. 一如 (1.6.3),我们有双射

Γ𝜉\ {𝛿 ∈ Γ ∶ 𝛿𝐷(𝑥0)包含 𝜉作为无穷远点}
1∶1 {𝜂 ∶ 𝜂 ∼ 𝜉}

Γ𝜉𝛿 ⟼ 𝛿−1𝜉.

考虑所有这样的 𝛿𝐷(𝑥0),图示如下:

𝜉

𝐷(𝑥0)𝛿𝐷(𝑥0)

假若 Γ𝜉 = {1},则因为无穷远顶点个数有限,仅有限多个 𝛿𝐷(𝑥0)含 𝜉 为无穷远点,此无
可能: 取最左端之 𝛿𝐷(𝑥0),那么 𝛿𝐷(𝑥0)∗ = 𝐷(𝛿𝑥0)∗必有一边 𝑆 以 𝜉为无穷远端点,并落
在 𝛿𝐷(𝑥0)左侧,那么边配对将给出更靠左的一片 𝛿′𝐷(𝑥0),矛盾.
最后处理 (iii). 按基本区域的性质,椭圆点必落在 𝜕𝐷(𝑥0)上. 注记 1.6.11表明这些

点都是 𝐷(𝑥0)细分后的顶点,而从 (i)已知顶点数量有限.

现在可以进入正题.

定义 3.4.3 若 SL(2, ℝ)的离散子群 Γ满足 vol(𝑌 (Γ)) < +∞,则称为余有限 Fuchs群. 2

定理 3.4.4 (C. L. Siegel,见 [41, Theorem 1.9.1], [29, Theorem 13.1]) 对 SL(2, ℝ) 的离散
子群 Γ,以下陈述等价:

(i) 若 𝑥0 非椭圆点,则 Dirichlet区域 𝐷(𝑥0)的边数有限,所有无穷远处的顶点皆尖.
(ii) Γ是余有限 Fuchs群.
当上述条件成立时, 𝐷(𝑥0)中的椭圆点个数有限,全落在 𝜕𝐷(𝑥0)上,而且对于 𝐷(𝑥0)在无
穷远处的每个顶点 𝜉,稳定化子群 Γ𝜉 ≃ ℤ由抛物元生成.

证明 若存在非椭圆点 𝑥0 使 𝐷(𝑥0)具有断言的性质,则定理 1.2.7说明其测度有限. 以
下证明另一方向,设 𝑥0 非椭圆点, 𝐷(𝑥0)面积有限. 采取 §1.2的圆盘模型 𝒟 ,故无穷远
点都落在边界 |𝑧| = 1上.

2在 [41]中称为第一类 Fuchs群.
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首先证明 𝐷(𝑥0) 的无穷远点个数有限. 任选其中有限多个 𝑥1, … , 𝑥𝑁 (无妨设
𝑁 ≥ 3),以测地线按逆时针顺序相连,得到𝒟 中一个测地多边形 𝑃 ,而且𝐷(𝑥0)的测地凸
性蕴涵 𝑃 ⊂ 𝐷(𝑥0). 因为 𝑃 的内角全为 0,定理 1.2.7给出 vol(𝑃 ) = (𝑁 −2)𝜋 ≤ vol(𝐷(𝑥0)),
这就给出𝑁 的上界.

接着证明 𝐷(𝑥0)的顶点 (非无穷远)个数有限. 关键是建立

∑
𝑣∈𝐷(𝑥0)∶顶点

(𝜋 − 𝜃(𝑣)) ≤ vol(𝐷(𝑥0)) + 2𝜋, 𝜃(𝑣) ∶= 𝑣处内角. (3.4.1)

将 𝐷(𝑥0)中的顶点 (可数,离散)划分成可数个列,将每个列写作

{𝑣𝑖 ∈ 𝐷(𝑥0)}𝑖−≤𝑖≤𝑖+
, −∞ ≤ 𝑖− < 𝑖+ ≤ +∞

的形式,其中 𝑣𝑖 按逆时针方向前后相继,并且尽可能向两端延伸;因而 𝑖± 有限意谓 𝑣𝑖±
和一个无穷远点相邻,这时我们向连接 𝑣𝑖± 和无穷远点的边添入可数多个内角为 𝜋 的多
余顶点,逼近无穷远;这样作的好处是论证中可以设 𝑖± = ±∞,而且不影响欲证的 (3.4.1).

任取整数 𝑚 < 𝑛,用测地线连接 𝑥0, 𝑣𝑚, … , 𝑣𝑛 得到 𝐷(𝑥0)中的测地多边形 𝑃 (𝑚, 𝑛).
连接 𝑥0和顶点 𝑣𝑖,其右侧和左侧内角分别记为 𝛼𝑖和 𝛽𝑖,于是 𝜃(𝑣𝑖) = 𝛼𝑖 + 𝛽𝑖. 如下图所示:

𝑥0

𝑣𝑖 𝑣𝑖+1
𝛼𝑖 𝛽𝑖+1𝛽𝑖

于是 Gauss–Bonnet公式 (定理 1.2.7)整理后给出

vol(𝑃 (𝑚, 𝑛)) + ∠(𝑣𝑚𝑥0𝑣𝑛) = 𝜋 − 𝛼𝑚 − 𝛽𝑛 + ∑
𝑚<𝑖<𝑛

(𝜋 − 𝜃(𝑣𝑖)). (3.4.2)

测地凸性确保所有内角落在 [0, 𝜋]区间,所以 (3.4.2)蕴涵 ∑𝑖(𝜋 − 𝜃(𝑣𝑖))单调收敛.
此外 ∠(𝑣𝑚𝑥0𝑣𝑛) 和 vol(𝑃 (𝑚, 𝑛)) 也单调收敛. 如固定 𝑚, 𝑛 中的任一者而让另一者趋近
±∞,则 (3.4.2)又蕴涵 𝛼𝑚, 𝛽𝑛 分别有极限 𝛼−, 𝛽+. 兹断言

𝛼−, 𝛽+ ≤ 𝜋
2 (3.4.3)

基于对称性,处理 𝛽+ 情形即可. 因为 𝒟 中以 𝑥0 为原点,半径有限的任何测地球内仅含
有限多个 𝑣𝑖,必存在无穷多个 𝑖使得 𝑑(𝑥0, 𝑣𝑖+1) > 𝑑(𝑥0, 𝑣𝑖). 双曲三角形中依然有大边对
大角,证明和经典情形相同,对这些 𝑖遂有 𝛼𝑖 > 𝛽𝑖+1. 推论 1.2.8导致 𝛼𝑖 + 𝛽𝑖+1 ≤ 𝜋,故
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𝛽𝑖+1 ≤ 𝜋/2. 取 𝑖 → +∞便得到 (3.4.3). 配合 (3.4.2)即得

+∞

∑
𝑖=−∞

(𝜋 − 𝜃(𝑣𝑖)) ≤ sup
𝑚,𝑛

(vol(𝑃 (𝑚, 𝑛)) + ∠(𝑣𝑚𝑥0𝑣𝑛)) . (3.4.4)

将 (3.4.4)对所有的顶点列 {𝑣𝑖}𝑖 求和,如是得到 (3.4.1).
现在任取 𝐷(𝑥0)的非无穷远顶点 𝜂,要求 𝜂非冗余,亦即 𝜃(𝜂) < 𝜋. 命题 1.6.13蕴涵

𝑁 ∶= |{𝜉 ∈ 𝜕𝐷(𝑥0) ∶ 𝜉 ∼ 𝜂}| ∈ ℤ≥1,

∑
𝜉∼𝜂

(𝜋 − 𝜃(𝜉)) = (𝑁 − 2
𝑒(𝜂)) 𝜋.

⋄ 如 𝑒(𝜂) = 1,则 0 < 𝜃(𝜂) < 𝜋 导致𝑁 ≥ 3,从而∑𝜉∼𝜂(𝜋 − 𝜃(𝜉)) ≥ 𝜋.

⋄ 如 𝑒(𝜂) ≥ 3则∑𝜉∼𝜂(𝜋 − 𝜃(𝜉)) ≥ 𝜋
3 .

⋄ 若 𝑒(𝜂) = 2而𝑁 ≥ 2,则∑𝜉∼𝜂(𝜋 − 𝜃(𝜉)) ≥ 𝜋

因为 𝑒(𝜂)和 𝑁 仅依赖 𝜂 的 ∼类,与 (3.4.1)比较可知以上三种顶点至多仅由有限
多个 ∼类组成,因此其个数有限.

⋄ 最后,若 𝑒(𝜂) = 2而𝑁 = 1,则上式给出 𝜃(𝜂) = 𝜋,这种冗余顶点已经排除.

我们已经证明了 𝐷(𝑥0)∗ 的顶点数目有限,内角 𝜋的冗余顶点不论. 于是 𝜕𝐷(𝑥0)∗ 分解成
有限个极大测地线段;此外再观察到无穷远处的顶点皆尖,这是因为这些顶点数目有限,
而边界上不可能出现如下图加粗显示的 “开口”

𝐷(𝑥0)

否则 𝐷(𝑥0)的面积将是 +∞. 综之,对 𝐷(𝑥0)应用命题 3.4.2即可导出边数有限,并且得
到椭圆点和尖点的所需性质.

以下设 𝑥0 非椭圆点. 透过 Γ作用诱导的等价关系 ∼,或等价地说 (命题 1.6.9),按定
义–命题 1.6.8的边配对,可以对𝐷(𝑥0)∗进行粘合. 以下联系群 Γ的尖点与 Dirichlet区域
𝐷(𝑥0)的无穷远点,并证明 𝑋(Γ)的紧性.

定理 3.4.5 设 Γ是 SL(2, ℝ)的离散子群,则𝑋(Γ)紧当且仅当 Γ是余有限 Fuchs群. 当此
条件成立时, 𝑋(Γ) ∖ 𝑌 (Γ)是有限集, 𝑋(Γ)等于 𝐷(𝑥0)∗ 对 Γ作用粘合的产物,而包含映射

{𝜉 ∈ 𝐷(𝑥0)∗ ∶无穷远处顶点} ↪ 𝒞Γ
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将 𝑋(Γ) ∖ 𝑌 (Γ) = Γ\𝒞Γ 等同于 𝐷(𝑥0)∗ 的无穷远点用 Γ或边配对粘合的等价类.

证明 首先说明 𝑋(Γ)紧蕴涵 Γ余有限. 根据 §3.2对坐标卡的构造, 𝑋(Γ) ∖ 𝑌 (Γ)在 𝑋(Γ)
中离散,故有限. 对于每个 𝑐 ∈ 𝑋(Γ) ∖ 𝑌 (Γ),不失一般性总能假设 𝑐 = Γ∞,它附近的坐标
邻域遂可取为

( 1 ℎℤ
1 )\ {𝜏 ∈ ℋ ∶ Im(𝜏) > 𝑐} ⊔ {∞}, ℎ ∈ ℝ>0

的形式,其中 𝑐 ≫ 0. 此坐标邻域对双曲度量的面积是 ℎ ⋅ ∫∞
𝑐

d𝑦
𝑦2 < +∞. 因为 𝑋(Γ)紧而

尖点数目有限,这就足以说明 𝑌 (Γ)的双曲面积也有限.
相对麻烦的是从 Γ余有限推导 𝑋(Γ)紧. 根据命题 A.2.3,基本区域按 ∼或边配对粘

合便给出 𝑌 (Γ)和 𝑋(Γ). 以下在上半平面ℋ 中论证. 定理 3.4.4已说明 𝐷(𝑥0)∗的每个无
穷远点都是 “尖”的,并属于 𝒞Γ;以下说明对每个 𝑡 ∈ 𝒞Γ,存在 𝛿 ∈ Γ使得 𝛿𝑡是𝐷(𝑥0)∗的
无穷远点. 老方法,对 Γ作适当共轭后,不妨假设 𝑡 = ∞ ∈ 𝒞Γ. 枚举 𝐷(𝑥0)∗ 的无穷远点
𝑡1, … , 𝑡𝑛,过每个 𝑡𝑖 = 𝛼−1

𝑖 ∞作相切的极限圆盘 𝛼−1
𝑖 𝐻 ∘

𝑐𝑖 ;此处符号和引理 3.2.6相同. 基于
定理 3.4.4建立的性质,取 𝑐1, … , 𝑐𝑛 充分接近 0,可以确保 𝐷(𝑥0) ⊂ ⋃𝑛

𝑖=1 𝛼−1
𝑖 𝐻 ∘

𝑐𝑖 .
接着用反证法: 假设 {𝑡1, … , 𝑡𝑛}和轨道 Γ∞无交. 根据引理 3.2.6,只要取 𝑐′ ≫ 0,那

么切∞的极限圆盘𝐻 ∘
𝑐′ 满足

∀𝛾 ∈ Γ, ∀1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛, 𝛾𝛼−1
𝑖 𝐻 ∘

𝑐𝑖 ∩ 𝐻 ∘
𝑐′ = ∅.

故𝐻 ∘
𝑐′ 与所有 𝛾𝐷(𝑥0)皆无交;因为 𝐷(𝑥0)是基本区域,此无可能. 于是我们验证了关于

𝑋(Γ) ∖ 𝑌 (Γ)的描述.
回顾 §3.2对 𝒞Γ附近拓扑的定义,可知 “多边形” 𝐷(𝑥0)∗视作 ℂ的闭子集,其拓扑和

来自ℋ ∗ = ℋ ⊔ 𝒞Γ的诱导拓扑相同,特别地它是紧的. 综合上述结果,将 𝐷(𝑥0)∗按 Γ粘
合后同胚于 𝑋(Γ),从而 𝑋(Γ)也紧.

例 3.4.6 设 Γ 是同余子群. 在 §1.4 中我们已经说明 𝑌 (SL(2, ℤ)) 测度有限. 因为
(SL(2, ℤ) ∶ Γ)有限, 𝑌 (Γ)测度亦有限,相应地 𝑋(Γ)为紧.

练习 3.4.7 证明余有限 Fuchs群必为有限生成群.
提示 应用练习 1.6.10.

3.5 间奏: 可公度性,算术子群,四元数
数论或表示论中常见的余有限 Fuchs群是所谓的算术子群,这是一类与代数群的整

点相关的离散子群,包括熟悉的同余子群和即将介绍的四元数代数情形. 对于算术子
群,从 𝑌 (Γ)到 𝑋(Γ)的过渡是所谓 Bailey–Borel紧化的一个特例,高维情形一般会产生
奇点.

先引进一个群论的基本概念.
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定义 3.5.1 称群 Ω的子群𝐻1, 𝐻2 是可公度的,如果 (𝐻1 ∶ 𝐻1 ∩ 𝐻2)和 (𝐻2 ∶ 𝐻1 ∩ 𝐻2)
俱有限;记作𝐻1 ≈ 𝐻2.

观察到 𝐻1 ≈ 𝐻2 蕴涵 𝐻1 ≈ 𝐻1 ∩ 𝐻2 ≈ 𝐻2. 另外,如果 Ω是 Ω′ 的子群,那么性质
𝐻1 ≈ 𝐻2 在 Ω和 Ω′ 中是等价的.

引理 3.5.2 子群的可公度性 ≈是一个等价关系.

证明 只须验证传递性. 设子群𝐻1, 𝐻2 可公度, 𝐻2, 𝐻3 亦可公度. 由嵌入

𝐻1 ∩ 𝐻2/𝐻1 ∩ 𝐻2 ∩ 𝐻3 ↪ 𝐻2/𝐻2 ∩ 𝐻3

可得

(𝐻1 ∶ 𝐻1 ∩ 𝐻2 ∩ 𝐻3) = (𝐻1 ∶ 𝐻1 ∩ 𝐻2)(𝐻1 ∩ 𝐻2 ∶ 𝐻1 ∩ 𝐻2 ∩ 𝐻3) < +∞.

同理有 (𝐻3 ∶ 𝐻1 ∩ 𝐻2 ∩ 𝐻3) < +∞. 故 (𝐻1 ∶ 𝐻1 ∩ 𝐻3)和 (𝐻3 ∶ 𝐻1 ∩ 𝐻3)俱有限.

作为例证,以下说明 SL(2, ℤ)及其 GL(2, ℚ)-共轭可公度. 这既是可公度性的初步例
子,同时又是研究 Hecke代数前的必要铺垫,见 §5.5.

命题 3.5.3 设 𝛼 ∈ GL(2, ℚ).
(i) 𝛼 SL(2, ℤ)𝛼−1 ∩ SL(2, ℤ)是同余子群,
(ii) 作为 SL(2, ℝ)的离散子群, 𝛼 SL(2, ℤ)𝛼−1 ≈ SL(2, ℤ).

证明 对于 (i),只消证明存在 𝑁 ∈ ℤ≥1 使得 𝛼−1Γ(𝑁)𝛼 ⊂ SL(2, ℤ),因如此则有 Γ(𝑁) ⊂
𝛼 SL(2, ℤ)𝛼−1 ∩ SL(2, ℤ). 设 𝛾 = 1 + 𝑁𝜂 ∈ Γ(𝑁), 其中 𝜂 ∈ M2(ℤ). 如是则 𝛼−1𝛾𝛼 =
1 + 𝑁𝛼−1𝜂𝛼. 取充分可除之正整数 𝑁0 使得 𝛼, 𝛼−1 ∈ 𝑁−1

0 M2(ℤ), 再取 𝑁 = 𝑁2
0 则有

𝑁𝛼−1𝜂𝛼 ∈ M2(ℤ). 综之 𝛼−1𝛾𝛼 ∈ M2(ℤ) ∩ SL(2, ℝ) = SL(2, ℤ).
现在处理 (ii). 由 (i)已知

(SL(2, ℤ) ∶ 𝛼 SL(2, ℤ)𝛼−1 ∩ SL(2, ℤ)) < ∞.

用自同构 𝑥 ↦ 𝛼−1𝑥𝛼搬运,得到

(𝛼−1 SL(2, ℤ)𝛼 ∶ SL(2, ℤ) ∩ 𝛼−1 SL(2, ℤ)𝛼) < ∞;

第二式中以 𝛼−1 代 𝛼,配合第一式便得出 𝛼 SL(2, ℤ)𝛼−1 ≈ SL(2, ℤ).

假定 G是能用 ℚ上多项式方程 “代数地”定义的群, 譬如 GL(𝑛), SL(𝑛)或稍后将
探讨的 ℚ上四元数代数的单位群;这样的 G称为 ℚ上的线性代数群. 分别记 G(ℚ)和
G(ℝ)为其有理点和实点所成的群,那么 𝐺 ∶= G(ℝ)自然地带有 Lie群结构. 我们分三步
对 𝐺或更一般的 Lie群定义何谓算术子群.
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(i) 根据线性代数群的一般理论,存在能由 ℚ上多项式定义的群嵌入 𝜌 ∶ G ↪ GL(𝑛).
任选 𝜌,那么 G(ℤ) ∶= 𝜌−1 GL(𝑛, ℤ) ∩ G(ℚ)是 G(ℝ)的算术子群.

(ii) 更一般地说,如果 G(ℝ)的离散子群 Γ和来自某个 ℚ-嵌入 𝜌的 G(ℤ)可公度,那么
Γ ⊂ G(ℝ)亦称为算术子群.

(iii) 对于一般的 Lie 群 𝐺, 若存在 ℚ 上的线性代数群 G′ 及如上定义之算术子群
Γ′ ⊂ G′(ℝ),连同拓扑群的满射

𝑓 ∶ G′(ℝ) ↠ 𝐺, ker(𝑓 )为紧群,

那么 Γ ∶= 𝑓(Γ′)也称为 𝐺的算术子群.

按定义,这套手续穷尽了这类 Lie群 𝐺的所有算术子群;形如 (i)和 (ii)的算术子群最为
常用.

例 3.5.4 定义中取G = SL(2),它天然地由多项式方程 {( 𝑎 𝑏
𝑐 𝑑 ) ∶ 𝑎𝑑 − 𝑏𝑐 = 1}定义,并且

存在当然的嵌入 𝜌 ∶ SL(2) ↪ GL(2). 那么 G(ℤ) = SL(2, ℤ). 任何满足 (SL(2, ℤ) ∶ Γ)有
限的子群 Γ ⊂ SL(2, ℤ)按上述定义都是算术子群;特别地,同余子群必为算术子群. 反观
之,一个自然的问题是: SL(2, ℤ)中使 (SL(2, ℤ) ∶ Γ)有限的子群是否都是同余子群? 答
案是否定的; SL(2, ℤ)的这一古怪性质早在模形式理论的萌芽时期便引起注意,史料是
[32, II.7.11]. 一般群的情形请参阅 [4].

已知 SL(2, ℝ)的算术子群都是余有限 Fuchs群,与此相关的技术和结果通称为化约
理论. 读者在计算 SL(2, ℤ)的基本区域时已经领教过一些化约手法,一般情形自然要求
更抽象的技术.

在 §3.1末尾谈到了四元数代数和相应的志村曲线,它们在数论中有深刻的渊源. 现
在给予一些较具体,然而终是蜻蜓点水的描述,证明大部省去. 这方面的文献有 [55, 56].

设 𝐹 为域,所谓 𝐹 -代数是叠架在 𝐹 -向量空间上的环结构,使得环的乘法是 𝐹 -双线
性型;典型例子是 𝑛 × 𝑛矩阵代数 M𝑛(𝐹 ). 这里的代数均指含幺结合代数,未必交换. 代
数之间的同态定义为 𝐹 -线性的环同态. 相关理论见 [59,第七章].

定义 3.5.5 设 𝐹 是特征 ≠ 2的域, 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐹 ×. 定义 𝐹 上的四元数代数 𝐵 ∶= (
𝑎, 𝑏
𝐹 )为

以 1, 𝑖, 𝑗, 𝑘为基的 4维 𝐹 -向量空间,乘法结构由

1 ∶乘法幺元, 𝑖2 = 𝑎, 𝑗2 = 𝑏, 𝑖𝑗 = 𝑘 = −𝑗𝑖

完全确定. 作为 𝐹 -代数同构于M2(𝐹 )的四元数代数称为是分裂的.

观察到 ℍ ∶= (
−1, −1

ℝ )无非是熟悉的 Hamilton四元数代数.
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读者可以验证这般代数结构是良定的,或者直接在M2里实现它: 取𝑋2 − 𝑎 ∈ 𝐹 [𝑋]
的分裂域 𝐹 (√𝑎),再定义 𝐹 -向量空间的映射

𝐹 ⊕ 𝐹 𝑖 ⊕ 𝐹 𝑗 ⊕ 𝐹 𝑘 ⟶ M2 (𝐹 (√𝑎))

𝑥 + 𝑦𝑖 + 𝑧𝑗 + 𝑤𝑘 ⟼
⎛
⎜
⎜
⎜
⎝

𝑥 + 𝑦√𝑎 𝑧 + 𝑤√𝑎

𝑏(𝑧 − 𝑤√𝑎) 𝑥 − 𝑦√𝑎

⎞
⎟
⎟
⎟
⎠

.
(3.5.1)

请读者动手验证这是单射,右式对乘法封闭,而且M2 (𝐹 (√𝑎))的乘法搬回 𝐵上正如定

义 3.5.5 (只消对 𝑖, 𝑗, 𝑘的像检查). 因之 𝐵 → M2 (𝐹 (√𝑎))为 𝐹 -代数的嵌入. 以下性质
都是容易的.

⋄ 将基中的 𝑖, 𝑗 调换, 代 𝑘为 −𝑘, 可见 (
𝑎, 𝑏
𝐹 ) ≃ (

𝑏, 𝑎
𝐹 ). 用 𝑠, 𝑡 ∈ 𝐹 × 将基作伸缩

𝑖 𝑠𝑖, 𝑗  𝑡𝑗, 𝑘 𝑠𝑡𝑘,可见 (
𝑎, 𝑏
𝐹 ) ≃ (

𝑠2𝑎, 𝑡2𝑏
𝐹 ).

⋄ 域变换下的行为也是明白的: 设 𝐸 是 𝐹 的扩域, 按定义遂有 𝐸-代数的同构

(
𝑎, 𝑏
𝐹 ) ⊗

𝐹
𝐸 ≃ (

𝑎, 𝑏
𝐸 ).

⋄ 基于 (3.5.1), 当 𝑎 ∈ 𝐹 ×2 时 (
𝑎, 𝑏
𝐹 )

∼→ M2(𝐹 ) 故分裂; 当 𝑏 ∈ 𝐹 ×2 时 (
𝑎, 𝑏
𝐹 ) ≃

(
𝑏, 𝑎
𝐹 )亦分裂. 特别地,代数闭域上的四元数代数总是分裂.

在一般的四元数代数 𝐵上定义共轭运算

𝑞 = 𝑥 + 𝑦𝑖 + 𝑧𝑗 + 𝑤𝑘 ⟼ 𝑥 − 𝑦𝑖 − 𝑧𝑗 − 𝑤𝑘 =∶ ̄𝑞,

和从 𝐵到 𝐹 的多项式映射:

既约迹 Tr(𝑥 + 𝑦𝑖 + 𝑧𝑗 + 𝑤𝑘) = 2𝑥,
既约范数 Nrd(𝑥 + 𝑦𝑖 + 𝑧𝑗 + 𝑤𝑘) = 𝑥2 − 𝑎𝑦2 − 𝑏𝑧2 + 𝑎𝑏𝑤2.

例行的操作给出 𝑞 ↦ 𝑞是 𝐹 -线性映射,服从于 𝑞1 ⋅ 𝑞2 = 𝑞2 ⋅ 𝑞1 和

Tr(𝑞) = 𝑞 + ̄𝑞, Nrd(𝑞) = 𝑞 ̄𝑞 = ̄𝑞𝑞, Nrd(1) = 1,
Nrd(𝑞1𝑞2) = Nrd(𝑞1)Nrd(𝑞2) = Nrd(𝑞2𝑞1).

命题 3.5.6 设 𝐵 为 𝐹 上的四元数代数, 那么 𝑞 ∈ 𝐵 可逆当且仅当 Nrd(𝑞) ∈ 𝐹 ×, 这时
𝑞−1 = Nrd(𝑞)−1𝑞. 特别地, 𝐵是可除代数的充要条件是 Nrd(𝑞) = 0 ⟺ 𝑞 = 0.
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证明 从 𝑞𝑞−1 = 1可得 Nrd(𝑞)Nrd(𝑞−1) = 1,故 Nrd(𝑞) ∈ 𝐹 × 而 𝑞−1 = Nrd(𝑞)−1𝑞. 反过来
说,若 Nrd(𝑞) ∈ 𝐹 × 则 Nrd(𝑞)−1𝑞显然给出 𝑞的逆.

定义乘法群 𝐵1 ∶= {𝑞 ∈ 𝐵 ∶ Nrd(𝑞) = 1} ⊂ 𝐵×. 分裂情形下 𝐵× ≃ GL(2, 𝐹 ),而 Tr
和 Nrd分别对应到方阵的 Tr和 det,从而 𝐵1 ≃ SL(2, 𝐹 ).

例 3.5.7 当 𝐹 = ℝ 时, 将 (𝑎, 𝑏) 适当伸缩并重排后可将 𝐵 = (
𝑎, 𝑏
𝐹 ) 之分类化约到

(𝑎, 𝑏) = (−1, −1), (1, −1)和 (1, 1)情形,分类为如下两种.

1. 已知 (
−1, −1

𝐹 ) ≃ ℍ,此时 (3.5.1)给出的 ℍ ↪ M2(ℂ)诱导群同构

𝐵1 ≃ ℍ1 ∼⟶ SU(2)

𝑢 + 𝑣𝑗 ⟼
⎛
⎜
⎜
⎜
⎝

𝑢 𝑣

−𝑣 𝑢

⎞
⎟
⎟
⎟
⎠

, 𝑢, 𝑣 ∈ ℂ = ℝ ⊕ ℝ𝑖 ↪ ℍ.

2. 根据定义 3.5.5之后的讨论, (
1, −1

𝐹 )和 (
1, 1
𝐹 )皆分裂,此时 𝐵1 ≃ SL(2, ℝ).

以下设域 𝐹 是 ℚ的有限扩张, 𝔬𝐹 是 𝐹 中代数整数所成之环;或者简单起见不妨取
𝐹 = ℚ, 𝔬𝐹 = ℤ.

定义 3.5.8 包含于 𝐹 -代数 𝐵的序模系指一个 𝔬𝐹 -子模 𝒪 ⊂ 𝐵,使得
⋄ 𝒪 是有限秩自由 𝔬𝐹 -模,
⋄ 𝒪 同时也是 𝐵的子环，
⋄ 𝐹 𝒪 = 𝐵.

上述定义适用于任何 𝐹 -代数 𝐵; 如果 𝒪 对序模的包含关系是极大元, 则称之为极大
序模.

序模的角色是在 𝐵上定义整结构. 从定义条件立见 rk𝔬𝐹 𝒪 = dim𝐹 𝐵.

例 3.5.9 取 𝐹 = ℚ. 对于 (
−1, −1

ℚ ),序模的显然候选是 ℤ ⊕ ℤ𝑖 ⊕ ℤ𝑗 ⊕ ℤ𝑘. 这不是极

大序模: 它包含于 Hurwitz序模

𝒪 ∶= {
𝑥 + 𝑦𝑖 + 𝑧𝑗 + 𝑤𝑘

2 ∶ 𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑤 ∈ ℤ, 同奇偶性}

= ℤ ⊕ ℤ𝑖 ⊕ ℤ𝑗 ⊕ ℤ ⋅ 1 + 𝑖 + 𝑗 + 𝑘
2 .

练习 3.5.10 试证明上述之 Hurwitz序模是极大序模.
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以多项式方程定义在 𝐹 上的对象也可以定义在 ℚ上,然而每个 𝐹 -值坐标都得用
[𝐹 ∶ ℚ]个 ℚ-值坐标来代替,这套手续称为纯量限制或Weil限制. 施之于 𝐹 上的四元数
代数 𝐵,这无非是将 𝐵 看成 4[𝐹 ∶ ℚ]维 ℚ-代数. 不难想见 𝐵1 成为 ℚ上的线性代数群,
毕竟一切都是代数地定义在有限维仿射空间上的.

今起假设 𝐹 是全实域,亦即所有域嵌入 𝐹 ↪ ℂ的像都在 ℝ中. 将这些嵌入标为 𝜄𝑖,
其中 0 ≤ 𝑖 < [𝐹 ∶ ℚ]. 将 𝐹 写成 ℚ(𝜃)之形,其中 𝜃 ∈ ℂ的首一极小多项式为 𝑃 ∈ ℚ[𝑋],
𝐹 ≃ ℚ[𝑋]/(𝑃 ),那么这些域嵌入透过 𝜄𝑖(𝜃) = 𝜃𝑖 一一对应于 𝑃 在 ℂ中的根 𝜃0, 𝜃1, …,它们

都落在 ℝ中. 用 𝐵 ⊗
𝐹 ,𝜄𝑖

ℝ表示对域扩张 𝐹
𝜄𝑖 ℝ取张量积,于是乎有 ℝ-代数的同构

𝐵 ⊗
ℚ

ℝ ≃ 𝐵 ⊗
𝐹 (𝐹 ⊗

ℚ
ℝ) ≃ 𝐵 ⊗

𝐹 (
ℝ[𝑋]
(𝑃 ) )

≃ 𝐵 ⊗
𝐹

[𝐹 ∶ℚ]−1

∏
𝑖=0

ℝ[𝑋]
(𝑋 − 𝜃𝑖)

≃
[𝐹 ∶ℚ]−1

∏
𝑖=0 (

𝐵 ⊗
𝐹 ,𝜄𝑖

ℝ
)

.

进一步假定存在唯一的 𝑖使得 𝐵 ⊗
𝐹 ,𝜄𝑖

ℝ分裂,不妨设 𝑖 = 0. 那么根据例 3.5.7,当 𝑖 ≥ 1

时则有 (𝐵 ⊗
𝐹 ,𝜄𝑖

ℝ)1 ≃ ℍ1 ≃ SU(2),从而有嵌入

(𝜄0, 𝜄1, …) ∶ 𝐵1 ↪ (𝐵 ⊗
ℚ

ℝ)1 ≃ SL(2, ℝ) ×
[𝐹 ∶ℚ]−1

∏
𝑖=1

SU(2).

注意到 𝐵1 是 ℚ上的线性代数群,另记为 G′,那么嵌入的右端是 Lie群 G′(ℝ);投影同态
G′(ℝ) 𝜋

SL(2, ℝ)的核是紧群. 合成同态 𝜋 ∘ (𝜄0, 𝜄1, …)无非是对应 𝜄0 的群嵌入

𝐵1 ↪ (𝐵 ⊗
𝐹 ,𝜄0

ℝ)1 ≃ SL(2, ℝ). (3.5.2)

不难验证 𝒪 ∩ 𝐵1 对之的像是 SL(2, ℝ)的算术子群. 这是从序模构造算术子群的手法.

例 3.5.11 取 𝐹 = ℚ, 𝐵 = M2(ℚ), 序模为 𝒪 ∶= M2(ℤ). 那么 𝒪 ∩ 𝐵1 透过 (3.5.2) 在
SL(2, ℝ)中的像无非是熟知的 SL(2, ℤ).

作为另一则示范,今参照 [33, §5]取 𝐹 = ℚ, 𝐵 = (
2, −3

ℚ ). 例 3.5.7表明 𝐵 ⊗
ℚ

ℝ ≃

(
1, −1

ℝ )分裂. 取序模为

𝒪 ∶= ℤ ⊕ ℤ ⋅ 𝑖 + 𝑘
2 ⊕ ℤ ⋅ 1 + 𝑗

2 ⊕ ℤ𝑘.
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它实际是一个极大序模. 嵌入 𝐵 ↪ M2(ℝ)取为合成

𝐵
(3.5.1)

M2 (ℚ(√2))
ℚ(√2) ⊂ ℝ

M2(ℝ).

所得的算术子群记作 Γ6
0 (1) ⊂ SL(2, ℝ). 以下讨论它的 Dirichlet区域,见 §1.6.

记 2𝑗 − 𝑘 ∈ 𝐵× 在ℋ 上的作用为 𝜋6. 定义

𝑎 ∶= (−2√2 + 3)√−3
3 , 𝑏 ∶= (4√2 − 5)(3 + 2√−3)

21 , 𝑐 ∶= (√2 − 1)(1 + √−2)
3 .

取 𝑏′, 𝑐′ 为 𝑏, 𝑐 对虚数轴的镜射,再取 𝑑′ ∶= 𝜋6(𝑏), 𝑑 ∶= 𝜋6(𝑏′), 𝑒 ∶= 𝜋6(𝑎). 那么 Γ6
0 (1)

在ℋ 上作用的 Dirichlet区域可以取为以点 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑, 𝑒, 𝑑′, 𝑐′, 𝑏′为顶点的测地多边形 (如
图).

图 3.5.1: Γ6
0 (1)的一个基本区域,以 SageMath软件绘制.

该基本区域的样貌与同余子群情形显著不同: 它没有无穷远点,因而为紧,由此推
得 𝑌 (Γ6

0 (1)) = 𝑋(Γ6
0 (1))已然是紧 Riemann曲面. 推而广之,以下命题断言来自 𝐵1 的算

术子群皆无尖点.

命题 3.5.12 设 𝐵 = (
2, −3

ℚ ),那么 𝐵 非分裂. 若 Γ ⊂ SL(2, ℝ)是来自 𝐵1 的算术子群,

则 Γ不含抛物元;特别地, Γ无尖点.

证明 我们先说明任何 𝑞 ∈ 𝐵1 ∖ {±1}都不可能透过 (3.5.2)映为 SL(2, ℝ)的抛物元. 记
𝑞 在 SL(2, ℝ)中的像为 𝛾 . 若 𝛾 为抛物元,那么 Tr(𝛾)2 = 4蕴涵 𝑞 = ±1 + 𝑦𝑖 + 𝑧𝑗 + 𝑤𝑘,
而 Nrd(𝑞) = det(𝛾) = 1蕴涵 −2𝑦2 + 3𝑧2 − 6𝑤2 = 0有非平凡的有理解;行换元 𝑦  3𝑦,
𝑧  2𝑧后这等价于 −3𝑦2 + 2𝑧2 = 𝑤2 有非平凡有理解. 更可进一步假设 𝑦, 𝑧, 𝑤 ∈ ℤ无
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≠ ±1的公因子. 因为 2非 mod 3的二次剩余,故

2𝑧2 ≡ 𝑤2 (mod 3) ⟹ 𝑧 ≡ 0 (mod 3) ⟹ 𝑧 ≡ 𝑤 ≡ 0 (mod 3),

于是 𝑦2 = 𝑤2−2𝑧2

−3 也被 3整除,矛盾.
特别地, Γ作为 𝒪 ∩ 𝐵1 的像不可能包含抛物元. 假如 𝐵 分裂,则 𝐵1 ≃ SL(2, ℚ) ⊃

( 1 ℚ
1 )将包含 SL(2, ℝ)的抛物元,亦矛盾. 尖点之阙如则是定义 3.2.1的直接结论.

注记 3.5.13 A. Weil 对典型群的分类蕴涵以下推论: 精确到可公度性, SL(2, ℝ) (或
PSL(2, ℝ)) 的所有算术子群 Γ (或 Γ) 都透过 (3.5.2) 来自某个全实域 𝐹 , 只对一个嵌入
𝐹 ↪ ℝ分裂的四元数 𝐹 -代数 𝐵,以及序模 𝒪 ⊂ 𝐵. 相关细节和 Γ的基本区域的性质可
参阅 [56, §38]. 一个事实是 𝐵 非分裂时 𝑌 (Γ)必为紧. 命题 3.5.12已经实算了一个具体
例子.

志村曲线的众多妙用之一是构造两个二维紧 Riemann流形,使之不等距但等谱;后
者意谓两者的 Laplace–Beltrami算子有相同的特征值 (计重数),见 [55, IV.3.E]. 为此须
运用 ℚ的二次扩张上的四元数代数和 Selberg迹公式,这已经逾越本书范围.

3.6 整权模形式的一般定义
模形式在同余子群情形的定义 1.5.8可以毫不困难地推及任何余有限 Fuchs群 Γ.

相关讨论几乎与 §1.5平行.
择定权 𝑘 ∈ ℤ. 先前关于 𝑌 (Γ)和 𝑋(Γ)的种种构造仅涉及 Γ的结构. 一旦考虑定义

1.5.3中 Γ的右作用 𝑓 ↦ 𝑓 |𝑘 𝛾 ,由于 𝑓 |𝑘 (−1) = (−1)𝑘𝑓 ,当 𝑘 ∉ 2ℤ时单看 Γ是不够的.
我们将需要以下概念.

定义 3.6.1 (正则尖点) 设 −1 ∉ Γ 而 𝑡 ∈ 𝒞Γ. 存在 𝛼 ∈ SL(2, ℝ) 使得 𝑡 = 𝛼∞, 从而在
PSL(2, ℝ)中

𝛼−1Γ𝑡𝛼 = ⟨( 1 ℎ
1 )⟩ , ℎ ∈ ℝ>0;

见 (3.2.1),该处的 𝛼相当于这里的 𝛼−1. 现将上式提升到 SL(2, ℝ)中来考察. 因为−1 ∉ Γ,
以下两种情形必居其一:

⋄ 若 ( 1 ℎ
1 ) ∈ 𝛼−1Γ𝑡𝛼,称相应的尖点为正则的;

⋄ 若 −( 1 ℎ
1 ) ∈ 𝛼−1Γ𝑡𝛼,称相应的尖点为非正则的.

练习 3.6.2 验证以上定义不依赖于 𝛼 的选取,而且只关乎 𝑡的 Γ轨道,换言之只依赖于
𝑋(Γ)中相应的尖点.

练习 3.6.3 证明当𝑁 ≥ 3 (或𝑁 ≥ 5)时, Γ(𝑁) (或 Γ1(𝑁))的所有尖点都正则.
提示 对于 Γ(𝑁),考虑由 𝛼∞ ∈ ℚ∗ 给出的尖点,其中 𝛼 ∈ SL(2, ℤ). 由 𝛼−1Γ(𝑁)𝛼 =

Γ(𝑁)可见 𝛼−1Γ(𝑁)𝛼∞𝛼 = Γ(𝑁)∞,而条件蕴涵 Γ(𝑁)∞ = ( 1 𝑁ℤ
1 ). 对于 Γ1(𝑁),若存在非
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正则极点,则存在抛物元素 𝛾 ∈ Γ1(𝑁)使得 Tr(𝛾) = −2,这将蕴涵𝑁 ∣ 4.

非正则尖点的实例将在例 4.2.5给出.
对于全纯函数 𝑓 ∶ ℋ → ℂ,假若 𝑓 有周期 𝑥 > 0,亦即 𝑓(𝜏 + 𝑥) = 𝑓(𝜏),则可以按

Laurent级数展开
𝑓(𝜏) = ∑

𝑛∈ℤ
𝑎𝑛𝑞𝑛

𝑥, 𝑞𝑥 ∶= 𝑒2𝜋𝑖𝜏/𝑥.

一如定义 1.5.6,我们按展开中是否仅有 𝑛 ≥ 0 (或 𝑛 > 0,或至多有限个 𝑛 < 0)的非零项,
称 𝑓 在∞处全纯 (或消没,或亚纯). 这些性质在平移变换 𝑓(𝜏)  𝑓(𝜏 + 𝑏)下并不改变
(𝑏 ∈ ℝ). 此一展开式称为 Fourier展开,系数称为 Fourier系数.

对每个 𝑡 = 𝛼∞ ∈ 𝒞Γ,其中 𝛼 ∈ SL(2, ℝ),我们希望探讨 𝑓 |𝑘 𝛼在∞处的 Fourier展
开. 为此,我们取 𝑓 |𝑘 𝛼的周期

𝑥 ∶= min
⎧⎪
⎨
⎪⎩

𝑥′ ∈ ℝ>0 ∶
⎛
⎜
⎜
⎜
⎝

1 𝑥′

1

⎞
⎟
⎟
⎟
⎠

∈ 𝛼−1Γ𝑡𝛼
⎫⎪
⎬
⎪⎭

,

此时

𝛼−1Γ𝑡𝛼 ∩
⎛
⎜
⎜
⎜
⎝

1 ∗

1

⎞
⎟
⎟
⎟
⎠

=
⎛
⎜
⎜
⎜
⎝

1 𝑥ℤ

1

⎞
⎟
⎟
⎟
⎠

.

上式的 𝑥未必等于定义 3.6.1中的 ℎ,因为后者是在 PSL(2, ℝ)中来考虑的. 在此请读者
验证: 若 −1 ∈ Γ则 𝑥 = ℎ;若 −1 ∉ Γ则

𝑥 =
⎧⎪
⎨
⎪⎩

ℎ, 𝑡为正则尖点
2ℎ, 𝑡非正则尖点.

(3.6.1)

定义 3.6.4 设 Γ为余有限 Fuchs群, 𝑘 ∈ ℤ. 对于全纯函数 𝑓 ∶ ℋ → ℂ,若

(i) 对所有 𝛾 ∈ Γ皆有 𝑓 |𝑘 𝛾 = 𝑓 ,

(ii) 对每个 𝑡 = 𝛼∞ ∈ 𝒞Γ,其中 𝛼 ∈ SL(2, ℝ)者, 𝑓 |𝑘 𝛼在∞处全纯,

则称 𝑓 是权为 𝑘,级为 Γ的模形式. 若进一步在 (ii)中要求 𝑓 |𝑘 𝛼 在∞处消没,则称 𝑓
是尖点形式. 它们构成的 ℂ-向量空间分别记为𝑀𝑘(Γ)和 𝑆𝑘(Γ). 若将 𝑓 在ℋ 上及在条
件 (ii)中的全纯条件放宽为亚纯,相应地便得到亚纯模形式的概念.

尖点处的条件 (ii)只依赖于 𝑡的 Γ-轨道,或者说只依赖于双陪集 Γ⋅𝛼 ⋅StabSL(2,ℝ)(∞),
道理与定义–命题 1.5.9前的讨论类似,细说如下:

⋄ 基于条件 (i),将 𝛼左乘以 Γ的元素不改变 𝑓 |𝑘 𝛼.
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⋄ 设 𝛽 ∈ StabSL(2,ℝ)(∞). 按引理 1.1.6表之为

𝛽 =
⎛
⎜
⎜
⎜
⎝

𝑎 𝑏

𝑎−1

⎞
⎟
⎟
⎟
⎠

, 𝛽 ∶ 𝜏 ↦ 𝑎2𝜏 + 𝑎𝑏.

变 𝛼为 𝛼𝛽 相当于变 𝑔 ∶= 𝑓 |𝑘 𝛼为 𝑔∗ ∶= 𝑔 |𝑘 𝛽 ∶ 𝜏 ↦ 𝑎−𝑘𝑔(𝑎2𝜏 + 𝑎𝑏). 又由于

𝛽−1
⎛
⎜
⎜
⎜
⎝

1 𝑥

1

⎞
⎟
⎟
⎟
⎠

𝛽 =
⎛
⎜
⎜
⎜
⎝

𝑎−1 −𝑏

𝑎

⎞
⎟
⎟
⎟
⎠

⎛
⎜
⎜
⎜
⎝

1 𝑥

1

⎞
⎟
⎟
⎟
⎠

⎛
⎜
⎜
⎜
⎝

𝑎 𝑏

𝑎−1

⎞
⎟
⎟
⎟
⎠

=
⎛
⎜
⎜
⎜
⎝

1 𝑎−2𝑥

1

⎞
⎟
⎟
⎟
⎠

,

所论的周期 𝑥相应地变为 𝑎−2𝑥. 综之,

𝑔∗(𝜏) = 𝑎−𝑘
∑𝑛

𝑎𝑛 exp (2𝜋𝑖𝑛 ⋅ 𝑎2𝜏 + 𝑎𝑏
𝑥 )

= 𝑎−𝑘
∑𝑛

𝑎𝑛 exp (2𝜋𝑖𝑛 ⋅ 𝜏
𝑎−2𝑥) exp (2𝜋𝑖𝑛𝑥−1𝑎𝑏)

= 𝑎−𝑘
∑𝑛

𝑎𝑛 exp (2𝜋𝑖𝑛𝑥−1𝑎𝑏) 𝑞𝑛
𝑎−2𝑥.

故条件 (ii)中相应的全纯和消没性质亦不变. 进一步, Fourier展开的常数项只差一
个因子 𝑎−𝑘.

注记 3.6.5 今后将反复运用以下观察: 模形式 𝑓 ∈ 𝑀𝑘(Γ)或 𝑆𝑘(Γ)的定义中, (i)的 Γ-不
变性当然和 Γ的选择密切相关;条件 (ii)则只牵涉 𝒞Γ. 作为推论,给定余有限 Fuchs群
Γ, Γ′ ⊂ SL(2, ℝ),当两者可公度时 (定义 3.5.1),条件 (ii)对 Γ和对 Γ′是同一的,缘由在于
命题 3.2.2确保

𝒞Γ = 𝒞Γ∩Γ′ = 𝒞Γ′ .

作为推论,当 (Γ ∶ Γ′) < +∞时𝑀𝑘(Γ) = 𝑀𝑘(Γ′)Γ-不变, 𝑆𝑘(Γ) = 𝑆𝑘(Γ′)Γ-不变.

注记 3.6.6 如果 Γ没有尖点 (例如 §3.5提及的志村曲线情形),定义 3.6.4的条件 (ii)便
是空的. 如此一来,模形式和模曲线 𝑋(Γ)的定义在无尖点情形是大大地简化了;另一方
面,无尖点则无 Fourier展开,这对模形式的深入研究会带来更大的挑战.

以下结果对于验证一个函数是否为模形式极为方便,有时甚且是必要的.

命题 3.6.7 令 Γ为余有限 Fuchs群, 𝑘 ∈ ℤ. 设全纯函数 𝑓 ∶ ℋ → ℂ满足
⋄ 定义 3.6.4中的 Γ-不变性 (i),
⋄ 存在尖点 𝑡 = 𝛼∞ ∈ 𝒞Γ 和相应的 Fourier展开 𝑓 |𝑘 𝛼 = ∑𝑛≥0 𝑎𝑛𝑞𝑛

𝑥,使得存在依赖
于 𝑓, 𝑡的常数𝑀 ≥ 0使得 |𝑎𝑛| ≪ 𝑛𝑀 ,
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那么 𝑓 在 Γ的每个尖点处都全纯,因而 𝑓 ∈ 𝑀𝑘(Γ).

证明 取共轭 Γ 𝛼−1Γ𝛼和 𝑓  𝑓 |𝑘 𝛼,可化约到∞ ∈ 𝒞Γ 而 𝛼 = 1的情形. 我们希望
证明当

𝛽 = ( 𝑎 𝑏
𝑐 𝑑 ) ∈ SL(2, ℝ), 𝑡 = 𝛽∞ ∈ 𝒞Γ ∖ {∞},

时,函数 𝑔 ∶= 𝑓 |𝑘 𝛽 在∞处全纯. 观察到 𝑡 ≠ ∞蕴涵 𝑐 ≠ 0,而

𝑔(𝜏) = (𝑐𝜏 + 𝑑)−𝑘
∑
𝑛≥0

𝑎𝑛𝑄𝑛
𝑥, 𝑄𝑥 ∶= exp (2𝜋𝑖𝑥−1 ⋅ 𝑎𝜏 + 𝑏

𝑐𝜏 + 𝑑 ) .

设 𝑔(𝜏)在 ∞处的 Laurent展开为 ∑𝑛∈ℤ 𝑏𝑛𝑞𝑛
𝑦 , 其中 𝑞𝑦 ∶= exp(2𝜋𝑖𝑦−1𝜏), 𝑦 ∈ ℝ>0. 根据

复变函数论的常识 (如 [63, §4.2,定理 1]),仅须证明 lim𝜏→∞ 𝑞𝑦𝑔(𝜏) = 0即足. 注意到当
Im(𝜏) → +∞而 0 ≤ Re(𝜏) ≤ 𝑦时,

⋄ 𝑞𝑦 作为 Im(𝜏)的函数按指数衰减;
⋄ (𝑐𝜏 + 𝑑)−𝑘 至多按 Im(𝜏)的多项式增长.

上述估计对 Re(𝜏)还是一致的. 故仅须证明∑𝑛≥0 𝑎𝑛𝑄𝑛
𝑥 相对于 Im(𝜏)至多呈多项式增长.

设 𝜏 = 𝑢 + 𝑖𝑣,其中 𝑣 > 0而 0 ≤ 𝑢 ≤ 𝑦. 以 ⌈𝑀⌉代𝑀 可设𝑀 ∈ ℤ≥0. 根据引理 1.1.2,

∑
𝑛≥0

𝑎𝑛𝑄𝑛
𝑥 ≪ ∑

𝑛≥0
𝑛𝑀 |𝑄𝑥|𝑛,

|𝑄𝑥| = exp (−2𝜋𝑥−1 Im (
𝑎𝜏 + 𝑏
𝑐𝜏 + 𝑑 ))

= exp (−2𝜋𝑥−1|𝑐𝜏 + 𝑑|−2𝑣) .

兹断言存在实系数多项式 𝑃 使得

∑
𝑛≥0

𝑛𝑀 |𝑄𝑥|𝑛 = 𝑃 (|𝑄𝑥|)
(1 − |𝑄𝑥|)𝑀+1 .

引入变元 𝑞,在收敛范围 |𝑞| < 1内考虑∑𝑛≥0 𝑞𝑛 = (1 − 𝑞)−1,反复求导得∑𝑛≥ℎ (𝑛
ℎ)𝑞𝑛−ℎ =

(1 − 𝑞)−ℎ−1,如是可导出以上性质.

当 𝑣 → ∞时𝑄𝑥 → 𝑒2𝜋𝑖𝑥−1𝑡,故 𝑃 (|𝑄𝑥|)有极限. 为了得出∑𝑛≥0 𝑛𝑀 |𝑄𝑥|𝑛对 𝑣 = Im(𝜏)
至多按多项式增长,只要证明存在𝑁 > 0使得

lim
𝑣→∞

1
𝑣𝑁 (1 − |𝑄𝑥|)

= 0,
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而且该极限对 𝑢 ∈ [0, 𝑦]是一致的. 当 𝑣 → +∞时,

1 − |𝑄𝑥| = 1 − exp (−2𝜋𝑥−1|𝑐𝜏 + 𝑑|−2𝑣)
= 2𝜋𝑥−1|𝑐𝜏 + 𝑑|−2𝑣 (1 + 𝑜(1)) .

因为 𝑢 ∈ [0, 𝑦],故 𝑣 → +∞时 |𝑐𝜏 + 𝑑|2 = (𝑐𝑢 + 𝑑)2 + (𝑐𝑣)2 ∼ 𝑐2𝑣2. 于是取𝑁 ≥ 2即有

𝑣𝑁 (1 − |𝑄𝑥|) ≈ 2𝜋𝑥−1𝑐−2𝑣𝑁−1(1 + 𝑜(1)) 𝑣→+∞ ∞.

相关估计对 𝑢显然是一致的. 证毕.

我们将在定理 7.1.1推导上述结果在 𝑓 ∈ 𝑆𝑘(Γ)时的逆命题: 𝑓 在尖点的 Fourier系
数至多按 𝑛𝑘/2 增长. 当 Γ是同余子群时,可进一步对所有 𝑓 ∈ 𝑀𝑘(Γ)得到 𝑛𝑘 的估计,见
定理 7.1.2.

3.7 Petersson内积
选定余有限 Fuchs群 Γ ⊂ SL(2, ℝ),本节主旨是在 𝑆𝑘(Γ)上定义一个标准的 Hermite

内积. 所谓 ℂ-向量空间 𝑆 上的 Hermite 内积, 是指一个服从下述条件的映射 (⋅|⋅) ∶
𝑆 × 𝑆 → ℂ

⋄ (𝑎𝑥 + 𝑏𝑦|𝑧) = 𝑎 (𝑥|𝑧) + 𝑏 (𝑦|𝑧),其中 𝑎, 𝑏 ∈ ℂ;
⋄ (𝑥|𝑦) = (𝑦|𝑥);
⋄ (𝑥|𝑥) ≥ 0,等号成立当且仅当 𝑥 = 0.

按注记 3.1.5,我们选定 Γ的基本区域 ℱ 使得 𝜕ℱ 为零测集,比方说 Dirichlet区域,
以其双曲测度来定义 vol(𝑌 (Γ)) < +∞. 进一步,可以谈论任意可测函数 𝜑 ∶ 𝑌 (Γ) → ℂ是
否可积,及其积分的值;相应的测度且记为 𝜇. 对此可有两种等价的观点:

⋄ 扣掉 Γ的椭圆点 (可数多个,离散)得到 Γ-不变开子集ℋ ′ ⊂ ℋ ,相应地有 𝑌 (Γ)′ ⊂
𝑌 (Γ). 于是 𝑌 ′(Γ)是ℋ ′ 对自由群作用的商,从ℋ ′ 继承 Riemann流形结构. 本节
记相应的测度为 𝜇.

⋄ 将 𝜑拉回ℋ ,再限制到 ℱ 上对双曲测度积分,亦即

∫𝑌 (Γ)
𝜑(𝜏) d𝜇(𝜏) = ∫ℱ

𝜑(𝜏)d𝑥 ∧ d𝑦
𝑦2 , 𝜏 = 𝑥 + 𝑖𝑦.

既然 vol(𝑌 (Γ)) < +∞,任何 𝑌 (Γ)上的有界可测函数都可积.

以下选定 𝑘 ∈ ℤ以定义模形式空间𝑀𝑘(Γ) ⊃ 𝑆𝑘(Γ); 它们都是有限维 ℂ-向量空间
(推论 4.3.2,定理 4.6.3).
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定义–定理 3.7.1 设 𝑓, 𝑔 ∈ 𝑀𝑘(Γ),其中至少有一者属于 𝑆𝑘(Γ),则

(𝑓 |𝑔)Pet ∶= 1
vol(𝑌 (Γ)) ∫𝑌 (Γ)

𝑓(𝜏)𝑔(𝜏) Im(𝜏)𝑘 d𝜇(𝜏)

是良定的;这给出 𝑆𝑘(Γ)上的 Hermite内积,称为 Petersson内积.

证明 定义连续函数 𝜑(𝜏) = 𝜑[𝑓 , 𝑔](𝜏) ∶= 𝑓(𝜏)𝑔(𝜏) Im(𝜏)𝑘. 首务是证 𝜑 = 𝜑[𝑓 , 𝑔]下降
为 𝑌 (Γ)上的函数. 对任意 𝛾 ∈ GL(2, ℝ)+,应用定义 1.5.3和引理 1.1.2来改写

𝜑[𝑓 , 𝑔](𝛾𝜏) = (𝑓 |𝑘 𝛾)(𝜏)(𝑔 |𝑘 𝛾)(𝜏) det(𝛾)−𝑘𝑗(𝛾, 𝜏)𝑘𝑗(𝛾, 𝜏)𝑘⋅
⋅ Im(𝜏)𝑘(det 𝛾)𝑘|𝑗(𝛾, 𝜏)|−2𝑘

= (𝑓 |𝑘 𝛾)(𝜏)(𝑔 |𝑘 𝛾)(𝜏) Im(𝜏)𝑘

= 𝜑 [𝑓 |𝑘 𝛾, 𝑔 |𝑘 𝛾] (𝜏).

(3.7.1)

若取 𝛾 ∈ Γ便得到 𝜑(𝛾𝜏) = 𝜑(𝜏).
视 𝜑为 𝑌 (Γ)上的函数,则连续性自动成立. 现在考量 𝜑在任意 𝑡 = 𝛼∞ ∈ 𝒞Γ 附近

的性状,其中 𝛼 ∈ SL(2, ℝ). 根据 (3.7.1),

𝜑(𝛼𝜏) = (𝑓 |𝑘 𝛼)(𝜏)(𝑔 |𝑘 𝛼)(𝜏) Im(𝜏)𝑘

当 𝑦 ∶= Im(𝜏) → +∞ 时 𝑦𝑘 呈多项式增长, 而从模形式的 Fourier 展开可知 𝑓 |𝑘 𝛼 和
𝑔 |𝑘 𝛼在 𝑦 ↦ +∞时皆有界,而且其中属于 𝑆𝑘(Γ)者按 | exp(2𝜋𝑖𝜏/𝑥)| = exp(−2𝜋𝑦/𝑥)递减
到零,这里 𝑥 ∈ ℝ>0. 指数支配多项式,故 𝜑(𝛼𝜏) → 0. 这就将 𝜑连续地按零延拓到 𝑋(Γ)
上,而 𝑋(Γ)紧导致 |𝜑|有界,因此 ∫𝑌 (Γ) |𝜑| < +∞.

显然 (𝑓 |𝑔)Pet = (𝑔|𝑓)Pet. 设 𝑓 ∈ 𝑆𝑘(Γ), 从 𝑓 的连续性易见 (𝑓 |𝑓)Pet = 0 ⟺
𝜑[𝑓, 𝑓] = 0 ⟺ 𝑓 = 0. 综之, (⋅|⋅)Pet 确实给出 𝑆𝑘(Γ)上的 Hermite内积.

证明中定义的函数 𝜑[𝑓 , 𝑔] 满足 |𝑓 (𝜏)| Im(𝜏)𝑘/2 = |𝜑[𝑓 , 𝑓 ](𝜏)|1/2, 它给出如下的副
产品.

命题 3.7.2 当 𝑓 ∈ 𝑆𝑘(Γ)时 |𝑓 (𝜏)| Im(𝜏)𝑘/2 是ℋ 上的有界函数.

练习 3.7.3 以下是命题 3.7.2之逆. 对 𝑓 ∈ 𝑀𝑘(Γ)定义 𝜓[𝑓](𝜏) ∶= |𝑓(𝜏)| Im(𝜏)𝑘/2. 证明
𝜓[𝑓]有界蕴涵 𝑓 ∈ 𝑆𝑘(Γ).

提示 对于 𝑡 = 𝛼∞ ∈ 𝒞Γ,注意到 𝜓[𝑓 |𝑘 𝛼](𝜏) = 𝜓[𝑓](𝛼𝜏),它在 Im(𝜏) → +∞时有
界导致 𝑓 |𝑘 𝛼在∞处消没.

必要时以 (𝑓 |𝑔)Γ
Pet 来标记 Petersson 内积系相对于 Γ 而言. 下一命题解释因子

vol(𝑌 (Γ))−1 的功能: 它表明当 Γ在一个可公度类中变动时,上标 Γ其实可以略去.
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命题 3.7.4 假设离散子群 Γ, Γ′ ⊂ SL(2, ℝ)可公度,那么 Γ是余有限 Fuchs群当且仅当
Γ′ 是余有限 Fuchs群.

如果 Γ是余有限 Fuchs群而子群 Γ′ 满足 (Γ ∶ Γ′) < +∞,则有自然的包含关系

𝑆𝑘(Γ) ⊂ 𝑆𝑘(Γ′), 𝑀𝑘(Γ) ⊂ 𝑀𝑘(Γ′).

进一步,
𝑓 ∈ 𝑀𝑘(Γ), 𝑔 ∈ 𝑆𝑘(Γ) ⟹ (𝑓|𝑔)Γ

Pet = (𝑓|𝑔)Γ′
Pet .

证明 对于第一个断言,按定义 3.5.1容易化约到 Γ′ ⊂ Γ而 (Γ ∶ Γ′) < +∞之情形. 取定
Γ的基本区域 ℱ 使 𝜕ℱ 为零测集,例如 Dirichlet区域. 根据命题 A.2.2,可取 Γ′ 的基本
区域 ℱ ′ 为 (Γ ∶ Γ′)份 ℱ 的 Γ-平移之并,那么 𝜕ℱ ′ 仍为零测集. 测度的定义遂给出

vol(𝑌 (Γ′)) = vol(ℱ ′) = (Γ ∶ Γ′) vol(ℱ ) = (Γ ∶ Γ′) vol(𝑌 (Γ)).

所以 Γ是余有限 Fuchs群当且仅当 Γ′ 亦然.

今起设 Γ是余有限 Fuchs群,且设 (Γ ∶ Γ′) < +∞如上. 模形式空间的包含关系已
经在注记 3.6.5中说明. 照例记 𝜏 = 𝑥 + 𝑖𝑦. 对于 𝑓 ∈ 𝑀𝑘(Γ)和 𝑔 ∈ 𝑆𝑘(Γ), 定义–定理
3.7.1的证明中已说明函数 𝑓(𝜏)𝑔(𝜏)𝑦𝑘 对 Γ作用不变,从而

∫ℱ ′
𝑓(𝜏)𝑔(𝜏)𝑦𝑘 d𝑥 d𝑦

𝑦2 = (Γ ∶ Γ′) ∫ℱ
𝑓(𝜏)𝑔(𝜏)𝑦𝑘 d𝑥 d𝑦

𝑦2

配合以上关于测度的讨论即可完成最后一条断言的证明.

以下来比较共轭子群的 Petersson内积,它将在 Hecke算子的研究中用上.

引理 3.7.5 设 𝛿 ∈ GL(2, ℝ)+,则有复向量空间的同构

𝑆𝑘(Γ) 𝑆𝑘(𝛿−1Γ𝛿)

𝑀𝑘(Γ) 𝑀𝑘(𝛿−1Γ𝛿)

𝑓 𝑓 |𝑘 𝛿.

∼

⊂ ⊂

∼

∈ ∈

进一步,我们有 vol(𝑌 (Γ)) = vol(𝑌 (𝛿−1Γ𝛿))以及

(𝑓 |𝑔)Γ
Pet = (𝑓 |𝑘 𝛿 | 𝑔 |𝑘 𝛿)

𝛿−1Γ𝛿
Pet ,

此处 𝑓, 𝑔 ∈ 𝑀𝑘(Γ),其中一者属于 𝑓 ∈ 𝑆𝑘(Γ).
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证明 命 Γ′ ∶= 𝛿−1Γ𝛿,这也是余有限 Fuchs群. 对任意 𝛿−1𝛾𝛿 ∈ Γ′,

(𝑓 |𝑘 𝛿) |𝑘 𝛿−1𝛾𝛿 = 𝑓 |𝑘 𝛾𝛿 = (𝑓 |𝑘 𝛾) |𝑘 𝛿 = 𝑓 |𝑘 𝛿.

又由于 𝒞Γ′ = 𝛿−1𝒞Γ,函数 𝑓 在尖点附近的条件可以原封不动地搬运到 𝑓 |𝑘 𝛿 上. 综之
𝑓 |𝑘 𝛿 ∈ 𝑀𝑘(Γ′). 映射𝑀𝑘(Γ) → 𝑀𝑘(Γ′)之逆显然是 𝑓 |𝑘 𝛿−1.

现在考虑 𝑓, 𝑔 ∈ 𝑀𝑘(Γ),其中一者属于 𝑆𝑘(Γ). 按定义–定理 3.7.1证明中的办法定义
函数 𝜑[𝑓 , 𝑔],并且应用 (3.7.1)得出

vol(𝑌 (Γ′)) (𝑓 |𝑘 𝛿 | 𝑔 |𝑘 𝛿)Pet = ∫𝑌 (Γ′)
𝜑 [𝑓 |𝑘 𝛿, 𝑔 |𝑘 𝛿] (𝜏) d𝜇(𝜏)

= ∫𝑌 (Γ′)
𝜑[𝑓 , 𝑔](𝛿𝜏) d𝜇(𝜏).

因为 𝛿 ∈ GL(2, ℝ)+,命题 1.1.5说明 𝜏 ↦ 𝛿𝜏 是 ℋ 的保距全纯自同构,它还下降为
商空间的同构

𝑌 (Γ′) ∼⟶ 𝑌 (Γ)
Γ′𝜏 = 𝛿−1Γ𝛿𝜏 ⟼ Γ𝛿𝜏.

根据本节开头对测度的讨论,既然 𝜏 ↦ 𝛿𝜏 在 ℋ 上保距, Γ′𝜏 ↦ Γ𝛿𝜏 也保测度. 于是有
vol(𝑌 (Γ)) = vol(𝑌 (Γ′))以及

∫𝑌 (Γ′)
𝜑[𝑓 , 𝑔](𝛿𝜏) d𝜇(𝜏) = ∫𝑌 (Γ)

𝜑[𝑓 , 𝑔](𝜏) d𝜇(𝜏).

明所欲证.

最后,我们对所有同余子群 Γ和 𝑘 ≥ 3证明命题 2.6.3之分解𝑀𝑘(Γ) = ℰ𝑘(Γ)⊕𝑆𝑘(Γ)
对 Petersson内积正交.

定理 3.7.6 设 Γ是同余子群, 𝑘 ≥ 3. 若 𝑓 ∈ 𝑆𝑘(Γ)而 𝐸 ∈ ℰ𝑘(Γ),则 (𝑓 |𝐸)Pet = 0.

直接的推论是 ℰ𝑘(Γ) = {𝐸 ∈ 𝑀𝑘(Γ) ∶ ∀𝑓 ∈ 𝑆𝑘(Γ), (𝑓 |𝐸)Pet = 0},这给出 ℰ𝑘(Γ)的
另一刻画.

证明 依这些空间的定义和命题 3.7.4化约到 Γ = Γ(𝑁)情形. 取 𝑁 足够大使得 Γ(𝑁)
无椭圆点,以安心取商.

按 §2.5的符号,无妨设 𝐸 = 𝐸 ̄𝑣
𝑘 ,其中 ̄𝑣 ∈ (ℤ/𝑁ℤ)2

prim. 因为 SL(2, ℤ)在 (ℤ/𝑁ℤ)2
prim

上可递, 存在 𝛿 ∈ SL(2, ℤ) 使得 ̄𝑣𝛿 = (0, 1) mod 𝑁 , 定理 2.5.8 蕴涵 𝐸 ̄𝑣
𝑘 |𝑘 𝛿 = 𝐸 ̄𝑣𝛿

𝑘 =
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𝐸(0,1)
𝑘 . 此外引理 3.7.5蕴涵 𝑓1 ∶= 𝑓 |𝑘 𝛿 ∈ 𝑆𝑘(Γ(𝑁)),而且

(𝑓|𝐸 ̄𝑣
𝑘)Pet = (𝑓1|𝐸

(0,1)
𝑘 )Pet

.

于是可以进一步设 ̄𝑣 ↤ 𝑣 = (0, 1) ∈ ℤ2
prim. 此时

StabΓ(𝑁)(𝑣) =
⎛
⎜
⎜
⎜
⎝

∗ ∗

1

⎞
⎟
⎟
⎟
⎠

∩ Γ(𝑁) =
⎛
⎜
⎜
⎜
⎝

1 𝑁ℤ

1

⎞
⎟
⎟
⎟
⎠

=∶ Γ(𝑁)∞.

按定义 2.5.7写下

vol(𝑌 (𝑁)) ⋅ (𝑓|𝐸 ̄𝑣
𝑘)Pet = ∫Γ(𝑁)\ℋ

𝑓(𝜏) ∑
𝛾∈Γ(𝑁)∞\Γ(𝑁)

𝑗(𝛾, 𝜏)−𝑘 Im(𝜏)𝑘 d𝜇(𝜏)

= ∫Γ(𝑁)\ℋ ∑
𝛾∈Γ(𝑁)∞\Γ(𝑁)

𝑓(𝜏)𝑗(𝛾, 𝜏)𝑘|𝑗(𝛾, 𝜏)|−2𝑘 Im(𝜏)𝑘 d𝜇(𝜏)

= ∫Γ(𝑁)\ℋ ∑
𝛾∈Γ(𝑁)∞\Γ(𝑁)

𝑓(𝛾𝜏) Im(𝛾𝜏)𝑘 d𝜇(𝛾𝜏)⎵⎵⎵⎵⎵⎵⎵⎵⎵⎵⎵
仅依赖轨道 Γ(𝑁)∞𝛾𝜏

= ∫Γ(𝑁)∞\ℋ
𝑓(𝜏) Im(𝜏)𝑘−2 d𝑥 d𝑦 = ∫

∞

0 ∫
𝑁

0
𝑓(𝑥 + 𝑖𝑦)𝑦𝑘−2 d𝑥 d𝑦,

这里用到商测度的标准性质,以及 {𝜏 ∶ 0 ≤ Re(𝜏) ≤ 𝑁}是 Γ(𝑁)∞ 在 ℋ 上作用的基本
区域这一明显事实,收敛性不成问题.
因为 𝑓 ∈ 𝑆𝑘(Γ(𝑁)),内积分 ∫𝑁

0 将给出 𝑎0(𝑓 ) = 0 (注记 1.5.5),从而 (𝑓|𝐸 ̄𝑣
𝑘)Pet = 0.

明所欲证.

证明中 ∫Γ(𝑁)\ℋ ∑Γ(𝑁)∞\Γ(𝑁) = ∫Γ(𝑁)∞\ℋ 这一步是常见技巧,在自守表示理论中称之
为 “开折”.

3.8 与复环面的关系
本节旨在探讨当 Γ = Γ(𝑁), Γ1(𝑁)或 Γ0(𝑁)时,空间 𝑌 (Γ)所具有的模诠释,换言之,

探讨它们所分类的对象.

定义 3.8.1 (格) 有限维实向量空间 𝑉 中的格是指能够表成 Λ = ℤ𝑣1 ⊕ ⋯ ⊕ ℤ𝑣𝑚的 ℤ-子
模 Λ ⊂ 𝑉 ,其中 𝑣1, … , 𝑣𝑚 ∈ Λ在 ℝ上也构成 𝑉 的一族基.

如上的 𝑣1, … , 𝑣𝑚 是自由 ℤ-模 Λ 的一组基, 而另一组元素 𝑣′
1, … , 𝑣′

𝑚 ∈ Λ 是基的
充要条件是存在 GL(Λ) = {𝑔 ∈ GLℝ(𝑉 ) ∶ 𝑔Λ = Λ} 的元素 𝛾 , 使得 𝑣′

𝑖 = 𝛾𝑣𝑖 对所有
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1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑚成立. 如果以基 𝑣1, … , 𝑣𝑚 将 Λ等同于 ℤ𝑚,则 GL(Λ) = GL(𝑚, ℤ).
赋予 𝑉 /Λ商拓扑. 商映射 𝑉 → 𝑉 /Λ总是复叠映射. 条件 rk Λ = 𝑚 = dimℝ 𝑉 保证

𝑉 /Λ紧,所以一些文献称这里定义的格为完全格. 读者可以试着写出 Λ作用下的基本区
域. 对于熟悉拓扑学的读者 (参看 [57]),不难得出典范同构

𝜋1(𝑉 /Λ,零点) = H1(𝑉 /Λ; ℤ) = Λ.

本节主要考察一维复环面,对应于在上述定义中取 𝑉 = ℂ,视为 2维实向量空间. 参
见例 B.2.9. 若 Λ是 ℂ中的格,而 𝑎 ∈ ℂ×,则 𝑎Λ也是 ℂ中的格.

根据 Riemann曲面理论的基本知识 (例 B.2.9), ℂ/Λ自然地是 Riemann曲面,同胚于
环面 𝕊1 × 𝕊1. 此外 ℂ/Λ又带有商群结构,以陪集 0 ∶= Λ为单位元,取逆 ℂ/Λ → ℂ/Λ和
加法运算 ℂ/Λ × ℂ/Λ → ℂ/Λ都是全纯的 (这里出现了二维复流形,但无关宏旨). 这就说
明 ℂ/Λ实则是一维的交换复 Lie群. 简言之,一切都和复结构相容.

定义 3.8.2 对于格 Λ ⊂ 𝑉 ,相应的一维复环面定义为 Riemann曲面 ℂ/Λ连同其复 Lie群
结构. 设 𝑇1, 𝑇2 为复环面,其间的群同态 𝑓 ∶ 𝑇1 → 𝑇2 如果也是 Riemann曲面的态射,则
称 𝑓 为复环面之间的态射.

从复环面 𝑇1 到 𝑇2 的全体态射构成加法群 Hom(𝑇1, 𝑇2), 加法规定为 (𝑓 + 𝑔)(𝑥) =
𝑓(𝑥) + 𝑔(𝑥),零元则是零态射 ∀𝑥 ↦ 0. 加法对态射的合成满足形如 ℎ(𝑓 + 𝑔) = ℎ𝑓 + ℎ𝑔,
(𝑓 + 𝑔)𝑘 = 𝑓𝑘 + 𝑔𝑘的性质,只要这些合成有意义.

既然定义了复环面及其间的 Hom集,或者确切地说定义了复环面范畴,我们就有同
构的概念. 复环面的分类问题因之有意义.

命题 3.8.3 设 Λ1, Λ2 ⊂ ℂ是格. 我们有双射

⎧
⎪
⎪
⎨
⎪
⎪
⎩

𝑓 ∶ ℂ/Λ1 → ℂ/Λ2

作为 Riemann曲面

𝑓(0) = 0

⎫
⎪
⎪
⎬
⎪
⎪
⎭

⎧⎪
⎨
⎪⎩

𝑓 ∶ ℂ/Λ1 → ℂ/Λ2

作为复环面

⎫⎪
⎬
⎪⎭

{𝑎 ∈ ℂ ∶ 𝑎Λ1 ⊂ Λ2}

(𝑓𝑎 ∶ 𝑧 + Λ1 ↦ 𝑎𝑧 + Λ2) 𝑎

∼

∈ ∈

其中的箭头
∼←也是加法群的同构. 复环面之间态射的合成与逐点加法分别翻译为 ℂ上

的乘法和加法;当 Λ1 = Λ2 时, 1 ∈ ℂ对应恒等态射 id.
作为推论,同态 𝑓 由它在 0点的全纯切映射唯一确定.

证明 给定 𝑎 使得 𝑎Λ1 ⊂ Λ2, 那么当然有 𝑓𝑎 ∈ Hom(ℂ/Λ1, ℂ/Λ2), 特别地 𝑓𝑎 也是
Riemann曲面之间的态射,并且 𝑓𝑎(0) = 0.
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现在设 𝑓 ∶ ℂ/Λ1 → ℂ/Λ2为 Riemann曲面的态射,满足 𝑓(0) = 0. 对 𝑖 = 1, 2,商映射
ℂ → ℂ/Λ𝑖 是泛复叠空间. 根据标准结果 [57,定理 5.3],存在 𝑓 的提升 ̃𝑓 ,亦即交换图表

ℂ ℂ

ℂ/Λ1 ℂ/Λ2

𝜋1

̃𝑓

𝜋2

𝑓

因此 ̃𝑓 (0) ∈ 𝜋−1
2 (0). 因为全纯是局部性质, ̃𝑓 自然是全纯的. 对任意 𝜆 ∈ Λ1, 映射

𝑧 ↦ ̃𝑓 (𝑧 + 𝜆) − ̃𝑓 (𝑧)取值在离散子群 Λ2 里,必然是常值函数. 导函数 ̃𝑓 ′ 因而是 Λ1-平
移不变的全纯函数, Liouville定理 [63, §3.5]表明它必为常数 𝑎. 相应地 ̃𝑓 (𝑧) = 𝑎𝑧 + 𝑏;
𝑏 = ̃𝑓 (0) ∈ Λ2,继而 𝑎Λ1 ⊂ Λ2. 这就说明了 𝑓(𝑧 + Λ1) = 𝑎𝑧 + Λ2,故 𝑓 = 𝑓𝑎,它也是群同
态. 另外, 𝑓 在 0点的全纯切映射可以等同于 𝑎. 其余性质是明显的.

练习 3.8.4 运用或推广以上结果,证明任何 Riemann曲面之间的态射 ℂ/Λ1 → ℂ/Λ2 都
形如 𝑧 + Λ1 ↦ 𝑎𝑧 + 𝑏 + Λ2,其中 𝑎Λ1 ⊂ Λ2, 𝑏 ∈ Λ2.

几点简单观察如次.

⋄ 态射 𝑓𝑎 ∶ ℂ/Λ1 → ℂ/Λ2 为零映射当且仅当 𝑎 = 0; 若 𝑎 ≠ 0 则为满射, 此时
ker(𝑓 ) = 𝑎−1Λ2/Λ1,因为分子和分母同秩, ker(𝑓 )必有限. 非零之 𝑓 是有限复叠映
射. 复叠的次数 (定义 B.3.7)可以凭代数资料确定为 deg(𝑓 ) = (𝑎−1Λ2 ∶ Λ1). 一维
情形下,复环面之间的非零态射又称为同源.

⋄ 同理,我们得知 𝑓𝑎 ∶ ℂ/Λ1 → ℂ/Λ2 是同构当且仅当 𝑎Λ1 = Λ2.

⋄ 复环面 𝑇 ∶= ℂ/Λ的全体自同态对加法与合成构成环 End(𝑇 ), 它等同于环 {𝑎 ∈
ℂ ∶ 𝑎Λ = Λ},因此交换;其中的乘法可逆元给出 𝑇 的自同构群 Aut(𝑇 ). 在某些情
形下 End(𝑇 )比 ℤ更大,例如 ℂ/(ℤ ⊕ ℤ𝑖)具有额外的四阶自同构 𝑎 = 𝑖. 这类现象
称为复乘,其算术面向是椭圆曲线经典理论最华丽的篇章之一. 讨论复乘需要一
些关于二次数域的基本语汇,感兴趣的读者可直接跳至 §8.6.

练习 3.8.5 证明复环面的同源给出等价关系.

现在开始分类复环面. 记ℒ ∶= {Λ ⊂ ℂ ∶格},群 ℂ× 按伸缩 Λ 𝑧 𝑧Λ作用在ℒ 上.
根据命题 3.8.3, Λ ↦ ℂ/Λ诱导双射

ℂ×\ℒ 1∶1 {ℂ/Λ ∶复环面}/ ≃ . (3.8.1)

问题化为分类ℒ 中的 ℂ×-轨道. 我们引进一个更简单的分类问题. 命

ℒ□ ∶= {(𝑢, 𝑣) ∈ ℂ2 ∶构成 ℝ-向量空间 ℂ的基,与标准定向反向} .
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我们也称有序对 (𝑢, 𝑣)为负向基. 在ℒ□ 上有 ℂ× × GL(2, ℝ)+ 的左作用

(𝑧, 𝛾 = ( 𝑎 𝑏
𝑐 𝑑 )) ∈ ℂ× × GL(2, ℝ)+, (𝑢, 𝑣)

(𝑧,𝛾)
(𝑧(𝑎𝑢 + 𝑏𝑣), 𝑧(𝑐𝑢 + 𝑑𝑣)) . (3.8.2)

若将资料 (𝑢, 𝑣)等同于 ℝ-线性同构 ℝ2 ∼
𝛼 ℂ,使得 (𝑢, 𝑣) ∶= (𝛼(1, 0), 𝛼(0, 1))是负向基,则

ℂ× × GL(2, ℝ)+ 的作用无非 𝛼
(𝑧,𝛾)

𝑧 ∘ 𝛼 ∘ 𝑡𝛾 . 此外, ℂ× 和 GL(2, ℝ)+ 在ℒ□ 上的作用皆
自由.

若 (𝑢, 𝑣) ∈ ℒ□,则 Λ ∶= ℤ𝑢 ⊕ ℤ𝑣是 ℂ中的格. 反过来说,任何格 Λ ∈ ℒ 都能被赋
予负向基. 换句话说, “遗忘”映射

obl ∶ ℒ□ → ℒ, (𝑢, 𝑣) ↦ Λ ∶= ℤ𝑢 ⊕ ℤ𝑣

是满射. 显然它保持 ℂ× 在两边的作用.

当 Λ固定,资料 (𝑢, 𝑣) ∈ obl−1(Λ)按以上路数等同于 ℤ-模同构 ℤ2 ∼
𝛼 Λ. 所以 ℒ□

的元素亦可视同 “标架化” 的格. 循此观点, SL(2, ℤ) 以 (Λ, 𝛼)
𝛾

(Λ, 𝛼 ∘ 𝑡𝛾) 左作用在
ℒ□ 上,变动标架而不变动格.

引理 3.8.6 我们有良定的双射

ℂ×\ℒ□ ℋ

ℂ× ⋅ (𝑢, 𝑣) 𝜏 ∶= 𝑢/𝑣.

1∶1

并且 GL(2, ℝ)+ 在 ℂ×\ℒ□ 上的左作用转译为ℋ 上的线性分式变换

𝜏
𝛾

𝛾𝜏 ∶= 𝑎𝜏 + 𝑏
𝑐𝜏 + 𝑑 , 𝛾 = ( 𝑎 𝑏

𝑐 𝑑 ) ∈ GL(2, ℝ)+.

证明 既然 𝑢, 𝑣 在 ℂ 中为负向, 则 𝑢/𝑣, 1 亦然, 所以 Im(𝑢/𝑣) > 0, 映射良定. 若 𝑢/𝑣 =
𝑢′/𝑣′ ∈ ℋ 则 (𝑢′, 𝑣′) = 𝑣′𝑣−1 ⋅ (𝑢, 𝑣),故此映射为单. 满性则缘于ℒ□ ∋ (𝜏, 1) ↦ 𝜏.

给定 𝛾 = ( 𝑎 𝑏
𝑐 𝑑 ) ∈ GL(2, ℝ)+,那么 𝛾(𝜏, 1) = (𝑎𝜏 + 𝑏, 𝑐𝜏 + 𝑑)透过此映射映至 𝑎𝜏 + 𝑏

𝑐𝜏 + 𝑑 ,
即 𝛾𝜏. 明所欲证.

引理 3.8.7 对任意 𝜇, 𝜈 ∈ ℒ□,

obl(𝜇) = obl(𝜈) ⟺ ∃𝛾 ∈ SL(2, ℤ), 𝜈 = 𝛾𝜇,

右式之 𝛾 ∈ SL(2, ℤ)由 𝜇和 𝜈 唯一确定.

证明 对任意格 Λ ⊂ ℂ, 群 GL(2, ℤ) 在 {(𝑢, 𝑣) ∶ Λ的 ℤ-基} 上左作用. 任两组 ℤ-基
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𝜇 = (𝑢, 𝑣)和 𝜈 = (𝑢′, 𝑣′)都相差一个唯一的 𝛾 ∈ GL(2, ℤ);它们在 ℂ中定向相同当且仅当
𝛾 ∈ SL(2, ℤ) = GL(2, ℤ) ∩ GL(2, ℝ)+.

现在我们来分类复环面. 记复环面的同构类构成之集合为 Tori(1). 另外回忆
到 𝑌 (𝑁) ∶= Γ(𝑁)\ℋ , 其中 𝑁 ∈ ℤ≥1; 作为特例, 𝑌 (1) = SL(2, ℤ)\ℋ . 对 𝜏 ∈ ℋ 定义
Λ𝜏 ∶= ℤ𝜏 ⊕ ℤ.

定理 3.8.8 透过 𝜏 ↦ ℂ/Λ𝜏 ,集合 𝑌 (1)与 Tori(1)一一对应. 进一步,对任何复环面 𝑇1, 𝑇2
记 Isom(𝑇1, 𝑇2) ∶= {同构 𝑓 ∶ 𝑇1

∼→ 𝑇2},则对一切 𝜏, 𝜏′ ∈ ℋ 都有双射

{𝛾 ∈ SL(2, ℤ) ∶ 𝛾𝜏 = 𝜏′} Isom (ℂ/Λ𝜏 , ℂ/Λ𝜏′)

𝛾 = ( 𝑎 𝑏
𝑐 𝑑 ) (𝑓𝑧 ∶ 𝑤 + Λ𝜏 ↦ 𝑧𝑤 + Λ𝜏′) ,

∼

其中 𝑧 ∈ ℂ× 由ℒ□ 中的等式 (𝑧, 𝛾) ⋅ (𝜏, 1) = (𝜏′, 1)刻画,换言之 𝑧 = (𝑐𝜏 + 𝑑)−1. 同构的
合成对应 SL(2, ℤ)中的乘法;特别地, StabSL(2,ℤ)(𝜏) ∼→ Aut (ℂ/Λ𝜏)是群同构.

证明 所求的双射源自

SL(2, ℤ)\ℋ (ℂ× × SL(2, ℤ)) \ℒ□ ℂ×\ℒ Tori(1)

SL(2, ℤ) ⋅ 𝜏 (ℂ× × SL(2, ℤ)) ⋅ (𝜏, 1) ℂ× ⋅ Λ𝜏 ℂ/Λ𝜏 mod ≃ .

∼

引理 3.8.6

∼

引理 3.8.7

∼

(3.8.1)

给定 𝜏, 𝜏′,命题 3.8.3给出 {𝑧 ∈ ℂ× ∶ 𝑧Λ𝜏 = Λ𝜏′}
∼→ Isom (ℂ/Λ𝜏 , ℂ/Λ𝜏′). 现将问题透过

obl抬升到ℒ□. 引理 3.8.7表明
⋄ 若 𝑧Λ𝜏 = Λ𝜏′ 则存在唯一的 𝛾 ∈ SL(2, ℤ)使得 𝛾 ⋅ 𝑧(𝜏, 1) = (𝜏′, 1) ∈ ℒ□,两边取引
理 3.8.6的像,得到 𝛾𝜏 = 𝜏′;

⋄ 反之, 若 𝛾 = ( 𝑎 𝑏
𝑐 𝑑 ) ∈ SL(2, ℤ) 映 𝜏 为 𝜏′, 则引理 3.8.6 说明存在 𝑧 ∈ ℂ× 使得

𝑧 ⋅ 𝛾(𝜏, 1) = (𝜏′, 1),故 𝑧Λ𝜏 = Λ𝜏′ ;观照第二个分量可见 𝑧 = (𝑐𝜏 + 𝑑)−1,对应的同构
是 𝑓(𝑐𝜏+𝑑)−1 .
综之, ℒ□ 中的等式 (𝑧, 𝛾) ⋅ (𝜏, 1) = (𝜏′, 1)确定了双射 𝑧 ↔ 𝛾 如下

{𝑧 ∈ ℂ× ∶ 𝑧Λ𝜏 = Λ𝜏′}
1∶1⟷ {𝛾 ∈ SL(2, ℤ) ∶ 𝛾𝜏 = 𝜏′}.

最后验证 𝑧 ↦ 𝛾 保持乘法. 设 𝛾𝜏 = 𝜏′, 𝜏″ = 𝜂𝜏′, 而 (𝑧, 𝛾)(𝜏, 1) = (𝜏′, 1), (𝑤, 𝜂)(𝜏′, 1) =
(𝜏″, 1),则 (𝑤𝑧, 𝜂𝛾)(𝜏, 1) = (𝑤, 𝜂)(𝑧, 𝛾)(𝜏, 1) = (𝜏″, 1),亦即同构𝑤𝑧对应到 𝜂𝛾 . 明所欲证.

作为推论, Tori(1)具有自然的 Riemann曲面结构,同构于 𝑋(1) ≃ ℙ1 去掉唯一尖点
∞,结果无非是仿射直线;见定理 3.3.5. 所以我们说复环面可由仿射直线来分类.
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复环面实际可等同于一种叫作椭圆曲线的代数结构,这是某些带有群结构,可由多
项式方程定义的紧 Riemann曲面,其代数版本的定义能推广到任意域,乃至于任意被称
为概形的几何构造上;进一步讨论见 §8.4. 一般而言,分类某些具有给定性质之对象的
空间称为模空间,分类问题又称为模问题. 经过长年的实践,几何学家们已经明白在分
类对象时,忽略自同构必然会丢失模空间的重要几何信息,并且导致种种在数学家眼中
不自然的操作. 即便忽略复环面或椭圆曲线的当然自同构 𝑧 ↦ −𝑧,问题依然存在: 定理
表明具有自同构 ≠ ±1的复环面对应到 SL(2, ℤ)的椭圆轨道. 如果回顾 §3.1的构造,缺
陷的根源在坐标卡的定义: 在椭圆点 𝜂附近,映射 𝑤 ↦ 𝑤ℎ 强行抹平了 Γ𝜂 的作用. 处理
这个问题大致有两种进路.

1. 直面它. 为此必然要走出复流形或概形的范畴,引入新的概念如代数叠,并阐明在
这个崭新世界里仍能作几何构造;可参考 [66]. 对之可以证明 𝑌 (1)是 “模叠”在某
种精确意义下的最佳逼近,称为粗模空间.

2. 对欲分类的对象施加更多结构来排除自同构;这般手法称为模问题的固化,这些新
的模空间是研究上述模叠的重要途径. 对于椭圆曲线,一种标准的固化手法是引
进级结构,是以下将探讨的主题. 先前对格的 “标架化” 𝛼 ∶ ℤ2 ∼→ Λ也是一例: ℋ
参数化带标架的格,取 SL(2, ℤ)的商就得到 𝑌 (1).

粗略地说,模问题因而能从两头逼近:

固化的模空间
忘却额外结构

模叠
抹平自同构

粗模空间.

对于任意交换群 (𝐴, +)和𝑁 ∈ ℤ,定义其𝑁-挠子群

𝐴[𝑁] ∶= {𝑎 ∈ 𝐴 ∶ 𝑁𝐴 = 0} ,

这是一个 ℤ/𝑁ℤ-模. 对于复环面的情形, (ℂ/Λ)[𝑁] = 1
𝑁 Λ/Λ. 若 (𝑢, 𝑣) ∈ ℒ□, Λ =

ℤ𝑢 ⊕ ℤ𝑣,相应的复环面 𝐸 ∶= ℂ/(ℤ𝑢 ⊕ ℤ𝑣)其𝑁-挠子群自带同构

𝛼 ∶ (ℤ/𝑁ℤ)2 ∼⟶ 𝐸[𝑁] = ℤ 𝑢
𝑁 ⊕ ℤ 𝑣

𝑁 mod Λ

(𝑥, 𝑦) ⟼ 𝑥𝑢
𝑁 + 𝑦𝑣

𝑁 mod Λ.
(3.8.3)

定义 3.8.9 考虑复环面 𝐸 = ℂ/(ℤ𝑢 ⊕ ℤ𝑣) 和 𝑁 ∈ ℤ≥1, 其中 (𝑢, 𝑣) ∈ ℒ□. 对 𝑃 , 𝑄 ∈
𝐸[𝑁],按以下方法定义其Weil配对 𝑒𝑁 (𝑃 , 𝑄) ∈ 𝜇𝑁 :

∃! ̄𝛾 = ( 𝑎 𝑏
𝑐 𝑑 ) ∈ M2(ℤ/𝑁ℤ) 使得

𝑃 = 𝑎 ⋅ 𝑢
𝑁 + 𝑏 ⋅ 𝑣

𝑁 mod Λ

𝑄 = 𝑐 ⋅ 𝑢
𝑁 + 𝑑 ⋅ 𝑣

𝑁 mod Λ

命 𝑒𝑁 (𝑃 , 𝑄) ∶= exp (2𝜋𝑖𝑁−1 det ̄𝛾).
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这里采取的定义遵循 [21, §1.3]. Weil配对只关乎 𝐸, 𝑁 . 若 (𝑢, 𝑣), (𝑢′, 𝑣′) ∈ ℒ□ 给
出 ℂ中同样的格,那么引理 3.8.7说明存在唯一的 𝛿 ∈ SL(2, ℤ)使得 ( 𝑢′

𝑣′ ) = 𝛿( 𝑢
𝑣 ),相应

地 det ̄𝛾 代为 det ̄𝛾 ⋅ det 𝛿 = det ̄𝛾 . 注记 8.5.9将勾勒代数几何的版本.

练习 3.8.10 设 𝐸 是复环面, 𝑁 ∈ ℤ≥1. 证明相应的Weil配对具有以下性质

(i) 𝑒𝑁 ∶ 𝐸[𝑁] × 𝐸[𝑁] → 𝜇𝑁 满足反称性 𝑒𝑁 (𝑃 , 𝑃 ) = 1和双加性

𝑒𝑁 (𝑃 + 𝑃 ′, 𝑄) = 𝑒𝑁 (𝑃 , 𝑄)𝑒𝑁 (𝑃 ′, 𝑄), 𝑒𝑁 (𝑃 , 𝑄 + 𝑄′) = 𝑒𝑁 (𝑃 , 𝑄)𝑒𝑁 (𝑃 , 𝑄′);

(ii) 𝑒𝑁 (𝑃 , 𝑄)是𝑁 次本原单位根当且仅当 𝑃 , 𝑄生成 𝐸[𝑁];
(iii) 若 𝑧 ∈ ℂ×, 𝑧Λ1 = Λ2,则对应的同构 ℂ/Λ1

∼→ ℂ/Λ2 保持 𝑒𝑁 ;
(iv) 对任意𝑀, 𝑁 ∈ ℤ≥1,下图交换

𝐸[𝑀𝑁] × 𝐸[𝑀𝑁] 𝜇𝑀𝑁

𝐸[𝑁] × 𝐸[𝑁] 𝜇𝑁 .

𝑒𝑀𝑁

(𝑥,𝑦)↦(𝑀𝑥,𝑀𝑦) 𝑧↦𝑧𝑀

𝑒𝑁

定义 3.8.11 (级结构) 设 𝑁 ∈ ℤ≥1. 按如下方式定义复环面 𝐸 上的级结构及其间的逐步
过渡:

Γ(𝑁)级结构
⎧⎪
⎨
⎪⎩

群同构 𝛼 ∶ (ℤ/𝑁ℤ)2 ∼→ 𝐸[𝑁],

并且要求 𝑒𝑁 (𝛼(1, 0), 𝛼(0, 1)) = 𝑒2𝜋𝑖/𝑁 ;

Γ1(𝑁)级结构
⎧⎪
⎨
⎪⎩

𝑁 阶点 𝑃 ∈ 𝐸[𝑁], 或等价地说,群嵌入

𝛽 ∶ ℤ/𝑁ℤ ↪ 𝐸[𝑁], 𝛽(1 + 𝑁ℤ) = 𝑃 ;

Γ0(𝑁)级结构 同构于 ℤ/𝑁ℤ的子群 𝐵 ⊂ 𝐸[𝑁].

∶=

𝑃 ∶=𝛼(0,1)𝛽∶=𝛼|0×ℤ/𝑁ℤ

∶=

𝐵∶=im(𝛽)

∶=

对于带级结构的复环面 𝐸1, 𝐸2,其间的同构定义为保持资料 𝛼𝑖, 𝛽𝑖或 𝐵𝑖不变 (𝑖 = 1, 2)的
𝑓 ∶ 𝐸1

∼→ 𝐸2. 带级结构的复环面写作 (𝐸, 𝛼), (𝐸, 𝛽), (𝐸, 𝐵)的形式.

对于带级结构的复环面,依然可以提出分类问题. 分别定义带 Γ(𝑁), Γ1(𝑁)和 Γ0(𝑁)
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级结构的复环面同构类全体为集合 Tori(𝑁), Tori1(𝑁)和 Tori0(𝑁). 定义

ℒ (𝑁) ∶= {(Λ, 𝛼) ∶ Λ ∈ ℒ, 𝛼 ∶ (ℤ/𝑁ℤ)2 ∼→ 1
𝑁 Λ/Λ, 加上Weil配对的条件} ,

ℒ1(𝑁) ∶= {(Λ, 𝛽) ∶ Λ ∈ ℒ, 𝛽 ∶ ℤ/𝑁ℤ ↪ 1
𝑁 Λ/Λ} ,

ℒ0(𝑁) ∶= {(Λ, 𝐵) ∶ Λ ∈ ℒ, 𝐵 ⊂ 1
𝑁 Λ/Λ, 子群 ≃ ℤ/𝑁ℤ} .

每个集合中的资料都给出具有相应级结构的复环面. 群 ℂ× 以伸缩 (Λ, 𝛼) 𝑧 (𝑧Λ, 𝑧 ∘ 𝛼)
等方式作用于这些资料,反映复环面之间保持级结构的同构. 一如 (3.8.1),分类问题转译
为格的语言

ℂ×\ℒ(𝑁) 1∶1
Tori(𝑁), ℂ×\ℒ1(𝑁) 1∶1

Tori1(𝑁), ℂ×\ℒ0(𝑁) 1∶1
Tori0(𝑁). (3.8.4)

给定 (𝑢, 𝑣) ∈ ℒ□,格 Λ ∶= ℤ𝑢 ⊕ ℤ𝑣或复环面 𝐸 ∶= ℂ/Λ上自带来自 (3.8.3)的 Γ(𝑁)
级结构 𝛼 ∶ (ℤ/𝑁ℤ)2 ∼→ 𝐸[𝑁] = 1

𝑁 Λ/Λ;按定义 3.8.11次第导出相应的 Γ1(𝑁)和 Γ0(𝑁)
级结构.

引理 3.8.12 以上操作给出一系列 “遗忘”映射:

ℒ□ → ℒ(𝑁) → ℒ1(𝑁) → ℒ0(𝑁).

(i) 每段都是保持 ℂ× 作用的满射.

(ii) 对任意 𝜇 ∈ ℒ□,记 𝜇为它在ℒ(𝑁) (或ℒ0(𝑁), ℒ1(𝑁))中的像,则 𝜇 = 𝜈 当且仅当
存在 𝛾 ∈ Γ(𝑁) (或 Γ1(𝑁), Γ0(𝑁))使得 𝜈 = 𝛾𝜇.

(iii) 符号同上. 对任意 𝜇 ∈ ℒ□ 和 𝛾 ∈ SL(2, ℤ),我们有 𝛾𝜇 = 𝜇当且仅当 𝛾 ∈ Γ(𝑁) (或
Γ0(𝑁), Γ1(𝑁)).

证明 遗忘映射保持群作用实属自明. 接着处理满性. 以 ℒ□ → ℒ(𝑁) 为例. 设
(Λ, 𝛼) ∈ ℒ (𝑁), Λ = ℤ𝑢 ⊕ ℤ𝑣. 存在唯一的 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑 ∈ ℤ/𝑁ℤ使得

𝛼(1, 0) = 𝑎𝑢 + 𝑏𝑣
𝑁 mod Λ, 𝛼(0, 1) = 𝑐𝑢 + 𝑑𝑣

𝑁 mod Λ.

命 ̄𝛾 ∶= ( 𝑎 𝑏
𝑐 𝑑 ) ∈ M2(ℤ/𝑁ℤ),则 𝑒𝑁 (𝛼(1, 0), 𝛼(0, 1)) = 𝑒2𝜋𝑖/𝑁 和Weil配对的定义 3.8.9蕴

涵 det ̄𝛾 = 1 ∈ ℤ/𝑁ℤ. 已知 SL(2, ℤ) ↠ SL(2, ℤ/𝑁ℤ),故存在 𝛾 ∈ SL(2, ℤ)映至 ̄𝛾;于是
(3.8.2)表明 𝛾(𝑢, 𝑣) ∈ ℒ□ 映至 (Λ, 𝛼).

对于 ℒ□ → ℒ1(𝑁) 的论证类似, 也基于 SL(2, ℤ) ↠ SL(2, ℤ/𝑁ℤ). 至于 ℒ□ →
ℒ0(𝑁),条件变为 𝐵 = ⟨

𝑐𝑢+𝑑𝑣
𝑁 ⟩,其中 (𝑐, 𝑑) ∈ (ℤ/𝑁ℤ)2

prim (见引理 2.5.2);取 (𝑐, 𝑑)在ℤ2
prim

中的原像,再扩展为 𝛾 ∈ SL(2, ℤ)即可. 这就得出 (i).
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设 𝜇, 𝜈 ∈ ℒ□ 映至 ℒ(𝑁) (或 ℒ1(𝑁), ℒ0(𝑁)) 的相同元素, 那么 Λ ∶= obl(𝜇) =
obl(𝜈) ∈ ℒ . 引理 3.8.7遂蕴涵存在 𝛾 = ( 𝑎 𝑏

𝑐 𝑑 ) ∈ SL(2, ℤ)使得 𝜈 = 𝛾𝜇;如能证明 (iii),则
𝛾 ∈ Γ(𝑁) (或 Γ0(𝑁), Γ1(𝑁))故 (ii)亦得证. 以下将 𝜇写作 (𝑢, 𝑣),进一步研究 𝜇 = 𝛾𝜇成立
的条件.

⋄ 对于 Γ(𝑁)情形,据 (3.8.3)可见 𝜇 = 𝛾𝜇当且仅当

𝑎𝑢 + 𝑏𝑣
𝑁 ≡ 𝑢

𝑁 (mod Λ), 𝑐𝑢 + 𝑑𝑣
𝑁 ≡ 𝑣

𝑁 (mod Λ),

因为 Λ = ℤ𝑢 ⊕ ℤ𝑣,这相当于 𝛾 ≡ ( 1
1 ) (mod 𝑁).

⋄ 对于 Γ1(𝑁)情形,等价条件化为 𝑐𝑢+𝑑𝑣
𝑁 ≡ 𝑣

𝑁 (mod Λ),亦即 𝛾 ≡ ( ∗ ∗
1 ) (mod 𝑁). 但

det 𝛾 = 1,故这又等价于 𝛾 ≡ ( 1 ∗
1 ) (mod 𝑁).

⋄ 对于 Γ = Γ0(𝑁)情形,等价条件化为 𝑐𝑢+𝑑𝑣
𝑁 和 𝑣

𝑁 在
1
𝑁 Λ/Λ中生成同一个子群;这相

当于说𝑁 ∣ 𝑐 而 𝑑 在 ℤ/𝑁ℤ中可逆. 由于 det 𝛾 = 1,这等价于 𝛾 ≡ ( ∗ ∗
∗ ) (mod 𝑁).

这就完成了 (iii)的证明.

现在可以将 Tori(𝑁), Tori1(𝑁)和 Tori0(𝑁)作参数化. 每个 𝜏 ∈ ℋ 都给出 (𝜏, 1) ∈
ℒ□, 对之可取 ℂ/Λ𝜏 上由 (3.8.3) 确定的级结构. 更具体地说, 其上的 Γ(𝑁), Γ1(𝑁) 和
Γ0(𝑁)三种级结构分别是

𝛼(𝑥, 𝑦) = 𝑥𝜏 + 𝑦
𝑁 + Λ𝜏 , 𝛽(𝑥) = 𝑥

𝑁 + Λ𝜏 , 𝐵 = ⟨
1
𝑁 + Λ𝜏⟩ .

定理 3.8.13 上述构造诱导出双射

𝑌 (𝑁) ∼→ Tori(𝑁), 𝑌1(𝑁) ∼→ Tori1(𝑁), 𝑌0(𝑁) ∼→ Tori0(𝑁).

对于 Γ ∈ {Γ(𝑁), Γ1(𝑁), Γ0(𝑁)}和 𝜏, 𝜏′ ∈ ℋ ,记从 (𝜏, 1)的 Γ级结构到 (𝜏′, 1)者的同
构集为 IsomΓ(𝜏, 𝜏′),那么有自然双射 IsomΓ(𝜏, 𝜏′) ∼→ {𝛾 ∈ Γ ∶ 𝛾𝜏 = 𝜏′}使同构的合成对
应到 Γ的乘法;特别地, (𝜏, 1)对应的级结构以 Γ𝜏 为自同构群.

这就赋予 Tori(𝑁), Tori1(𝑁)和 Tori0(𝑁) Riemann曲面结构;当 𝑁 = 1,一切回归定
理 3.8.8.

证明 理路与定理 3.8.8全同. 令 Γ ∈ {Γ(𝑁), Γ1(𝑁), Γ0(𝑁)},具有相应级结构的格和复
环面之集合分别记为ℒΓ 和 ToriΓ. 记对应于 (𝑢, 𝑣) ∈ ℒ□ 的 Γ级结构为 [𝑢, 𝑣]Γ,则

Γ\ℋ (ℂ× × Γ) \ℒ□ ℂ×\ℒΓ ToriΓ

Γ ⋅ 𝜏 (ℂ× × Γ) ⋅ (𝜏, 1) ℂ× ⋅ (Λ𝜏 , [𝜏, 1]Γ) (ℂ/Λ𝜏 , [𝜏, 1]Γ) mod ≃ .

∼

引理 3.8.6

∼

引理 3.8.12

∼

(3.8.4)
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至于自同构部分, IsomΓ(𝜏, 𝜏′) ⊂ Isom(ℂ/Λ𝜏 , ℂ/Λ𝜏′ ), 右项根据定理 3.8.8 等同于

{𝛾 ∈ SL(2, ℤ) ∶ 𝛾𝜏 = 𝜏′}: 回忆到 Isom(ℂ/Λ𝜏 , ℂ/Λ𝜏′ ) 可视同 {𝑧 ∈ ℂ× ∶ 𝑧Λ𝜏 = Λ𝜏′}, 对
应 𝑧的 𝛾 由 ℒ□ 中的等式 𝑧𝛾(𝜏, 1) = (𝜏′, 1)刻画;乘法对应同构的合成. 对如是之 𝑧, 𝛾 ,
在ℒΓ 中

𝑧[𝜏, 1]Γ = [𝜏′, 1]Γ
以 𝑧−1 搬运

⟺ [𝜏, 1]Γ = [𝛾(𝜏, 1)]Γ
引理 3.8.12

⟺ 𝛾 ∈ Γ.

如是遂得到 IsomΓ(𝜏, 𝜏′)和 {𝛾 ∈ Γ ∶ 𝛾𝜏 = 𝜏′}的一一对应.

当𝑁 ≥ 3 (或𝑁 ≥ 4)时,已知带有 Γ(𝑁) (或 Γ1(𝑁))级结构的模问题可以用一个真正
的模空间来回答;此一事实归根结柢是例 1.3.4及练习 1.3.5的应用. 它不仅是 Riemann
曲面,实际还是定义在交换环 ℤ[1/𝑁, 𝜁𝑁 ] (或 ℤ[1/𝑁])上的光滑代数曲线,其中 𝜁𝑁 是 𝑁
次本原单位根;模曲线和模形式的算术身影在此是明显的. 关于模曲线的完备文献当属
[31, 17, 13],简介则有 [66]等,本书当然无法达到其中任一者的深度.

练习 3.8.14 设 𝐸 为复环面, 𝐵 ⊂ 𝐸 为有限阶子群. 证明商群 𝐸/𝐵 仍具有复环面结构,
使得商映射 𝜋 ∶ 𝐸 → 𝐸/𝐵成为次数 |𝐵|的同源.

练习 3.8.15 证明带 Γ1(𝑁)或 Γ0(𝑁)级结构的复环面分别等价于以下资料:

⋄ Γ0(𝑁)情形: 复环面的同源 𝜋 ∶ 𝐸 → 𝐸′,要求满足 ker(𝜋) ≃ ℤ/𝑁ℤ.

⋄ Γ1(𝑁)情形: 资料 (𝜋, 𝑃 ),其中 𝜋 ∶ 𝐸 → 𝐸′ 如上,而 𝑃 ∈ ker(𝜋)是一个生成元.

先试着定义何为上述资料之间的同构,然后在级结构和上述资料间定义精确到同构的
双射.

提示 以 Γ0(𝑁)为例,一个方向是将资料 (𝐸, 𝐵)映到 𝜋 ∶ 𝐸 ↠ 𝐸/𝐵给出的同源.

注记 3.8.16 对于 ℚ上对嵌入 ℚ ↪ ℝ分裂,但在 ℚ上非分裂的四元数代数 𝐵,及其极大
序模 𝒪 (见 §3.5),相应的志村曲线 (𝒪 ∩ 𝐵1)\ℋ 也有类似的模诠释: 单纯在 ℂ上看,它分
类带有 𝒪 的 “四元数乘法”的一类二维复环面𝐴,然而从一维到二维涉及更多几何: 这里
须要求 𝐴是所谓的 Abel曲面,而四元数乘法来自具有合适性质的环同态 𝒪 ↪ End(𝐴).
有兴致的读者可参阅 [56, §43].
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本章选定余有限 Fuchs群 Γ ⊂ SL(2, ℝ). 一旦掌握模曲线 𝑋(Γ)的几何,可以在其上
定义自然的线丛 𝝎Γ,使得级为 Γ而权为 𝑘的模形式能够典范地等同于 𝝎⊗𝑘

Γ 的全纯截面;

事实上, 𝝎Γ|𝑌 (Γ) 等于平凡线丛ℋ × ℂ → ℋ 对 Γ作用 (𝜏, 𝑧)
𝛾

(𝛾𝜏, 𝑗(𝛾, 𝜏)𝑧)的商,在尖点
处则需要适当的延拓. 详见之后的定理 9.1.8.

此法美则美矣,却有两个问题.

1. 若 Γ有椭圆点,则 𝑋(Γ)必须视为叠而不只是 Riemann曲面,线丛和截面的概念都
需要适度拓展,导致理论包袱大增;

2. 即使无椭圆点,单有 𝝎Γ 的存在性也无助于计算𝑀𝑘(Γ)和 𝑆𝑘(Γ)的维数.

鉴于上述理由, 线丛 𝝎Γ 在无椭圆点情形的研究将留待 §9.1探讨. 本章直接通过
典范线丛 Ω𝑋(Γ) 来研究偶数权模形式空间的维数公式,容许 Γ有椭圆点. 线丛 𝝎⊗2

Γ 和
Ω𝑋(Γ) 之间有密切的联系,称为小平–Spencer同构,一样留待 §9.1处理.
更详细地说,我们将把权为 2𝑘的模形式联系于 Ω⊗𝑘

𝑋(Γ) 的某些亚纯截面,可能的极点
由某个 ℚ-除子 𝐷Γ 控制. 当 𝑘不太小时,截面空间的维数可以倚靠 Riemann曲面理论中
的 Riemann–Roch定理来计算,相关推导需要关于基本区域的信息.
作为一则应用,我们将在 §4.4为级为 SL(2, ℤ)的模形式空间确定其维数,连带证明

分次 ℂ-代数𝑀(1) ∶= ⨁𝑘 𝑀𝑘(SL(2, ℤ))由 Eisenstein级数 𝐸4, 𝐸6 生成; 进一步, 𝐸4, 𝐸6
在 ℂ上代数无关,其零点亦可完全确定 (命题 4.4.1),而尖点形式空间⨁𝑘 𝑆𝑘(SL(2, ℤ))
则可以用模判别式 Δ表达为𝑀(1)的分次理想 Δ ⋅ 𝑀(1). 这一特例有相对简单的论证,
见 [48, Chapter VII].
奇数权情形也有类似的维数公式,见 §4.6;关键是证明奇数权亚纯模形式的存在性

(定理 4.5.4).
研究维数的另一套工具是迹公式,其应用范围更广,但所需的计算也比较深入,本书

不予讨论;读者可参考 [41, §6].
如无另外说明，所论的 Riemann曲面都是连通的. 包括 Riemann–Roch定理在内的

相关背景知识可参阅附录 B.文献 [21, §3.9]和 [41]附录含有更多的维数数据.
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4.1 热身: 除子类的计算
考虑余有限 Fuchs群 Γ ⊂ SL(2, ℝ). 定理 3.4.4和 3.4.5提供以下信息:

⋄ 选定 Γ的非椭圆点 𝑥0 ∈ ℋ ,则 Dirichlet区域 𝐷(𝑥0)是测地多边形;
⋄ 𝑋(Γ)是紧 Riemann曲面;
⋄ 尖点集 𝑋(Γ) ∖ 𝑌 (Γ)有限.

约定 4.1.1 对任意 𝜏 ∈ ℋ ∗,命

𝑒(𝜏) ∶=
⎧⎪
⎨
⎪⎩

|Γ𝜏 | , 𝜏 ∈ ℋ

∞, 𝜏 ∈ ℋ ∗ ∖ ℋ .

注意到 𝜏 ∈ ℋ 为椭圆点等价于 𝑒(𝜏) > 1. 此量仅依赖于 𝜏 在 𝑋(Γ)中的像 𝑥,故可记
之为 𝑒(𝑥).

定义 4.1.2 定义 𝑋(Γ)上的 ℚ-除子

𝐷Γ ∶= ∑
𝑥∈𝑋(Γ) (1 − 1

𝑒(𝑥)) 𝑥

= ∑
𝑐∶尖点

𝑐 + ∑
𝑦∶椭圆点的像

(1 − 1
𝑒(𝑦)) 𝑦 ∈ Div(𝑋(Γ))ℚ

其中 𝑒(𝑥)如约定 4.1.1,再定义 ℚ-除子类

𝐿Γ ∶= 𝐷Γ + 𝐾𝑋(Γ) ∈ Pic(𝑋(Γ))ℚ.

定理 4.1.3 (见 [6] Corollary 10.4.4) 令 𝑔 = 𝑔(𝑋(Γ))表 𝑋(Γ)的亏格, 𝜖∞ 表尖点个数,那
么相对于双曲度量,

deg(𝐿Γ) = 2𝑔 − 2 + 𝜖∞ + ∑
𝑦∈𝑌 (Γ)∶
来自椭圆点

(1 − 1
𝑒(𝑦))

= (2𝜋)−1 vol(𝑌 (Γ)) > 0.

证明 由 deg 𝐾𝑋(Γ) = 2𝑔 − 2 (注记 B.7.13) 得到第一个等号. 关键在第二个等号. 向
𝐷(𝑥0)添入它在 ℋ ∗ 中的无穷远点以得到 𝐷(𝑥0)∗. 于是 vol(𝑌 (Γ)) = vol(𝐷(𝑥0)),而根据
命题 A.2.3, 𝑋(Γ)同胚于 𝐷(𝑥0)∗/ ∼,其中 ∼是由 (𝑥 ∼ 𝑦) ⟺ (∃𝛾 ∈ Γ, 𝛾𝑥 = 𝑦)定义的等
价关系. 根据定理 3.4.4,这给出 𝑋(Γ)的一个有限剖分,由之可以计算 Euler示性数等拓
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扑不变量.
按定义 1.6.7和注记 1.6.11之法细分 𝐷(𝑥0)∗ 的边,可确保落在 𝜕𝐷(𝑥0)∗ 上的椭圆点

都是顶点. 既然𝐷(𝑥0)∗边数已有限,注记 1.6.11已说明细分后边数仍有限,于是 Euler示
性数 𝜒(𝑋(Γ))表作

2 − 2𝑔 = 𝑉 − 𝐸 + 1, 𝑉 ∶= |{顶点} / ∼| ,

𝐸 ∶= |{边} / ∼| .

由于对边作了细分,注记 1.6.11的边配对蕴涵 𝐷(𝑥0)∗ 恰有 2𝐸 条边. 用定理 1.2.7搭配
命题 1.6.13来计算

vol(𝐷(𝑥0)) = (2𝐸 − 2)𝜋 −内角和

= (2𝐸 − 2)𝜋 − ∑
𝑦∶𝐷(𝑥0)∗ 的顶点/∼

2𝜋
𝑒(𝑦)

= (2𝐸 − 2)𝜋 − 2𝜋𝑉 + 2𝜋 ∑
𝑦∶椭圆点或无穷远顶点/∼

(1 − 1
𝑒(𝑦))

= 2𝜋(−𝑉 + 𝐸 − 1) + 2𝜋 ∑
𝑦∶椭圆点或无穷远顶点/∼

(1 − 1
𝑒(𝑦))

= 2𝜋
⎛
⎜
⎜
⎝
2𝑔 − 2 + 𝜖∞ + ∑

𝑦∶椭圆点/∼
(1 − 1

𝑒(𝑦))
⎞
⎟
⎟
⎠

.

明所欲证.

练习 4.1.4 对 Γ = SL(2, ℤ)的情形直接验证定理 4.1.3.

练习 4.1.5 设 Γ′是 Γ的子群, (Γ ∶ Γ′) < ∞. 以 Riemann–Hurwitz公式 (定理 B.4.9)证明

deg(𝐿Γ′ ) = (Γ ∶ Γ′) deg(𝐿Γ).

由此对同余子群情形给出定理 4.1.3的一个简单证明.

我们需要估计一类 ℚ-除子取整后的次数.

引理 4.1.6 设 𝑎 ∈ ℤ>1, 𝑡 ∈ ℚ. 假若 𝑡(𝑎 − 1) ∈ ℤ,那么 ⌊𝑡(1 − 1
𝑎 )⌋ ≥ (𝑡 − 1)(1 − 1

𝑎 ).

证明 令 𝑚 ∶= 𝑡(𝑎 − 1), 于是 𝑡 (1 − 1
𝑎 ) = 𝑚

𝑎 而 (𝑡 − 1) (1 − 1
𝑎 ) = 𝑚−𝑎+1

𝑎 . 仅须觉察

𝑚, 𝑚 − 1, … , 𝑚 − 𝑎 + 1中恰有一数 𝑠 ≡ 0 (mod 𝑎),而且 𝑠
𝑎 正是 ⌊𝑡(1 − 1

𝑎 )⌋.
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命题 4.1.7 记 𝑋(Γ)的亏格为 𝑔,尖点个数为 𝜖∞. 对任意 𝑘 ∈ ℤ,我们有

𝑘 deg(𝐿Γ) ≥ deg (𝑘𝐾𝑋(Γ) + ⌊𝑘𝐷Γ⌋) ≥ 2𝑔 − 2 + 𝜖∞ + (𝑘 − 1) deg(𝐿Γ).

证明 仅须证明第二个 ≥. 已知 deg 𝐾𝑋(Γ) = 2𝑔 − 2,问题遂归结为证

⌊𝑘 (1 − 1
𝑒(𝑦))⌋ ≥ (𝑘 − 1) (1 − 1

𝑒(𝑦)) , 𝑦 ∈ 𝑌 (Γ) ∶来自椭圆点.

代入 𝑎 ∶= 𝑒(𝑦)和 𝑡 ∶= 𝑘,应用引理 4.1.6即是.

4.2 亏格公式
延续上节符号,进一步设 Γ为 SL(2, ℤ) = Γ(1)的子群,满足于 (Γ(1) ∶ Γ) < +∞;这

时 𝒞Γ = 𝒞Γ(1) = ℚ. 最重要的例子当然是同余子群. 注意到

(PSL(2, ℤ) ∶ Γ) =
⎧⎪
⎨
⎪⎩

(SL(2, ℤ) ∶ Γ) , −1 ∈ Γ
1
2 (SL(2, ℤ) ∶ Γ) , −1 ∉ Γ.

从 Γ ⊂ SL(2, ℤ)可知 Γ的椭圆点也是 SL(2, ℤ)的椭圆点. 于是命题 1.4.12说明
⋄ 椭圆点的 Γ-轨道个数有限,
⋄ 任意椭圆点 𝜂的阶数 𝑒(𝜂) ∶= |Γ𝜂|只可能是 2或 3.
对 Γ定义非负整数

𝜖2 ∶= 2阶椭圆点个数, 𝜖3 ∶= 3阶椭圆点个数.

命题 4.2.1 对于如上的 Γ,我们有亏格公式

𝑔(𝑋(Γ)) = 1 + (PSL(2, ℤ) ∶ Γ)
12 − 𝜖2

4 − 𝜖3
3 − 𝜖∞

2 .

证明 由 Γ ⊂ Γ(1)诱导紧 Riemann曲面的态射 𝑓 ∶ 𝑋(Γ) → 𝑋(1) ≃ ℙ1. 记 𝑓 在任意
𝑥 ∈ 𝑋(Γ)处的分歧指数为 𝑒𝑓 (𝑥),以避免与约定 4.1.1混淆. 应用 Riemann–Hurwitz公式
(定理 B.4.9)得到

2𝑔(𝑋(Γ)) − 2 = −2 deg 𝑓 + ∑
𝑥∈Ram(𝑓 )

(𝑒𝑓 (𝑥) − 1).

用命题 3.3.1来确定涉及的量. 首先 𝑑 ∶= deg 𝑓 等于 (PSL(2, ℤ) ∶ Γ). 再者, 对于
𝜏 ∈ ℋ ∗,以 [𝜏]表示 𝜏 在 𝑋(1)中的类,那么 Ram(𝑓 ) ⊂ 𝑓 −1({[𝑖], [𝜌], [∞]}). 分几种情形考
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虑 𝑥 ∈ 𝑋(Γ). 取 𝑥的代表元 𝜉 ∈ ℋ ∗;命题 3.3.1蕴涵 (Γ(1)𝜉 ∶ Γ𝜉) = 𝑒𝑓 (𝑥).

⋄ 设 𝑓(𝑥) = [𝑖],那么 |Γ𝜉| ∈ {1, 2}: 若 |Γ𝜉| = 2则 𝑒𝑓 (𝑥) = 1,如此的点 𝑥有 𝜖2 个. 若
|Γ𝜉| = 1则 𝑒𝑓 (𝑥) = 2,如此的点有 𝑑−𝜖2

2 个;计数时用了分歧复叠的一条基本性质,
见命题 B.3.8.

⋄ 设 𝑓(𝑥) = [𝜌],那么 |Γ𝜉| ∈ {1, 3}: 类似地,若 |Γ𝜉| = 3则 𝑒𝑓 (𝑥) = 1,如此的点 𝑥有
𝜖3 个;否则 𝑒𝑓 (𝑥) = 3,如此的点有 𝑑−𝜖3

3 个.

⋄ 设 𝑓(𝑥) = [∞]. 这样的点共有 𝜖∞个. 从命题B.3.8得到∑𝑥↦[∞](𝑒𝑓 (𝑥)−1) = 𝑑 −𝜖∞.

综之,

∑
𝑥∈Ram(𝑓 )

(𝑒𝑓 (𝑥) − 1) = 𝑑 − 𝜖2
2 + 2 ⋅ 𝑑 − 𝜖3

3 + 𝑑 − 𝜖∞.

整理后给出 𝑔(𝑋(Γ))的公式.

对于同余子群 Γ(𝑁), Γ1(𝑁)和 Γ0(𝑁),这些量都有直接的公式. 详见 [21, §3.7, §3.8].
本节仅考虑两种简单情形,即 Γ(𝑁)和 Γ0(4).

例 4.2.2 设𝑁 ≥ 2. 对于 Γ(𝑁),由练习 1.3.5可知它无椭圆点,此外𝑁 > 2时 −1 ∉ Γ(𝑁).
结合练习 1.4.14和 2.5.6可知当𝑁 ≠ 2时

𝑔(𝑋(𝑁)) = 1 + 𝑁3

24 ∏
𝑝∣𝑁

(1 − 𝑝−2) − 𝑁2

4 ∏
𝑝∣𝑁

(1 − 𝑝−2)

= 1 + 𝑁2(𝑁 − 6)
24 ∏

𝑝∣𝑁
(1 − 𝑝−2) ,

其中 𝑝遍历𝑁 的素因子;对𝑁 = 2的情形另外计算可得 𝑔(𝑋(2)) = 0. 综之得到下表:

𝑁 2 3 4 5 6 7 8 9 10 ⋯

𝑔(𝑋(𝑁)) 0 0 0 0 1 3 5 10 13 ⋯

讨论 Γ0(4)前先奉上一条引理.

引理 4.2.3 当 4 ∣ 𝑁 时 Γ0(𝑁)无椭圆点.

证明 设 ( 𝑎 𝑏
𝑐 𝑑 ) ∈ Γ0(𝑁)是椭圆变换,那么 (𝑎 + 𝑑)2 < 4,于是 𝑎 + 𝑑 ∈ {0, 1, −1}. 另一方

面 𝑎 ≡ ±1 (mod 4)而
1 = 𝑎𝑑 − 𝑏𝑐 ≡ 𝑎𝑑 (mod 4).

若 𝑎 + 𝑑 = 0则 −𝑎2 ≡ 1 (mod 4). 若 𝑎 + 𝑑 = ±1则 𝑎(±1 − 𝑎) ≡ 1 (mod 4). 三种情形都
容易排除.
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例 4.2.4 今对 Γ0(4)确定

𝜖∞ = 3, 𝜖2 = 𝜖3 = 0, 𝑔 = 0.

首先,因为−1 ∈ Γ0(4),练习 1.4.14或直接计算给出(Γ(1) ∶ Γ0(4)) = (Γ(1) ∶ Γ0(4)) =
6. 接着确定尖点. 命题 2.5.5说明 Γ(4)的尖点一一对应于±\(ℤ/4ℤ)2

prim,其元素容易枚举:

±(0, 1), ±(1, 0), ±(1, 1), ±(1, 2), ±(1, 3), ±(2, 1).

现在考虑 SL(2, ℤ/4ℤ) 的子群 ( ∗ ∗
∗ ) 在这些 ± 类上的右作用, 轨道仅三个, 代表元是

±(0, 1), ±(1, 0), ±(2, 1);按命题 2.5.5对应的尖点分别是∞, 0, 1
2 . 这就说明 𝜖∞ = 3.

容易进一步确定 0, ∞在 Γ0(4)作用下的稳定化子群分别是 ±( 1
4ℤ 1 ), ±( 1 ℤ

1 ). 再留
意到 1

2 = ( 1
2 1 )∞,而 ( 1

2 1 )Γ0(4)( 1
2 1 )

−1 = Γ0(4),以此计算

StabΓ0(4) (
1
2) = ±

⎛
⎜
⎜
⎜
⎝

1

2 1

⎞
⎟
⎟
⎟
⎠

⎛
⎜
⎜
⎜
⎝

1 ℤ

1

⎞
⎟
⎟
⎟
⎠

⎛
⎜
⎜
⎜
⎝

1

−2 1

⎞
⎟
⎟
⎟
⎠

= ±
⟨

⎛
⎜
⎜
⎜
⎝

−1 1

−4 3

⎞
⎟
⎟
⎟
⎠
⟩

.

引理 4.2.3表明 𝜖2 = 𝜖3 = 0. 代入命题 4.2.1立得 𝑔 = 0.

例 4.2.5 考虑 Γ1(4). 因为在 SL(2, ℤ/4ℤ)中 ( ∗ ∗
∗ ) = {±1} ⋅ ( 1 ∗

1 ),根据定义得到 Γ0(4) =
{±1} ⋅ Γ1(4). 如是表明 Γ0(4) = Γ1(4). 与 Γ1(4)相系的量 𝑔, 𝜖2, 𝜖3, 𝜖∞因而与 Γ0(4)无异: 它
们只和子群在 PSL(2, ℤ)中的像有关. 同理,尖点集乃至于基本区域都完全相同.
然而一个细微差别是 Γ ∶= Γ1(4)有非正则尖点. 注意到 −1 ∉ Γ. 令

𝛾 ∶=
⎛
⎜
⎜
⎜
⎝

−1 1

−4 3

⎞
⎟
⎟
⎟
⎠

=
⎛
⎜
⎜
⎜
⎝

1

2 1

⎞
⎟
⎟
⎟
⎠

⎛
⎜
⎜
⎜
⎝

1 1

1

⎞
⎟
⎟
⎟
⎠

⎛
⎜
⎜
⎜
⎝

1

2 1

⎞
⎟
⎟
⎟
⎠

−1

,

则 𝛾 ∉ Γ1/2 但 −𝛾 ∈ Γ1/2. 循定义 3.6.1遂知 1
2 非正则尖点.

另一方面,显见 Γ0 = ( 1
4ℤ 1 ), Γ∞ = ( 1 ℤ

1 ),这两个尖点是正则的.
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图 4.2.1: Γ0(4)或 Γ1(4)的一个基本区域,以 SageMath软件绘制.

4.3 偶数权维数公式

本节将应用 Riemann–Roch定理 B.7.12来计算模形式空间的维数. 我们关注的是权
为 2𝑘的模形式,其中 𝑘 ∈ ℤ. 条件 𝑓 |2𝑘 𝛾 = 𝑓 等价于说线丛 𝑓(d𝜏)⊗𝑘 ∈ Γ(ℋ , Ω⊗𝑘

ℋ )对 𝛾
不变;见 (1.5.3). 定义

ℋ ′ ∶= ℋ ∖ {Γ的椭圆点}, 𝑌 (Γ)′ ∶= Γ\ℋ ′.

那么 Γ在 ℋ ′ 上的作用自由,商映射 𝑝 ∶ ℋ ∗ → 𝑋(Γ)限制为 ℋ ′ → 𝑌 (Γ)′,这成为一个
Γ-主丛,特别地,它也是复叠映射.

透过拉回, Γ自然地作用于ℋ 上的微分形式 (回忆引理 1.1.1),继而在其 𝑘-次张量幂
上也有诱导作用. 于是

𝜔 Γ (𝑌 (Γ)′, Ω⊗𝑘
𝑌 (Γ)′)

𝑝∗𝜔 = 𝑓(d𝜏)⊗𝑘 Γ (ℋ ′, Ω⊗𝑘
ℋ ′)

Γ−不变

𝑓 {𝑓 ∶ ℋ ′ → ℂ全纯, ∀𝛾 ∈ Γ, 𝑓 |2𝑘 𝛾 = 𝑓}

∈

≃

∈

∈

≃ 据 (1.5.3)

(4.3.1)

我们来解释第一个同构: 既然ℋ ′ 不含椭圆点,引理 3.1.1说明任意 𝜂 ∈ ℋ ′ 总有开邻域
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𝑈 使得 {𝛾𝑈 ∶ 𝛾 ∈ Γ}不交,对开集 𝑉 ∶= 𝑝(𝑈)自然就有

Γ (𝑉 , Ω⊗𝑘
𝑌 (Γ)′) ≃ Γ (𝑈, Ω⊗𝑘

𝑈 ) = Γ (𝑝−1(𝑉 ), Ω⊗𝑘
ℋ ′)

Γ−不变
.

这些同构也能在 𝑌 (Γ)′ 的开集及其原像上局部地考量. 为了将模形式刻画为线丛的截
面,我们必须进一步考虑椭圆点和尖点附近的性状,并和 𝑋(Γ)的复结构相比较.

(A) 令 𝜂 ∈ ℋ . 记 𝑦 ∶= 𝑝(𝜂) ∈ 𝑌 (Γ). 取引理 3.1.2 提供的开邻域 𝑉 ∋ 𝜂, 满足
𝑉 = 𝑝(𝑈),其中 𝑈 是 𝜏 ∈ ℋ 的 Γ𝜏 -不变开邻域,其中或者无椭圆点,或以 𝜂 为唯一椭圆
点. 我们有交换图表

𝜂 0

𝑈 𝒟

𝑉 𝒟

∈ ∈

∼

𝑝 𝑓𝑒∶𝑧↦𝑧𝑒

∼

𝑒 ∶= 𝑒(𝑦),

其中水平箭头都是全纯同构,而 Γ𝜏 在 𝑈 上的作用对用到 𝜇𝑒 在 𝒟 = {𝑧 ∈ ℂ ∶ |𝑧| < 1}
上的乘法作用. 特别地, 𝑝限制在 𝑈 ∖ {𝜂}上是 𝑉 ∖ {𝑦}的 𝑒次复叠映射.

设模形式 𝑓 限制在 𝑈 ∖ {𝜂}上对应于 𝜔 ∈ Γ (𝑉 ∖ {𝑦}, Ω⊗𝑘
𝑌 (Γ)′),或用上图赋予 𝑈 , 𝑉 的局

部坐标 (统称为 𝑧)写作

𝜔 = 𝑔(𝑧)(d𝑧)⊗𝑘, 𝑔 ∶ 𝒟 ∖ {0}
全纯

ℂ,
𝑝∗𝜔 = 𝑔(𝑧𝑒)(d𝑧𝑒)⊗𝑘 = 𝑒𝑘𝑧𝑘(𝑒−1)𝑔(𝑧𝑒)(d𝑧)⊗𝑘.

为了使 𝑓 或 𝑝∗𝜔在 𝑈 上全纯,条件遂变为 𝑔在 𝑧 = 0处亚纯,而且

𝑘(𝑒 − 1) + 𝑒 ⋅ ord
𝜂

(𝜔) = 𝑘(𝑒 − 1) + 𝑒 ⋅ ord
0

(𝑔) = ord
𝜂

(𝑓 ) (4.3.2)

非负.

(B) 接着考虑任意 𝑡 ∈ 𝒞Γ 附近的情形,对应的尖点是 𝑐 ∶= 𝑝(𝑡). 不失一般性且设
𝑡 = ∞. 对之可取充分小的开邻域 𝐻 ∘ = {𝜏 ∶ Im(𝜏) > 𝑎} (其中 𝑎 ∈ ℝ>0)以及 𝑋(Γ)在 𝑐
附近的局部坐标 𝑞 ∶ Γ𝑡\𝐻 ∘ ⊔ {∞} → ℂ,形如

𝑞 ∶ 𝜏 ↦ exp(2𝜋𝑖𝜏/ℎ)

其中的常数 ℎ ∈ ℝ>0 只和尖点 𝑐 与 Γ相关;见 (3.2.1). 和前一情形类似,将对应于 𝑓|𝐻 ∘
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的 𝜔在局部坐标 𝑞下写作 𝑔(𝑞)(d𝑞)⊗𝑘,那么

𝑝∗𝜔 = 𝑔 (𝑞(𝜏)) ⋅ (
2𝜋𝑖
ℎ )

𝑘
𝑞(𝜏)𝑘(d𝜏)⊗𝑘.

为了使 𝑓 在 𝑡处全纯,其条件为 𝑔(𝑞)𝑞𝑘 在 𝑞 = 0附近有界,等价的说法是下式非负.

𝑘 + ord
𝑐

(𝜔) = 𝑘 + ord
𝑞=0

(𝑔) = ord
𝑡

(𝑓 ). (4.3.3)

此外, 𝑓 在 𝑡处消没当且仅当 lim𝑞→0 𝑔(𝑞)𝑞𝑘 = 0,亦即 (4.3.3)为正. 回忆到 𝑓 在尖点处的
消没次数由它对 𝑞的 Fourier展开定义.

定理 4.3.1 我们有自然同构

𝑀2𝑘(Γ) Γ (𝑋(Γ), Ω⊗𝑘
𝑋(Γ)(⌊𝑘𝐷Γ⌋))

𝑆2𝑘(Γ) Γ (𝑋(Γ), Ω⊗𝑘
𝑋(Γ)(⌊𝑘𝐷Γ⌋ − ∑𝑐∶尖点 𝑐)) ;

∼

∼

⊂ ⊂

特别地,取 𝑘 = 1给出 𝑆2(Γ) ∼→ Γ (𝑋(Γ), Ω𝑋(Γ)).

证明 鉴于𝐷Γ的定义 4.1.2,这是之前关于 (4.3.1), (4.3.2)和 (4.3.3)的讨论的直接结论.

推论 4.3.2 空间𝑀2𝑘(Γ)总是有限维的.

证明 这是定理 B.7.12的一部分.
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定理 4.3.3 以 𝜖∞ 表 𝑋(Γ)的尖点个数, 𝑔表 𝑋(Γ)的亏格, 𝐿Γ 如定义 4.1.2,则

dimℂ 𝑀2𝑘(Γ) =

⎧
⎪
⎪
⎪
⎨
⎪
⎪
⎪
⎩

0, 𝑘 < 0,
1, 𝑘 = 0,
𝑔, 𝑘 = 1 ∧ 𝜖∞ = 0,
𝑔 + 𝜖∞ − 1, 𝑘 = 1 ∧ 𝜖∞ > 0,
dimℂ 𝑆2𝑘(Γ) + 𝜖∞, 𝑘 > 1;

dimℂ 𝑆2𝑘(Γ) =

⎧
⎪
⎪
⎪
⎨
⎪
⎪
⎪
⎩

0, 𝑘 < 0,
0, 𝑘 = 0 ∧ 𝜖∞ > 0,
1, 𝑘 = 0 ∧ 𝜖∞ = 0,
𝑔, 𝑘 = 1,
deg (𝑘𝐾𝑋(Γ) + ⌊𝑘𝐷Γ⌋) − 𝑔 + 1 − 𝜖∞, 𝑘 > 1.

此外,当 𝑘 > 1时
dimℂ 𝑆2𝑘(Γ) ≥ (𝑘 − 1) deg(𝐿Γ) + 𝑔 − 1.

因为定理 4.1.3蕴涵 deg(𝐿Γ) > 0,上述估计说明当 𝑘 ≫ 0时,权为 2𝑘的模形式是十
分丰富的;关于𝑀2𝑘(Γ)的全套理论并不是空中楼阁.

证明 基本工具是 Riemann–Roch定理. 引入方便的符号

⌊𝑘𝐿Γ⌋ ∶= 𝑘𝐾𝑋(Γ) + ⌊𝑘𝐷Γ⌋ ∈ Pic(𝑋(Γ));

命题 B.7.10和定理 4.3.1一同给出

dimℂ 𝑀2𝑘(Γ) = ℓ (𝑘𝐾𝑋(Γ) + ⌊𝑘𝐷Γ⌋) = ℓ (⌊𝑘𝐿Γ⌋) ,

dimℂ 𝑆2𝑘(Γ) = ℓ
⎛
⎜
⎜
⎝
⌊𝑘𝐿Γ⌋ − ∑

𝑐∶尖点
𝑐
⎞
⎟
⎟
⎠

.

当 𝑘 = 0时我们得到 ℓ(0) = 1,相应的模形式都是常值函数;非零常值函数是尖点形式当
且仅当 𝜖∞ = 0. 这和断言一致.

当 𝑘 ≥ 1时,命题 4.1.7给出

deg (⌊𝑘𝐿Γ⌋) ≥ 2𝑔 − 2 + 𝜖∞ + (𝑘 − 1) deg(𝐿Γ), (4.3.4)
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从而

deg
⎛
⎜
⎜
⎝
⌊𝑘𝐿Γ⌋ − ∑

𝑐∶尖点
𝑐
⎞
⎟
⎟
⎠

= deg (⌊𝑘𝐿Γ⌋) − 𝜖∞

≥ 2𝑔 − 2 + (𝑘 − 1) deg(𝐿Γ).

(4.3.5)

定理 4.1.3断言 deg(𝐿Γ) > 0,因而当 𝑘 > 1时 (4.3.4)和 (4.3.5)都 > 2𝑔 − 2. 于是可以运
用 Riemann–Roch定理 B.7.12及其后的注记 B.7.13来对 𝑘 > 1计算

ℓ (⌊𝑘𝐿Γ⌋) = deg (⌊𝑘𝐿Γ⌋) − 𝑔 + 1
= 𝑘(2𝑔 − 2) + deg⌊𝑘𝐷Γ⌋ − 𝑔 + 1,

ℓ
⎛
⎜
⎜
⎝
⌊𝑘𝐿Γ⌋ − ∑

𝑐∶尖点
𝑐
⎞
⎟
⎟
⎠

= deg (⌊𝑘𝐿Γ⌋) − 𝑔 + 1 − 𝜖∞

≥ 𝑔 − 1 + (𝑘 − 1) deg(𝐿Γ) (∵命题 4.1.7).

两则等式分别给出𝑀2𝑘(Γ)和 𝑆2𝑘(Γ)在 𝑘 > 1时的维数公式,不等式给出断言中维数的
下界.

当 𝑘 < 0时,命题 4.1.7另一边的简单估计给出

deg (⌊𝑘𝐿Γ⌋) ≤ 𝑘 deg(𝐿Γ) < 0.

于是引理 B.7.9给出 dim 𝑀2𝑘(Γ) = ℓ (⌊𝑘𝐿Γ⌋) = 0,从而也有 𝑆2𝑘(Γ) = {0}.

剩下 𝑘 = 1情形. 考虑除子类 ⌊𝐿Γ⌋ = 𝐾𝑋(Γ) + ∑𝑐∶尖点 𝑐. 根据注记 B.7.13,此时总有

dimℂ 𝑆2(Γ) = ℓ(𝐾𝑋(Γ)) = 𝑔.

若进一步设 𝜖∞ = 0,则 dimℂ 𝑀2(Γ) = dimℂ 𝑆2(Γ) = 𝑔. 若 𝜖∞ > 0,则

deg (⌊𝐿Γ⌋) = 2𝑔 − 2 + 𝜖∞ > 2𝑔 − 2,

于是 dimℂ 𝑀2(Γ) = ℓ (𝐾𝑋(Γ) + ∑𝑐∶尖点 𝑐) = 𝑔 + 𝜖∞ − 1. 证毕.

例 4.3.4 代入例 4.2.4计算过的 Γ0(4)作为演示. 此时无椭圆点,

𝜖∞ = 3, 𝑔 = 0, deg 𝑘𝐾𝑋(Γ0(4)) = −2𝑘, deg⌊𝑘𝐷Γ0(4)⌋ = 3𝑘;
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参看注记 B.7.13. 由此导出

dimℂ 𝑆2𝑘(Γ0(4)) =
⎧⎪
⎨
⎪⎩

0, 𝑘 = 0, 1
𝑘 − 2, 𝑘 ≥ 2,

dimℂ 𝑀2𝑘(Γ0(4)) = 𝑘 + 1, 𝑘 ≥ 0.

对于 Γ1(4),偶数权的维数公式丝毫不差;见例 4.2.5的讨论.

最后,我们从线丛的角度描述模形式的零点.

命题 4.3.5 设 𝑓 ∈ 𝑀2𝑘(Γ) ∖ {0},则

∑
𝑥∈𝑌 (Γ)

ord𝜏 (𝑓 )
𝑒(𝑥) + ∑

𝑥∈𝑋(Γ)∖𝑌 (Γ)
ord

𝜏
(𝑓 ) = 𝑘 deg(𝐿Γ),

其中 𝜏 是 𝑥在ℋ ∗ 中的任意代表元, 𝑓 在尖点处的消没次数以 Fourier展开来定义.

证明 从早先的论证可知 𝑓 对应到 Ω⊗𝑘
𝑋(Γ) 的亚纯截面 𝜔,不恒为零. 按附录 B.7的符号

体系,

∑
𝑥∈𝑋(Γ)

ord
𝑥

(𝜔) = deg (div (Ω⊗𝑘
𝑋(Γ), 𝜔)) = 𝑘 deg 𝐾𝑋(Γ) = 𝑘(2𝑔 − 2).

在 (4.3.2) 已观察到当 𝑥 ∈ 𝑌 (Γ), 而 𝜏 ∈ ℋ 为其原像时 ord𝜏 (𝑓 ) = 𝑘(𝑒(𝑥) − 1) +
𝑒(𝑥) ord𝑥(𝜔). 对于尖点 𝑥 ∈ 𝑋(Γ) ∖ 𝑌 (Γ) 及其原像 𝑡 ∈ ℋ ∗, (4.3.3) 表明 ord𝑡(𝑓 ) = 𝑘 +
ord𝑥(𝜔). 加总得到

∑
𝑥∈𝑌 (Γ) (

ord𝜏 (𝑓 )
𝑒(𝑥) − 𝑘 (1 − 1

𝑒(𝑥))) + ∑
𝑥∈𝑋(Γ)∖𝑌 (Γ)

ord
𝑡

(𝑓 ) − 𝑘𝜖∞ = 𝑘(2𝑔 − 2).

再以定理 4.1.3或 𝐿Γ 的定义整理出 deg(𝐿Γ)便是.

命题 4.3.5也适用于亚纯模形式 (回顾定义 3.6.4),论证完全相同.

4.4 应用举隅
对任意 𝑁 ∈ ℤ≥1 和 𝑘 ∈ ℤ 定义 𝑀𝑘(𝑁) ∶= 𝑀𝑘(Γ(𝑁)), 𝑆𝑘(𝑁) ∶= 𝑆𝑘(Γ(𝑁)). 置

𝑋(𝑁) ∶= 𝑋(Γ(𝑁)).
当 𝑁 = 1 时, 我们于 §2.3 业已造出相应的 Eisenstein 级数 𝐸𝑘 ∈ 𝑀𝑘(1) (要求

𝑘 ∈ 2ℤ≥2),并于 §2.4定义了模判别式 Δ ∈ 𝑆12(1). 模曲线 𝑋(1)的信息十分明白:

𝑔 = 0, 2𝑔 − 2 = −2, 尖点代表元 ∶ ∞;
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椭圆点代表元是 𝑖和 𝜌 = 𝑒2𝜋𝑖/6,约定 4.1.1定义的 𝑒(⋅)为

𝑒(𝑖) = 2, 𝑒(𝜌) = 3.

这不外是命题 1.4.12的内容. 因此

deg(𝐿Γ) = −2 + 1 + 1
2 + 2

3 = 1
6;

当然,这也可以从 vol(𝑌 (1)) = 𝜋
3 来计算 (命题 1.4.11). 本节第一个应用是确定 𝐸4, 𝐸6 的

零点.

命题 4.4.1 我们有 𝐸4(𝜌) = 𝐸6(𝑖) = 0,而且它们分别是 𝐸4, 𝐸6 的唯一零点,同为一阶.

证明 从 𝑌 (1)扣掉椭圆点得到 𝑌 (1)′. 因为 𝐸4, 𝐸6 在∞处全纯非零,代入命题 4.3.5得
到

ord𝑖(𝐸4)
2 +

ord𝜌(𝐸4)
3 + ∑

𝑥∈𝑌 (1)′
ord

𝜏
(𝐸4) = 1

3 ,

ord𝑖(𝐸6)
2 +

ord𝜌(𝐸6)
3 + ∑

𝑥∈𝑌 (1)′
ord

𝜏
(𝐸6) = 1

2 .

因此 𝐸4 (或 𝐸6)唯一的零点在 𝜌 (或 𝑖)处,同为一阶.

定理 4.4.2 对于任意 𝑘 ∈ 2ℤ,当 𝑘 < 0或 𝑘 = 2时𝑀𝑘(1) = {0};当 𝑘 ≥ 4时我们有

𝑀𝑘(1) = 𝑆𝑘(1) ⊕ ℂ𝐸𝑘,

dimℂ 𝑆𝑘(1) =
⎧⎪
⎨
⎪⎩

⌊ 𝑘
12 ⌋ − 1, 𝑘 ≡ 2 (mod 12),

⌊ 𝑘
12 ⌋, 𝑘 ≢ 2 (mod 12);

特别地, 𝑆𝑘(1)非零当且仅当 𝑘 ≥ 12而 𝑘 ≠ 14.

证明 在定理 4.3.3中代入 𝑔 = 0和 𝜖∞ = 1,得出𝑀2(1) = {0}. 故以下着力探讨𝑀𝑘(1),
其中 𝑘 ∈ 2ℤ≥2.

设 𝑓 ∈ 𝑀𝑘(1). 已知 𝐸𝑘(𝜏)在∞的 Fourier展开常数项为 1,故 𝑓 有唯一表法

𝑓 = 𝑔 + 𝑐𝐸𝑘, 𝑔 ∈ 𝑆𝑘(1), 𝑐 ∈ ℂ;

事实上 𝑐 无非是 𝑓 的常数项. 这就说明了𝑀𝑘(1) = 𝑆𝑘(1) ⊕ ℂ𝐸𝑘. 下面用定理 4.3.3计算
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dimℂ 𝑆𝑘(1). 此时

𝐷Γ(1) = 1
2 ⋅ 𝑖 + 2

3 ⋅ 𝜌 + ∞,

deg ⌊
𝑘
2 𝐷Γ(1)⌋ = deg (⌊

𝑘
4 ⌋ ⋅ 𝑖 + ⌊

𝑘
3 ⌋ ⋅ 𝜌 + 𝑘

2 ⋅ ∞) = ⌊
𝑘
4 ⌋ + ⌊

𝑘
3 ⌋ + 𝑘

2 ,
𝑘
2 deg 𝐾𝑋(1) = −𝑘.

故 dimℂ 𝑆𝑘(1) = ⌊ 𝑘
4 ⌋ + ⌊ 𝑘

3 ⌋ − 𝑘
2 . 为了确定取整运算的值,表 𝑘为 2(6𝑞 + 𝑟),其中 0 ≤ 𝑟 < 6,

𝑟 ⌊ 𝑘
4 ⌋ ⌊ 𝑘

3 ⌋ 𝑘
2 ⌊ 𝑘

4 ⌋ + ⌊ 𝑘
3 ⌋ − 𝑘

2

0 3𝑞 4𝑞 6𝑞 𝑞

1 3𝑞 4𝑞 6𝑞 + 1 𝑞 − 1

2 3𝑞 + 1 4𝑞 + 1 6𝑞 + 2 𝑞

3 3𝑞 + 1 4𝑞 + 2 6𝑞 + 3 𝑞

4 3𝑞 + 2 4𝑞 + 2 6𝑞 + 4 𝑞

5 3𝑞 + 2 4𝑞 + 3 6𝑞 + 5 𝑞

因为 ⌊ 𝑘
12 ⌋ = 𝑞,这就验证了 dimℂ 𝑆𝑘(1)的公式.

回忆 §2.3构造的 Eisenstein级数 𝐸𝑘, 𝐺𝑘 以及定义 2.4.9中的模判别式

Δ = 𝑞
∞

∏
𝑛=1

(1 − 𝑞𝑛)24 = ∑
𝑛≥1

𝜏(𝑛)𝑞𝑛 ∈ 𝑆12(1), 𝑞 = 𝑒2𝜋𝑖𝜏 .

注意到 𝜏(1) = 1. 以下论证将涉及定义 2.3.3的除数函数 𝜎𝑟,其中 𝑟 ≥ 0.

引理 4.4.3 存在整数列 𝑎2, 𝑎3, …和 𝑏2, 𝑏3, …使得

𝐸4(𝜏)3 = 1 + 720
(

𝑞 + ∑
𝑛≥2

𝑎𝑛𝑞𝑛
)

,

𝐸6(𝜏)2 = 1 − 1008
(

𝑞 + ∑
𝑛≥2

𝑏𝑛𝑞𝑛
)

.
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证明 应用 𝐸𝑘 的 Fourier展开 (2.3.3)配合 (2.2.3)的资料 𝐵4 = − 1
30 和 𝐵6 = 1

42 来计算

𝐸4(𝜏) = 1 + 2 ⋅ 4
−𝐵4 ∑

𝑛≥1
𝜎3(𝑛)𝑞𝑛

= 1 + 240
(

𝑞 + ∑
𝑛≥2

𝜎3(𝑛)𝑞𝑛
)

𝐸6(𝜏) = 1 + 2 ⋅ 6
−𝐵6 ∑

𝑛≥1
𝜎5(𝑛)𝑞𝑛

= 1 − 504
(

𝑞 + ∑
𝑛≥2

𝜎5(𝑛)𝑞𝑛
)

.

它们可视同以 𝑞为变元的整系数形式幂级数环 ℤJ𝑞K的元素. 二项式定理遂给出

𝐸3
4 ∈ (1 + 240𝑞(1 + 𝑞ℤJ𝑞K))

3 ⊂ 1 + 720𝑞 + 720𝑞2ℤJ𝑞K,

𝐸2
6 ∈ (1 − 504𝑞(1 + 𝑞ℤJ𝑞K))

2 ⊂ 1 − 1008𝑞 + 1008𝑞2ℤJ𝑞K.

明所欲证.

推论 4.4.4 空间 𝑆12(1)由 Δ张成,并且

Δ = 1
1728 (𝐸3

4 − 𝐸2
6 ) .

证明 定理 4.4.2蕴涵 dimℂ 𝑆12(1) = 1, 因而 𝑆12(1) = ℂΔ. 引理 4.4.3指出 𝐸3
4 − 𝐸2

6 =
1728𝑞 + ⋯ ∈ 𝑆12(1) (省略号代表 𝑞 的高次项),它必为 Δ的倍数. 另一方面, Δ = 𝑞 + ⋯,
综之有 Δ = 1

1728 (𝐸3
4 − 𝐸2

6 ).

今将以 𝐸4 和 𝐸6 来生成级为 Γ(1) 的所有模形式. 以下定义 ℂ-代数 𝑀(1) ∶=
⨁𝑘∈ℤ 𝑀𝑘(1)及其理想 𝑆(1) ∶= ⨁𝑘∈ℤ 𝑆𝑘(1). 顺带一提,它们还具有源自权 𝑘的分次的
结构,一般理论详见 [59, §7.4].

引理 4.4.5 定义𝑀(1)如上,则 𝐸4, 𝐸6 ∈ 𝑀(1)在 ℂ上代数无关 (见 [59, §8.8]): 换言之,
任意多项式 𝑓 ∈ ℂ[𝑋, 𝑌 ]若满足 𝑓(𝐸4, 𝐸6) = 0 ∈ 𝑀(1),则 𝑓 是零多项式.

证明 设 𝑓 = ∑𝑎,𝑏 𝑐𝑎𝑏𝑋𝑎𝑌 𝑏 ∈ ℂ[𝑋, 𝑌 ] 满足 𝑓(𝐸4, 𝐸6) = 0. 按定义, 来自不同权的
部分在 𝑀(1) 中线性无关, 故对所有 𝑘 ≥ 0, 多项式 𝑓𝑘 ∶= ∑4𝑎+6𝑏=𝑘 𝑐𝑎𝑏𝑋𝑎𝑌 𝑏 都满足
𝑓𝑘(𝐸4, 𝐸6) = 0.

今假设 𝐸4, 𝐸6 在 ℂ 上代数相关, 并取极小的正整数 𝑘 使得存在非零之 𝑓 =
∑4𝑎+6𝑏=𝑘 𝑐𝑎𝑏𝑋𝑎𝑌 𝑏 满足 𝑓(𝐸4, 𝐸6) = 0. 代入 𝜏 = 𝜌,因为 𝐸4(𝜌) = 0而 𝐸6(𝜌) ≠ 0,从 𝑓 的
形式可知 𝑋 ∣ 𝑓 ;同理,代入 𝜏 = 𝑖可知 𝑌 ∣ 𝑓 ,于是考虑 𝑔 ∶= 𝑓/𝑋𝑌 可得 𝑔(𝐸4, 𝐸6) = 0,
其中 𝑔 = ∑4𝑎+6𝑏=𝑘−10 𝑐𝑎+1,𝑏+1𝑋𝑎𝑌 𝑏,这同 𝑘极小相矛盾.
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定理 4.4.6 定义𝑀(1), 𝑆(1)如上,则

𝑀(1) = ℂ[𝐸4, 𝐸6],
𝑆(1) = Δ ⋅ 𝑀(1).

事实上,我们有 ℂ-代数的同构 𝜑 ∶ ℂ[𝑋, 𝑌 ] ∼→ 𝑀(1),映 𝑓(𝑋, 𝑌 )为 𝑓(𝐸4, 𝐸6).

证明 命题 1.5.13表明𝑀奇数(1) = {0}. 定理 4.4.2则表明𝑀负偶数(1) = {0} = 𝑀2(1). 因
此只需考虑权 𝑘 ∈ 2ℤ, 𝑘 ≥ 2的情形;留意到𝑀0(1) = ℂ (常值函数).

首先说明 𝑓 ↦ 𝑓Δ给出同构𝑀𝑘(1) ∼→ 𝑆𝑘+12(1). 单性自明,今假设 𝑔 ∈ 𝑆𝑘+12(1). 根
据 Δ的无穷乘积展开知 Δ在∞有一阶零点,在ℋ 上无零点,由之易见 𝑔/Δ ∈ 𝑀𝑘(1),从
而得到满性. 然而定理 4.4.2蕴涵 𝑤 < 12 ⟹ 𝑆𝑤(1) = {0},故 𝑆(1) = Δ𝑀(1).
以下证明 {𝐸𝑎

4 𝐸𝑏
6 ∶ 𝑎, 𝑏 ∈ ℤ≥0, 4𝑎 + 6𝑏 = 𝑘} 生成向量空间 𝑀𝑘(1). 已知 𝑀2(1) =

{0}, 而 𝑀4(1) 和 𝑀6(1) 皆 1 维, 故仅须处理 𝑘 > 6 情形. 因为 𝑘 是正偶数, 根据初等
数论可知存在 𝑎, 𝑏 ∈ ℤ≥0 使得

𝑘
2 = 2𝑎 + 3𝑏. 若 𝑓 ∈ 𝑀𝑘(1) 在 ∞ 处的常数项是 𝑐, 则

𝑓1 ∶= 𝑓 − 𝑐𝐸𝑎
4 𝐸𝑏

6 ∈ 𝑆𝑘(1). 若 𝑓1 = 0则停止,否则存在 𝑔 ∈ 𝑀𝑘−12(1)满足 𝑓1 = Δ ⋅ 𝑔. 然
而 Δ = 1

1728 (𝐸3
4 − 𝐸2

6 );对 𝑔递归即可.
于是断言中的 ℂ-代数同态 𝜑 ∶ ℂ[𝑋, 𝑌 ] → 𝑀(1)是满的,其单性则是引理 4.4.5的

内容.

练习 4.4.7 证明𝑀(1)具有一个分次子环𝑀(1)ℤ,使得
⋄ 它是分次的,亦即作为 ℤ-模有直和分解𝑀(1)ℤ = ⨁𝑘 (𝑀𝑘(1) ∩ 𝑀(1)ℤ);
⋄ 𝑀(1)作为 ℂ-向量空间由𝑀(1)ℤ 生成;
⋄ 所有属于𝑀(1)ℤ 的模形式其 Fourier系数都是整数.

我们称这给出𝑀(1)的一个整结构. 进一步描述𝑀(1)ℤ 的分次理想𝑀(1)ℤ ∩ 𝑆(1).
提示 取𝑀(1)ℤ 为所有 Fourier系数均为整数的模形式给出的子环,并应用前述定

理1. 对一般同余子群也有类似的整结构,但需要更强有力的几何工具,见 §10.2.

例 4.4.8 (Ramanujan同余) 以下是维数公式一个有趣而且影响深远的应用. 回忆
Δ = ∑𝑛≥1 𝜏(𝑛)𝑞𝑛,并注意到 691是素数. 兹断言当 𝑛 ∈ ℤ≥1 时,

𝜏(𝑛) ≡ 𝜎11(𝑛) (mod 691).

根据约定 2.3.6,我们有

𝒢12(𝜏) ∶= −𝐵12
24 + ∑

𝑛≥1
𝜎11(𝑛)𝑞𝑛 ∈ 𝑀12(1).

1相关的整性问题可以参考 Serge Lang 的 Introduction to Modular Forms (Grundlehren der mathematischen
Wissenschaften, Volume 222), Chapter X, Theorems 4.2—4.4. 论证是初等的.
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另一方面,考虑𝑀12(1)的元素

𝐸3
4

720 +
𝐸2

6
1008 ∈ 1

420 + 𝑞2ℤJ𝑞K;

此处用上了引理 4.4.3及其证明中的记号,以及 1728×420 = 720×1008. 因为𝑆12(1) = ℂΔ

而 dimℂ 𝑀12(1) = 2,由此得知𝑀12(1)的元素都唯一表作 𝑎Δ + 𝑏
(

𝐸3
4

720 +
𝐸2

6
1008)

之形.

接着以此表达 𝒢12. 我们比较 𝑞0和 𝑞1的系数来确定 𝑎, 𝑏: 查阅 (2.2.3)知 𝐵12 = −691
2730 ,

故 𝒢12 的常数项可以直接计算为

−𝐵12
24 = 691

156 ⋅ 1
420 .

此外 𝑞1 在 𝒢12 中和在 Δ中的系数同为 1. 综之, 𝒢12 = Δ + 691
156 ⋅

(
𝐸3

4
720 +

𝐸2
6

1008)
.

接着比较上式两边 𝑞𝑛 的系数 (𝑛 = 1, 2, …). 首先 𝒢12 的系数为 𝜎11(𝑛) ∈ ℤ,而 Δ的

系数 𝜏(𝑛)也是整数;因为
𝐸3

4
720 +

𝐸2
6

1008 的 𝑞𝑛 系数亦是整数,相减可得

𝜏(𝑛) − 𝜎11(𝑛) ∈ ℤ ∩ (
691
156 ⋅ ℤ) ⊂ 691ℤ.

此即所求之 Ramanujan同余.
同余关系可以进一步涵摄 𝑛 = 0情形. 合理地定义 𝜏(0) = 0. 虽然 𝒢12 的常数项

−𝐵12
24 非整,但它属于 ℚ的子环 ℤ(691) ∶= {

𝑣
𝑢 ∶ 𝑢, 𝑣 ∈ ℤ, gcd(𝑢, 691) = 1} (这是环 ℤ对

理想 691ℤ的局部化, 见 [59, §5.3]), 其中 691依然生成极大理想. 置 Fourier系数于环
ℤ(691),则有

−𝐵12
12 ≡ 0 = 𝜏(0) (mod 691ℤ(691)). 当 𝑛 ≥ 1时,在 ℤ(691)中考量 Ramanujan同

余也不损失任何信息.

上述论证可能给人一种印象,仿佛 Ramanujan同余仅只是一个精致的数值巧合. 其
实尖点形式和 Eisenstein级数之间的同余是数论中的一类广泛现象,根源在几何, 𝒑-进模
形式理论是理解它的一把钥匙. 为此,精细爬梳模空间的算术/几何性质当然是必不可
少的.

练习 4.4.9 设 𝑝 ≥ 3为素数. 证明 Eisenstein级数 𝐸𝑝−1 的所有 Fourier系数都属于 ℤ(𝑝)
(定义同上),而且除了常数项 1,其余 Fourier系数都属于理想 𝑝ℤ(𝑝).

提示 运用关于 Bernoulli数的 von Staudt–Clausen定理来研究 𝐵𝑝−1 的分子与分母,
然后代入 (2.3.3).



134 第 4章 维数公式与应用

4.5 亚纯模形式的存在性
选定余有限 Fuchs群 Γ ⊂ SL(2, ℝ). 本节的结论仅在定理 4.6.3用到. 所有 Riemann

曲面均默认为紧的.

定理 4.5.1 设 𝑘 ∈ ℤ. 存在权为 2𝑘,级为 Γ而且不恒为零的亚纯模形式.

证明 我们在定理 4.3.1已经看到𝑀2𝑘(Γ)的元素可以等同于线丛 Ω⊗𝑘
𝑋(Γ) 的亚纯截面,其

可能的极点受除子 ⌊𝑘𝐷Γ⌋约束. 应用定理 B.7.5可知 Ω⊗𝑘
𝑋(Γ) 必有非零的亚纯截面,对应

到权 𝑘,级 Γ而且不恒为零的亚纯模形式.

奇数权情形需要一些准备工作,为此不得不动用关于 Riemann曲面和层上同调的一
些标准知识. 读者无妨略过.

引理 4.5.2 设 𝒳 为 Riemann曲面,那么交换群 Pic0(𝒳) ∶= ker [deg ∶ Pic(𝒳) → ℤ]是可
除群: 换言之,对任何 𝑛 ∈ ℤ≥1 都有 𝑛 Pic0(𝒳) = Pic0(𝒳 ).

证明 在 §8.4将说明 Pic0(𝒳)作为群同构于 Γ(𝒳, Ω𝒳 ) ≃ ℂ𝑔 的商. 既然 ℂ𝑔 对加法是可
除群,其商群亦然.

引理 4.5.3 令 𝑛 ∈ ℤ≥1 而 𝒳 是连通而且单连通的 Riemann曲面. 若 𝑓 ≠ 0是 𝒳 上的亚
纯函数,而且对所有 𝑥 ∈ 𝒳 都有 ord𝑥(𝑓 ) ∈ 𝑛ℤ,那么存在亚纯函数 𝑓♯ 使得 𝑓 𝑛

♯ = 𝑓 .

证明 层论可以给出俐落的证明, 不过这里仍模仿解析延拓的古典手法. 首先说明对
任意 𝑥 ∈ 𝒳 都存在连通开邻域 𝑈 ∋ 𝑥以及 𝑈 上的亚纯函数 𝑓♯,𝑈 使得 𝑓 𝑛

♯,𝑈 = 𝑓|𝑈 . 命
𝑘 ∶= ord𝑥(𝑓 )/𝑛. 无妨假设 𝑈 带有适当的局部坐标 𝑧使得 𝑓|𝑈 = (𝑧 − 𝑧(𝑥))𝑘𝑛 exp(𝑔(𝑧)),再
取 𝑓♯,𝑈 = (𝑧 − 𝑧(𝑥))𝑘 exp(𝑔(𝑧)/𝑛)即是.

这就说明 𝑓♯ 局部存在,而且精确到 𝜇𝑛 ∶= {𝑧 ∶ 𝑧𝑛 = 1}的乘法,它在连通开集上是
唯一的.

固定 𝑥并在其附近取定 𝑓♯. 对任意 𝑦 ∈ 𝒳 ,取连续道路连接 𝑥, 𝑦,以局部唯一性将
𝑓♯ 一路延拓到 𝑦附近. 单连通确保环路可缩,因而 𝑓♯ 在 𝑦附近的延拓无关道路的选取.
证毕.

定理 4.5.4 设 𝑘 ∈ ℤ. 若 −1 ∈ Γ,则权为 2𝑘 + 1,级为 Γ的亚纯模形式必为 0. 若 −1 ∉ Γ,
则存在权为 2𝑘 + 1,级为 Γ而且不恒为零的亚纯模形式.

证明 当 −1 ∈ Γ时应用命题 1.5.13. 今后假设 −1 ∉ Γ. 仅须说明存在权 1的亚纯模形
式,再取其 2𝑘 + 1次幂便是. 以下证明取自 [49, p.40]. 仍记 𝑔为 𝑋(Γ)的亏格.
任取 𝑥 ∈ 𝑋(Γ)和亚纯微分 𝜔 ≠ 0,那么除子 div(𝜔) − 2(𝑔 − 1)𝑥的次数为 0. 根据引

理 4.5.2,存在 𝐴 ∈ Div(𝑋(Γ))和 𝜑 ∈ ℳ(𝑋(Γ))×使得 2𝐴 − div(𝜔) + 2(𝑔 − 1)𝑥 = div(𝜑). 考
虑亚纯微分

𝑓 d𝜏 ∶= 𝜑𝜔拉回到ℋ .
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于是 𝑓 是权 2的亚纯模形式. 兹断言存在 ℋ 上的亚纯函数 𝑓♯ 使得 𝑓 2
♯ = 𝑓 . 鉴于引理

4.5.3,只消说明 𝑓 在每一点 𝜂 ∈ ℋ 处的消没次数都是偶数.
记 𝑦 ∈ 𝑌 (Γ)为 𝜂 ∈ ℋ 的像. 由 (4.3.2)在权 2的情形可知

ord
𝜂

(𝑓 ) = (𝑒(𝜂) − 1) + 𝑒(𝜂) ord
𝑦

(𝜑𝜔).

命题 1.3.10和 −1 ∉ Γ确保 𝑒(𝜂) = |Γ𝜂|为奇数. 另一方面, ord𝑦(𝜑𝜔)恒为偶数,这是因为

div(𝜑𝜔) = 2(𝑔 − 1)𝑥 + 2𝐴 ∈ 2 Div(𝑋(Γ)).

综之 ord𝜂(𝑓 ) ∈ 2ℤ,断言得证.
接着注意到对每个 𝛾 ∈ Γ,

(𝑓♯ |1 𝛾)
2 = 𝑓 |2 𝛾 = 𝑓 = 𝑓 2

♯ .

因此存在 𝜒(𝛾) ∈ {±1} 使得 𝑓♯ |1 𝛾 = 𝜒(𝛾)𝑓♯. 易见 𝜒 ∶ Γ → {±1} 是群同态, 记
Γ′ ∶= ker(𝜒),则 (Γ ∶ Γ′) ≤ 2,这也是余有限 Fuchs群,而且从 𝑓 2

♯ = 𝑓 可知 𝑓♯ 满足权 1
亚纯模形式的所有条件,但级降为 Γ′. 如果 Γ′ = Γ,那么 𝑓♯ 即所求.

以下假设存在 𝜀 使得 Γ = Γ′ ⊔ Γ′𝜀, 从而 𝜒(𝜀) = −1. 商态射 𝑋(Γ′) → 𝑋(Γ) 是
紧 Riemann面之间的 2次态射 (命题 3.3.1),而ℳ(𝑋(Γ′))借以成为ℳ(𝑋(Γ))的二次扩
张 (见 [60, 定理 3.4.7]). 注意到 Γ′ C Γ, 故在 𝑋(Γ′) 上有良定的映射 Γ′𝜏 ↦ Γ′𝜀𝜏, 而
ℳ(𝑋(Γ))正好由 𝑋(Γ′)上的 𝜀-不变亚纯函数组成.
因此存在 𝜓 ∈ ℳ(𝑋(Γ′))使得 𝜓 ≠ 0, 𝜓(𝜀𝜏) = −𝜓(𝜏). 由之可见 𝑓♯𝜓 对 Γ不变,从而

是权 1亚纯模形式.

一种直接构造亚纯模形式的手法是 Poincaré 级数, 借助的是分析学工具, 见 [41,
Theorem 2.6.8].

4.6 奇数权维数公式
仍选定余有限 Fuchs群 Γ ⊂ SL(2, ℝ)和奇数 2𝑘 + 1. 此时维数公式将涉及定义 3.6.1

引入的正则尖点.

引理 4.6.1 设−1 ∉ Γ而 𝑡 = 𝛼∞ ∈ 𝒞Γ,其中 𝛼 ∈ SL(2, ℝ). 按 (3.6.1)定义相应的 𝑥, ℎ > 0.
对于一切级为 Γ,权为 2𝑘 + 1的亚纯模形式 𝑓 ,考虑 𝑓 |2𝑘+1 𝛼在∞处的 Laurent展开式,
它必形如

(𝑓 |2𝑘+1 𝛼) (𝜏) =
⎧⎪
⎨
⎪⎩

∑𝑛 𝑏𝑛𝑒2𝜋𝑖𝑛𝜏/ℎ, 𝑡给出正则尖点,
𝑒2𝜋𝑖𝜏/𝑥 ∑𝑛 𝑏𝑛𝑒2𝜋𝑖𝑛𝜏/ℎ, 𝑡给出非正则尖点.
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证明 命 𝑔 ∶= 𝑓 |2𝑘+1 𝛼. 基于 𝑔(𝜏 + 𝑥) = 𝑔(𝜏)作 Laurent展开

𝑔(𝜏) = ∑𝑛
𝑎𝑛𝑒2𝜋𝑖𝑛𝜏/𝑥.

对于正则尖点有 𝑥 = ℎ,毋须再论. 以下设 𝑡给出非正则尖点,那么 𝑥 = 2ℎ. 此时容易看出
𝑔 |2𝑘+1 ( −1 −ℎ

−1 ) = 𝑔,故∑𝑛 𝑎𝑛𝑒2𝜋𝑖𝑛𝜏/𝑥 = ∑𝑛(−1)𝑛+1𝑎𝑛𝑒2𝜋𝑖𝑛𝜏/𝑥,换言之 𝑎𝑛 ≠ 0 ⟹ 𝑛 ∉ 2ℤ,
故 𝑔有所示的 Laurent展开.

定理 4.3.1业已说明权为 4𝑘 + 2的模形式 𝑓+ 可以看成 Ω⊗2𝑘+1
𝑋(Γ) 的某些亚纯截面,记

为 𝜔;一切同样适用于 𝑓+ 是亚纯模形式的情形,放宽对极点的约束即可. 当 𝜔 ≠ 0时可
对之定义每点的消没次数 ord𝑥(𝜔)和除子 div(𝜔) = ∑𝑥∈𝑋(Γ) ord𝑥(𝜔)𝑥.

引理 4.6.2 设 −1 ∉ Γ. 考虑权为 2𝑘 + 1,不恒为零的亚纯模形式 𝑓 . 以 𝜔表示对应到
𝑓+ ∶= 𝑓 2 的 Ω⊗2𝑘+1

𝑋(Γ) 的亚纯截面. 我们有

∀𝑦 ∈ 𝑋(Γ), ord
𝑦

(𝜔) =
⎧⎪
⎨
⎪⎩

偶数, 𝑦 ∈ 𝑌 (Γ), 或 𝑦为非正则尖点,
奇数, 𝑦 ∶正则尖点.

证明 设 𝑦 ∈ 𝑌 (Γ),取定原像 𝜂 ∈ ℋ . 从 (4.3.2)可知

(2𝑘 + 1)(𝑒(𝑦) − 1) + 𝑒(𝑦) ord
𝑦

(𝜔) = ord
𝜂

(𝑓+) = 2 ord
𝜂

(𝑓 ).

命题 1.3.10确保 𝑒(𝑦) = |Γ𝜂|为奇数,因而上式蕴涵 ord𝑦(𝜔)为偶.

接着设 𝑦 ∈ 𝑋(Γ)是尖点,为了简化符号,不失一般性且设 𝑦是 ∞ ∈ ℋ ∗ 的像. 按
(3.6.1)定义 𝑥, ℎ > 0. 按∞处的局部坐标 𝑒2𝜋𝑖𝜏/ℎ 定义消没次数 ord∞(𝑓+). 由 (4.3.3)可知

2𝑘 + 1 + ord
𝑦

(𝜔) = ord
∞

(𝑓+).

引理 4.6.1 描述了 𝑓 的 Laurent 展开, 现在考虑其平方: 对于正则尖点, 𝑥 = ℎ 故
ord∞(𝑓+) ∈ 2ℤ. 对于非正则尖点, 𝑥 = 2ℎ故 ord∞(𝑓+) ∈ 2ℤ + 1. 证毕.

定理 4.6.3 复向量空间 𝑀2𝑘+1(Γ) 的维数有限. 若 −1 ∈ Γ 则 𝑀2𝑘+1(Γ) = {0}. 若
−1 ∉ Γ,以 𝑔表 𝑋(Γ)的亏格, 𝜖∞,reg (或 𝜖∞,irr)表 𝑋(Γ)的正则尖点 (或非正则尖点)个数,
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𝜖∞ = 𝜖∞,reg + 𝜖∞,irr,那么

dimℂ 𝑀2𝑘+1(Γ) =
⎧⎪
⎨
⎪⎩

0, 𝑘 < 0
dimℂ 𝑆2𝑘+1(Γ) + 𝜖∞,reg, 𝑘 ≥ 1,

dimℂ 𝑆2𝑘+1(Γ) =
⎧⎪
⎨
⎪⎩

0, 𝑘 < 0

deg ((𝑘 + 1
2 ) 𝐾𝑋(Γ) + ⌊(𝑘 + 1

2 ) 𝐷Γ⌋) − 𝑔 + 1 −
𝜖∞,reg

2 , 𝑘 ≥ 1.

其中 𝐷Γ 是定义 4.1.2中的 ℚ-除子. 此外,当 𝑘 ≥ 1时

dimℂ 𝑆2𝑘+1(Γ) ≥ deg(𝐿Γ) ⋅ (𝑘 − 1
2) + 𝑔 − 1 +

𝜖∞,irr
2 .

因为定理 4.1.3 确保 deg(𝐿Γ) > 0, 上述估计说明当 −1 ∉ Γ 而且 𝑘 ≫ 0 时, 权为
2𝑘 + 1的模形式是十分丰富的.

证明 定理 4.5.4 的第一部分已料理了 −1 ∈ Γ 情形. 故今后假定 −1 ∉ Γ. 设 𝑓 ∈
𝑀2𝑘+1(Γ). 若 𝑘 < 0,那么 𝑓 2 ∈ 𝑀4𝑘+2(Γ) = {0} (定理 4.3.3). 今后进一步假定 𝑘 ≥ 0.

依据定理 4.5.4, 存在权为 2𝑘 + 1, 级为 Γ 的亚纯模形式 𝑓0 ≠ 0. 我们将 𝑓 2
0 视同

Ω⊗2𝑘+1
𝑋(Γ) 的非零亚纯截面 𝜔.

任给 𝑓 ∈ 𝑀2𝑘+1(Γ), 商 𝑔 ∶= 𝑓/𝑓0 是 𝑋(Γ) 上的亚纯函数. 反之给定 𝑋(Γ) 上的
亚纯函数 𝑔 ∈ ℳ(𝑋(Γ)), 则 𝑓0𝑔 ∈ 𝑀2𝑘+1(Γ) 等价于 𝑓 2

0 𝑔2 ∈ 𝑀4𝑘+2(Γ). 按寻常方式
定义 div(𝑔) ∈ Div(𝑋(Γ)) ⊔ {∞}, 并应用 §4.3 中的分析, 特别是 (4.3.2) 和 (4.3.3), 可知
𝑓 2

0 𝑔2 ∈ 𝑀4𝑘+2(Γ)等价于

𝑦 ∈ 𝑌 (Γ) ⟹ ord
𝑦

(𝜔) + 2 ord
𝑦

(𝑔) + (2𝑘 + 1) ⋅ 𝑒(𝑦) − 1
𝑒(𝑦) ≥ 0,

𝑐 ∈ 𝑋(Γ) ∖ 𝑌 (Γ) ⟹ ord
𝑐

(𝜔) + 2 ord
𝑐

(𝑔) + (2𝑘 + 1) ≥ 0

(对于 𝑓 2
0 𝑔2 ∈ 𝑆4𝑘+2(Γ) 换成 ≥ 1) .

上式重新整理成 Div(𝑋(Γ))ℚ 中的不等式

div(𝑔) + 1
2

⎛
⎜
⎜
⎝
div(𝜔) − ∑

𝑐∶正则尖点
𝑐
⎞
⎟
⎟
⎠

+ (𝑘 + 1
2)

⎛
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

∑
𝑦∈𝑌 (Γ)
来自椭圆点

(1 − 1
𝑒(𝑦)) 𝑦 + ∑

𝑐∶尖点
𝑐

⎞
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

+ 1
2 ∑

𝑐∶正则尖点
𝑐 ≥ 0. (4.6.1)
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引理 4.6.2蕴涵 1
2 (div(𝜔) ± ∑𝑐∶正则尖点 𝑐) ∈ Div(𝑋(Γ)). 对 (4.6.1)取整,得到的不等式与

原先等价;综之, 𝑓0𝑔 ∈ 𝑀2𝑘+1(Γ)等价于

div(𝑔) + 𝐸 + ∑
𝑐∶正则尖点

𝑐 ≥ 0, (4.6.2)

其中

𝐸 ∶= 1
2

⎛
⎜
⎜
⎝
div(𝜔) − ∑

𝑐∶正则尖点
𝑐
⎞
⎟
⎟
⎠

+ ∑
𝑦∈𝑌 (Γ)
来自椭圆点

⌊(𝑘 + 1
2) (1 − 1

𝑒(𝑦))⌋ 𝑦 + 𝑘 ∑
𝑐∶尖点

𝑐.

若考察 𝑓0𝑔 ∈ 𝑆2𝑘+1(Γ),亦即 𝑓 2
0 𝑔2 ∈ 𝑆4𝑘+2(Γ)的充要条件,那就相当于将 (4.6.1)的 ≥左

边再扣去 1
2 ∑𝑐∶尖点 𝑐;结果等价于

div(𝑔) + 𝐸 ≥ 0. (4.6.3)

从 (4.6.2)和 (4.6.3)可见 dimℂ 𝑀2𝑘+1(Γ) = ℓ (𝐸 + ∑𝑐∶正则尖点 𝑐), dimℂ 𝑆2𝑘+1(Γ) = ℓ (𝐸).
定理 B.7.12表明两者对所有 𝑘 ≥ 0皆有限. 以下对之作进一步的计算.

命题 1.3.10保证 𝑒(𝑦) = |Γ𝜂|为奇数,故 (𝑘 + 1
2 ) (𝑒(𝑦) − 1) ∈ ℤ. 引理 4.1.6遂导致

⌊(𝑘 + 1
2) (1 − 1

𝑒(𝑦))⌋ ≥ (𝑘 − 1
2) (1 − 1

𝑒(𝑦)) ;

从而得到次数估计

deg 𝐸 = (𝑘 + 1
2) (2𝑔 − 2) −

𝜖∞,reg

2 + ∑𝑦 ⌊(𝑘 + 1
2) (1 − 1

𝑒(𝑦))⌋ + 𝑘𝜖∞

≥ (𝑘 − 1
2) (

2𝑔 − 2 + 𝜖∞ + ∑𝑦 (1 − 1
𝑒(𝑦)))

+ 2𝑔 − 2 −
𝜖∞,reg

2 + 𝜖∞
2

= (𝑘 − 1
2) deg(𝐿Γ) +

𝜖∞,irr
2 + 2𝑔 − 2.

当 𝑘 ≥ 1时末项 > 2𝑔 − 2. 此时可由 Riemann–Roch定理 B.7.12或其注记 B.7.13代入
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(4.6.3)来计算 dim 𝑆2𝑘+1(Γ) = ℓ(𝐸) = deg 𝐸 − 𝑔 + 1: 结果可写作

(2𝑘 + 1)(𝑔 − 1) + ∑𝑦 ⌊(𝑘 + 1
2) (1 − 1

𝑒(𝑦))⌋ + 𝑘𝜖∞ −
𝜖∞,reg

2 − 𝑔 + 1

= 2𝑘(𝑔 − 1) + deg ⌊(𝑘 + 1
2) 𝐷Γ⌋ −

𝜖∞,reg

2
= (𝑘 + 1

2) deg 𝐾𝑋(Γ) + deg ⌊(𝑘 + 1
2) 𝐷Γ⌋ −

𝜖∞,reg

2 .

另外,先前对 deg 𝐸 的估计给出

dim 𝑆2𝑘+1(Γ) = deg 𝐸 − 𝑔 + 1 ≥ (𝑘 − 1
2) deg(𝐿Γ) + 𝑔 − 1 +

𝜖∞,irr
2 , 𝑘 ≥ 1.

基于上述结果, dim 𝑀2𝑘+1(Γ) = ℓ (𝐸 + ∑𝑐∶正则尖点 𝑐)在 𝑘 ≥ 1时的计算也毫无困难.

目前对𝑀1(Γ)和 𝑆1(Γ)还没有一般的维数公式.

例 4.6.4 仍取无椭圆点的同余子群 Γ ∶= Γ1(4)为例. 根据例 4.2.5,此时

𝜖∞ = 3, 𝜖irr = 1, 𝜖∞,reg = 2, 𝑔 = 0,

deg (𝑘 + 1
2) 𝐾𝑋(Γ1(4)) = −2𝑘 − 1, deg ⌊(𝑘 + 1

2) 𝐷Γ0(4)⌋ = 3𝑘.

代入可知当 𝑘 ≥ 1时

dimℂ 𝑆2𝑘+1(Γ1(4)) = 𝑘 − 1,
dimℂ 𝑀2𝑘+1(Γ1(4)) = 𝑘 + 1.

练习 4.6.5 证明 𝑆1(Γ1(4)) = {0}.
提示 应用例 4.3.4算出的 𝑆2(Γ1(4)) = {0}.





第 5章 Hecke算子通论

Hecke算子是模形式理论的核心之一. 粗略地说,它们是模形式空间之间一族富含
结构的线性映射,反映其间的某种对称性. 在第六章和第七章将以 Hecke算子萃取 𝐿-函
数中蕴藏的丰富算术信息.
一如模形式的情形,对 Hecke算子也有多面的诠释. 本章首先以群论视角切入,由

某些双陪集来确定 Hecke算子,合成运算则是某种卷积的反映. 我们首先铺陈双陪集算
子的抽象理论,随后应用于模形式. 对于级为 SL(2, ℤ)的情形,双陪集的卷积结构可透
过线性代数,亦即模论的语言来改写,由此得到的代数也称为 Hall代数;这是 §5.5将探
讨的主题,也是针对第六章的一场预演. 相关的线性代数技巧未来还会重复运用.

本章前半部是关于双陪集与卷积的一般框架,基于几个抽象假设;在后半部,我们以
之定义 Hecke算子并应用于模形式的研究. 相关论证和铺陈方式取法于 [21, 41]. 模形
式的权 𝑘在本节是固定的.

5.1 双陪集与卷积
以下定义遵循 [41, §2.7];相关思路可以上溯到 Bourbaki [8, VI, §2, ex 22]. 首先回忆

定义 3.5.1: 固定一个抽象群 Ω及其子群 Γ, Γ′,若 Γ ∩ Γ′ 在 Γ和 Γ′ 中的指数皆有限,则
称它们可公度;引理 3.5.2断言这给出 Ω的子群间的等价关系 ≈. 若 𝜎 ∶ Ω ∼→ Ω1 是群同
构,那么显然有 Γ ≈ Γ′ ⟺ 𝜎(Γ) ≈ 𝜎(Γ′).

约定 5.1.1 对于子群 Γ ⊂ Ω,记

Γ̃ ∶= {𝑔 ∈ Ω ∶ 𝑔Γ𝑔−1 ≈ Γ} .

引理 5.1.2 对任意 Γ,子集 Γ̃ ⊂ Ω乃是子群. 如果 Γ ≈ Γ′,则 Γ̃ = Γ̃′.

证明 先处理第一个断言. 显然 1 ∈ Γ̃,而且 ℎΓℎ−1 ≈ Γ蕴涵 Γ = ℎ−1ℎΓℎ−1ℎ ≈ ℎ−1Γℎ,
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故 Γ̃对取逆封闭. 只消再对所有 𝑔, ℎ ∈ Γ̃证 𝑔ℎ ∈ Γ̃. 诚然:

𝑔ℎΓℎ−1𝑔−1 ≈ 𝑔Γ𝑔−1 ≈ Γ.

对于第二部分,从 Γ ≈ Γ′ 和 𝑔Γ𝑔−1 ≈ Γ可推出

𝑔Γ′𝑔−1 ≈ 𝑔Γ𝑔−1 ≈ Γ ≈ Γ′

于是 Γ̃ ⊂ Γ̃′;基于对称性亦有 Γ̃′ ⊂ Γ̃.

初步例子仍由 SL(2, ℤ)给出. 以下分别在 GL(2, ℝ)+ 和 GL(2, ℝ)中确定 Γ̃.

命题 5.1.3 设离散子群 Σ ⊂ SL(2, ℝ)满足 Σ ≈ SL(2, ℤ). 在大群 GL(2, ℝ)+ (或 GL(2, ℝ))
中,我们有 Σ̃ = ℝ× ⋅ GL(2, ℚ)+ (或 Σ̃ = ℝ× ⋅ GL(2, ℚ)).

证明 命 Γ ∶= SL(2, ℤ). 由于 Σ̃ = Γ̃,仅须考虑 Σ = Γ情形. 先考虑 GL(2, ℝ)+ 中的情况.
显然 ℝ× ⊂ ̃SL(2, ℤ),而稍早的计算 (命题 3.5.3)已说明 GL(2, ℚ)+ ⊂ ̃SL(2, ℤ),所以关键
在证明每个 𝛾 = ( 𝑎 𝑏

𝑐 𝑑 ) ∈ ̃SL(2, ℤ)都属于 ℝ× ⋅ GL(2, ℚ)+. 若 Γ ⊂ SL(2, ℝ)是任意离散子
群,由 “结构搬运”不难察觉

𝛾 ∈ Γ̃ ⟹ 𝒞Γ = 𝒞𝛾Γ𝛾−1 = 𝛾𝒞Γ.

施此于 Γ = SL(2, ℤ), 𝒞Γ = ℚ ⊔ {∞}. 上式导致 𝛾∞, 𝛾0 ∈ ℚ ⊔ {∞}故 𝑎
𝑐 , 𝑏

𝑑 ∈ ℚ ⊔ {∞}.
由于 𝑥 ↦ 𝑡𝑥−1 是保 Γ 的群自同构, 𝑡𝛾−1 ∈ Γ̃, 继而 𝑡𝛾 ∈ Γ̃, 于是上一步论证又给出
𝑎
𝑏 , 𝑐

𝑑 ∈ ℚ ⊔ {∞}. 由此易见 𝛾 ∈ ℝ× ⋅ GL(2, ℚ)+.

对于 GL(2, ℝ)中的情况,命 Γ̃± ∶= {𝛼 ∈ Γ̃ ∶ sgn(det 𝛼) = ±},那么 Γ̃ = Γ̃+ ⊔ Γ̃−. 留意
到 Γ̃∓ = ( 1

−1 )Γ̃±,而 Γ̃+ 无非是上一步确定的 ℝ× ⋅ GL(2, ℚ)+. 这就足以完成证明.

回到抽象理论.

引理 5.1.4 设 Γ, Γ′ ⊂ Ω可公度,则对任意 𝑥 ∈ Γ̃,存在无交并分解

Γ𝑥Γ′ = ⨆
𝑎∈𝐴

Γ𝑥𝑎 = ⨆
𝑏∈𝐵

𝑏𝑥Γ′

其中 𝐴 (或 𝐵)是陪集空间 (Γ′ ∩ 𝑥−1Γ𝑥)\Γ′ (或 Γ/(Γ ∩ 𝑥Γ′𝑥−1))在 Γ′ (或 Γ)中的任一族
代表元; 𝐴, 𝐵都是有限的.

证明 显然 Γ𝑥Γ′ = ⋃𝑎∈Γ′ Γ𝑥𝑎 = ⋃𝑏∈Γ 𝑏𝑥Γ′. 相异陪集必无交, 而对任意 𝑎1, 𝑎2 ∈ Γ′,
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我们有

Γ𝑥𝑎1 = Γ𝑥𝑎2 ⟺ Γ𝑥𝑎1𝑎−1
2 𝑥−1 = Γ ⟺ 𝑎1𝑎−1

2 ∈ Γ′ ∩ 𝑥−1Γ𝑥
⟺ (Γ′ ∩ 𝑥−1Γ𝑥)𝑎1 = (Γ′ ∩ 𝑥−1Γ𝑥)𝑎2.

由此可得 Γ𝑥Γ′ = ⨆𝑎∈𝐴 Γ𝑥𝑎. 同理可证 Γ𝑥Γ′ = ⨆𝑏∈𝐵 𝑏𝑥Γ′. 由于 Γ̃ = Γ̃′ 成群, 从
𝑥Γ′𝑥−1 ≈ Γ′ ≈ Γ推得 (Γ ∶ Γ ∩ 𝑥Γ′𝑥−1)有限,从 𝑥−1Γ𝑥 ≈ Γ ≈ Γ′ 推得 (Γ′ ∶ Γ′ ∩ 𝑥−1Γ𝑥)
亦有限.

假设 5.1.5 以下考虑

⋄ 群 Ω及其子幺半群 Δ (即: Δ含幺元并且对乘法封闭);

⋄ Ω的一族子群 𝒳 ≠ ∅,其中元素彼此可公度,并且所有 Γ ∈ 𝒳 都满足

Γ̃ ⊃ Δ ⊃ Γ;

⋄ 交换环 𝕜.

定义 5.1.6 令 Ω, Δ, 𝒳 如假设 5.1.5. 对任意之 Γ, Γ′ ∈ 𝒳 ,命

H(Γ\Δ/Γ′) ∶=

⎧
⎪
⎪
⎨
⎪
⎪
⎩

𝑓 ∶ Ω → 𝕜 Γ左不变

Supp(𝑓 ) ⊂ Δ Γ′ 右不变

Γ\ Supp(𝑓 )/Γ′ 有限

⎫
⎪
⎪
⎬
⎪
⎪
⎭

,

H(Δ ⫽ Γ) ∶= H(Γ\Δ/Γ).

对于 𝑠, 𝑡 ∈ 𝕜定义运算 (𝑠𝑓1 + 𝑡𝑓2)(𝑥) = 𝑠𝑓1(𝑥) + 𝑡𝑓2(𝑥),这使H(Γ\Δ/Γ′)构成 𝕜-模.

基于引理 5.1.4,任意 𝑓 ∈ H(Γ\Δ/Γ′)之 Supp(𝑓 )分解为有限个左 Γ-轨道,也分解成有限
个右 Γ′-轨道,这一观察对稍后的论证至关重要.

定义–定理 5.1.7 令 Γ, Γ′, Γ″ ∈ 𝒳 ,对 𝛼 ∈ H(Γ\Δ/Γ′)和 𝛽 ∈ H(Γ′\Δ/Γ″),

∑
ℎ∈Γ′\Ω

𝛼(𝑥ℎ−1)𝛽(ℎ) = ∑
ℎ∈Ω/Γ′

𝛼(ℎ)𝛽(ℎ−1𝑥), 𝑥 ∈ Δ.

两边的和皆有限,记为 (𝛼 ⋆ 𝛽)(𝑥).
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(i) 函数 𝛼 ⋆ 𝛽 属于H(Γ\Δ/Γ″)的元素;运算 ⋆满足分配律

(𝑠𝛼1 + 𝑡𝛼2) ⋆ 𝛽 = 𝑠(𝛼1 ⋆ 𝛽) + 𝑡(𝛼2 ⋆ 𝛽),
𝛼 ⋆ (𝑠𝛽1 + 𝑡𝛽2) = 𝑠(𝛼 ⋆ 𝛽1) + 𝑡(𝛼 ⋆ 𝛽2).

其中 𝑠, 𝑡 ∈ 𝕜.

(ii) 对 Γ, Γ′, Γ″, Γ‴ ∈ 𝒳 和

𝛼 ∈ H(Γ\Δ/Γ′), 𝛽 ∈ H(Γ′\Δ/Γ″), 𝛾 ∈ H(Γ″\Δ/Γ‴),

结合律恒成立:
𝛼 ⋆ (𝛽 ⋆ 𝛾) = (𝛼 ⋆ 𝛽) ⋆ 𝛾.

(iii) 定义 𝟏Γ(𝑥) ∶=
⎧⎪
⎨
⎪⎩

1, 𝑥 ∈ Γ
0, 𝑥 ∉ Γ.

,它属于H(Δ ⫽ Γ)并且对任意 Γ′, Γ″ ∈ 𝒳 皆有

∀𝛼 ∈ H(Γ′\Δ/Γ), 𝛼 ⋆ 𝟏Γ = 𝛼,
∀𝛽 ∈ H(Γ\Δ/Γ″), 𝟏Γ ⋆ 𝛽 = 𝛽.

特别地, H(Δ ⫽ Γ)是 𝕜-代数,其乘法幺元 1是 𝟏Γ.

证明 给定 𝛼, 𝛽,第一和式取遍 ℎ ∈ Γ′\ Supp(𝛽),第二和式取遍 Supp(𝛼)/Γ′,已知两者皆
有限. 第一式对 𝑥是左 Γ不变的,而第二式是右 Γ″ 不变的,下面说明两式相等. 考虑
集合 Θ𝑥 ∶= {(𝑢, 𝑣) ∈ Ω2 ∶ 𝑢𝑣 = 𝑥},其上有 Γ′ 的左作用 𝛿 ∶ (𝑢, 𝑣) ↦ (𝑢𝛿−1, 𝛿𝑣). 按假设,
(𝑢, 𝑣) ↦ 𝛼(𝑢)𝛽(𝑣)下降为商空间上的函数 𝛼 ⊗ 𝛽 ∶ Γ′\Θ𝑥 → 𝕜；两式无非是对 𝛼 ⊗ 𝛽 求和
的两种方法.

易见 Supp(𝛼⋆𝛽) ⊂ Supp(𝛼)⋅Supp(𝛽) ⊂ Δ. 按引理 5.1.4作有限分解 Supp(𝛼) = ⨆𝑖 Γ𝛼𝑖
和 Supp(𝛽) = ⨆𝑗 𝛽𝑗Γ″,那么 Supp(𝛼 ⋆ 𝛽) ⊂ ⨆𝑖,𝑗 Γ𝛼𝑖𝛽𝑗Γ″. 综之 𝛼 ⋆ 𝛽 ∈ H(Γ\Δ/Γ′).
乘法分配律的验证毫无困难,至于结合律,请看

((𝛼 ⋆ 𝛽) ⋆ 𝛾)(𝑥) = ∑
ℎ∈Γ″\Ω

(𝛼 ⋆ 𝛽)(𝑥ℎ−1)𝛾(ℎ)

= ∑
ℎ∈Γ″\Ω
𝑘∈Ω/Γ′

𝛼(𝑘)𝛽(𝑘−1𝑥ℎ−1)𝛾(ℎ)

= ∑
𝑘∈Ω/Γ′

𝛼(𝑘)(𝛽 ⋆ 𝛾)(𝑘−1𝑥) = (𝛼 ⋆ (𝛽 ⋆ 𝛾))(𝑥),

所见的和都是有限和. 最后考虑 𝟏Γ ∈ H(Δ ⫽ Γ), 容易按定义来验证 𝛼 ⋆ 𝟏Γ = 𝛼 和
𝟏Γ ⋆ 𝛽 = 𝛽: 它只涉及 ℎ = 1一项.
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注记 5.1.8 (结构常数) 模H(Γ\Δ/Γ′)是自由的: 诸 [Γ𝛾Γ′] ∶= 𝟏Γ𝛾Γ′ 给出它的一组自然的
基,其中 Γ𝛾Γ′ 取遍 Δ对 Γ, Γ′ 的双陪集. 以上定义的乘法 ⋆显然脱胎于分析学中的卷
积,它有以下纯代数的描述: 给定 𝛾, 𝜂, 𝛿 ∈ Δ,定义 𝑚(𝛾, 𝜂; 𝛿) ∶= [Γ𝛾Γ′] ⋆ [Γ′𝜂Γ″](𝛿),则

[Γ𝛾Γ′] ⋆ [Γ′𝜂Γ″] = ∑
𝛿

𝑚(𝛾, 𝜂; 𝛿)[Γ𝛿Γ″]

其中 Γ𝛿Γ″ 取遍 Δ对 Γ, Γ″ 的双陪集;习称 {𝑚(𝛾, 𝜂; 𝛿)}𝛾,𝜂,𝛿 为卷积 ⋆的结构常数. 下面
就来确定这些常数: 作分解

Γ𝛾Γ′ = ⨆
𝑎∈𝐴

Γ𝑎, Γ′𝜂Γ″ = ⨆
𝑏∈𝐵

Γ′𝑏, 𝐴, 𝐵 ⊂ Δ ∶有限子集;

于是

𝑚(𝛾, 𝜂; 𝛿) = ([Γ𝛾Γ′] ⋆ [Γ′𝜂Γ″]) (𝛿) = ∑
𝑏∈𝐵

𝟏Γ𝛾Γ′ (𝛿𝑏−1)

= ∑
𝑏∈𝐵

|{𝑎 ∈ 𝐴 ∶ 𝛿𝑏−1 ∈ Γ𝑎}| = |{(𝑎, 𝑏) ∈ 𝐴 × 𝐵 ∶ Γ𝛿 = Γ𝑎𝑏}| . (5.1.1)

实际是一些由双陪集结构确定的非负整数,无关乎 𝕜. 某些文献如 [41, (2.7.2)]以此直接
定义 ⋆运算.

同理,换边作分解 Γ𝛾Γ′ = ⨆𝑎∈𝐴 𝑎Γ′ 和 Γ′𝜂Γ″ = ⨆𝑏∈𝐵 𝑏Γ″ 来计算

([Γ𝛾Γ′] ⋆ [Γ′𝜂Γ″]) (𝛿) = ∑
𝑎∈𝐴

𝟏Γ′𝛾′Γ″ (𝑎−1𝛿),

同样可以导出
𝑚(𝛾, 𝜂; 𝛿) = |{(𝑎, 𝑏) ∈ 𝐴 × 𝐵 ∶ 𝛿Γ″ = 𝑎𝑏Γ″}| , (5.1.2)

细节留给读者练手.

例 5.1.9 下述性质对之后 Hecke算子的计算极为有用. 设 𝛼, 𝛾 ∈ Γ̃,而且 𝛾Γ𝛾−1 = Γ,这
时

[Γ𝛼Γ] ⋆ [Γ𝛾Γ] = [Γ𝛼𝛾Γ],
[Γ𝛾Γ] ⋆ [Γ𝛼Γ] = [Γ𝛾𝛼Γ].

诚然,作分解 Γ𝛼Γ = ⨆𝑛
𝑖=1 Γ𝑎𝑖;由于 Γ𝛾Γ = Γ𝛾 , (5.1.1)给出

[Γ𝛼Γ] ⋆ [Γ𝛾Γ](𝛿) = |{1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 ∶ Γ𝛿 = Γ𝑎𝑖𝛾}| , 𝛿 ∈ Ω
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既然 Γ𝛼𝛾Γ = Γ𝛼Γ𝛾 = ⨆𝑛
𝑖=1 Γ𝑎𝑖𝛾 ,此函数无非是 [Γ𝛼𝛾Γ]. 同理,作分解 Γ𝛼Γ = ⨆𝑚

𝑗=1 𝑏𝑗Γ,
则因为 Γ𝛾Γ = 𝛾Γ, (5.1.2)给出

[Γ𝛾Γ] ⋆ [Γ𝛼Γ](𝛿) = |{1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑚 ∶ 𝛿Γ = 𝛾𝑏𝑗Γ}| .

然而 Γ𝛾𝛼Γ = 𝛾Γ𝛼Γ = ⨆𝑚
𝑗=1 𝛾𝑏𝑗Γ,故此函数无非是 [Γ𝛾𝛼Γ].

练习 5.1.10 证明当 Γ1 ⊂ Γ时,我们有

[Γ ⋅ 1 ⋅ Γ1] ⋆ [Γ1𝛾Γ′] = (Γ ∩ 𝛾Γ′𝛾−1 ∶ Γ1 ∩ 𝛾Γ′𝛾−1) [Γ𝛾Γ′],
[Γ′𝛾Γ1] ⋆ [Γ1 ⋅ 1 ⋅ Γ] = (Γ ∩ 𝛾−1Γ′𝛾 ∶ Γ1 ∩ 𝛾−1Γ′𝛾) [Γ′𝛾Γ].

提示 应用引理 5.1.4;另外观察到若将 Ω换为相反群 Ωop,则两式可相互过渡,故择一
证明即可.

练习 5.1.11 设 Ω的子幺半群 Δ′满足 Δ ⊂ Δ′ ⊂ Γ̃ (此处 Γ ∈ 𝒳 任取). 说明H(Γ\Δ/Γ′) ↪
H(Γ\Δ′/Γ′)与运算 ⋆相容,而且H(Δ ⫽ Γ)是H(Δ′ ⫽ Γ)的 𝕜-子代数.

5.2 双陪集代数: 模与反对合
沿用 §5.1的符号,固定 Ω的可公度子群族 𝒳 和子幺半群 Δ,如假设 5.1.5. 我们需

要模论的基本语言,可参阅 [59, §6.1].

假设 5.2.1 以下考虑一个左 𝕜-模𝑀 ,纯量乘法写作左乘,并假设𝑀 上带有 Δ的右作用
(𝑚, 𝛿) ↦ 𝑚𝛿;这相当于要求给定幺半群同态 Δ → End𝕜(𝑀),或者说:

⋄ 每个 𝛿 ∈ Δ皆有 𝕜-模𝑀 的自同态 𝑚 ↦ 𝑚𝛿,
⋄ 对所有 𝑚 ∈ 𝑀 皆有 𝑚 ⋅ 1 = 𝑚,
⋄ 对所有 𝛿, 𝜂 ∈ Δ皆有 𝑚(𝛿𝜂) = (𝑚𝛿)𝜂.

对所有 Γ ∈ 𝒳 ,定义𝑀 的 𝕜-子模

𝑀Γ ∶= {𝑚 ∈ 𝑀 ∶ ∀𝛾 ∈ Γ, 𝑚𝛾 = 𝑚} .

定义–定理 5.2.2 对于 Γ, Γ′ ∈ 𝒳 和 𝑓 ∈ H(Γ\Δ/Γ′),可定义

𝑓 ∶ 𝑀Γ ⟶ 𝑀Γ′

𝑚 ⟼ 𝑚𝑓 ∶= ∑
𝛿∈Γ\Δ

𝑓(𝛿)𝑚𝛿,

当 Γ = Γ′ 时我们有 𝑚 ⋅ 𝟏Γ = 𝑚. 此外, 若 Γ, Γ′, Γ″ ∈ 𝒳 , 给定 𝑓1 ∈ H(Γ\Δ/Γ′), 𝑓2 ∈
H(Γ′\Δ/Γ″),则 𝑚(𝑓1 ⋆ 𝑓2) = (𝑚𝑓1)𝑓2.
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特别地, 𝑀Γ 构成右H(Δ ⫽ Γ)-模. 留意到

Γ𝛾Γ =
𝑛

⨆
𝑖=1

Γ𝑎𝑖 ⟹ 𝑚[Γ𝛾Γ] =
𝑛

∑
𝑖=1

𝑚𝑎𝑖, 𝑚 ∈ 𝑀Γ.

证明 作为𝑀 的元素, 𝑚𝑓 是良定的. 进一步,

𝛿′ ∈ Γ′ ⟹ (𝑚𝑓)𝛿′ = ∑
𝛿∈Γ\Δ

𝑓(𝛿𝛿′)𝑚𝛿𝛿′ = ∑
𝛿∈Γ\Δ

𝑓(𝛿)𝑚𝛿 = 𝑚𝑓,

而且 𝑚 ⋅ 𝟏Γ = ∑𝛿 𝟏Γ(𝛿)𝑚𝛿 = 𝑚. 接着说明 𝑚(𝑓1 ⋆ 𝑓2) = (𝑚𝑓1)𝑓2:

(𝑚𝑓1)𝑓2 = ∑
𝛿2∈Γ′\Δ

𝑓2(𝛿2)(𝑚𝑓1)𝛿2

= ∑
𝛿2∈Γ′\Δ

⎛
⎜
⎜
⎝

∑
𝛿1∈Γ\Δ

𝑓2(𝛿2)𝑓1(𝛿1) ⋅ 𝑚𝛿1
⎞
⎟
⎟
⎠

𝛿2.

以下选定 Γ′\Δ在 Δ中的一族代表元,特别地 𝛿2 可以视同 Δ的元素. 在括号内换元以
𝛿 ∶= 𝛿1𝛿2 ∈ Γ\Ω代 𝛿1 求和,原式遂化为

∑
𝛿2

( ∑
𝛿∈Γ\Ω

𝑓1(𝛿𝛿−1
2 )𝑓2(𝛿2)𝑚𝛿𝛿−1

2 )
𝛿2 = ∑

𝛿∈Γ\Ω

⎛
⎜
⎜
⎝
∑
𝛿2

𝑓1(𝛿𝛿−1
2 )𝑓2(𝛿2)

⎞
⎟
⎟
⎠

𝑚𝛿,

右式不外是 𝑚(𝑓1 ⋆ 𝑓2).

例 5.2.3 设 𝛾Γ𝛾−1 = Γ,这时 Γ𝛾Γ = 𝛾Γ. 按定义,元素 [Γ𝛾Γ]在𝑀Γ 上的作用立刻简化为
𝑚[Γ𝛾Γ] = 𝑚𝛾 .

至此可以察觉 H(Δ ⫽ Γ)赋予𝑀Γ 丰富的对称性,当H(Δ ⫽ Γ)交换时,其上的模论
是相对容易的. 对此有方便的工具如下.

定义 5.2.4 对任意幺半群 Δ,映射 𝜏 ∶ Δ → Δ如满足以下性质则称为反对合:

𝜏(𝑥𝑦) = 𝜏(𝑦)𝜏(𝑥), 𝜏(1) = 1, 𝜏 ∘ 𝜏 = idΔ;

留意到 𝜏2 = id蕴涵 𝜏 是双射. 恒等映射是反对合当且仅当 Δ交换.

例 5.2.5 反对合的明显例子是一般群上的取逆 𝑥 ↦ 𝑥−1,以及 𝑛 × 𝑛矩阵的转置𝑋 ↦ 𝑡𝑋.
请读者验证当 Δ ∶= M2(ℤ) ∩ GL(2, ℝ)+ 时, 𝛿 ↦ 𝛿′ ∶= det(𝛿)𝛿−1 给出 Δ的反对合.

定理 5.2.6 设 Γ ∈ 𝒳 . 若存在反对合 𝜏 ∶ Δ → Δ保持 Γ的每个双陪集不变,则H(Δ ⫽ Γ)
是交换 𝕜-代数.
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证明 任意反对合 𝜏 都诱导 “结构搬运”映射

𝜏∗ ∶ H(Δ ⫽ 𝜏(Γ)) ⟶ H(Δ ⫽ Γ)
𝑓 ⟼ 𝑓 ∘ 𝜏.

因为反对合调换乘法顺序,从卷积 ⋆的构造 (定义–定理 5.1.7)自然推出

𝜏∗(𝛼) ⋆ 𝜏∗(𝛽) = 𝜏∗(𝛽 ⋆ 𝛼), 𝛼, 𝛽 ∈ H(Δ ⫽ 𝜏(Γ)).

由于 𝜏(Γ𝛾Γ) = Γ𝛾Γ对所有 𝛾 成立,特别地 𝜏(Γ) = Γ,故 𝜏∗ 实际是H(Δ ⫽ Γ)到自身的恒
等映射. 于是

𝛼 ⋆ 𝛽 = 𝜏∗(𝛼) ⋆ 𝜏∗(𝛽) = 𝜏∗(𝛽 ⋆ 𝛼) = 𝛽 ⋆ 𝛼,

故H(Δ ⫽ Γ)交换.

谨记录一条技术性的结果,将在 §5.5和 §6.2用上.

定理 5.2.7 设 Δ, Δ′ 为 Ω的子幺半群,而子群 Γ, Γ′ ⊂ Ω满足

Γ̃ ⊃ Δ ⊃ Γ, Γ̃′ ⊃ Δ′ ⊃ Γ′.

⋄ 假设

(i) Δ′ = Γ′Δ,特别地 Δ ⊂ Δ′;
(ii) 对所有 𝛼 ∈ Δ皆有 Γ′𝛼Γ′ = Γ′𝛼Γ,特别地 Γ ⊂ Γ′ (取 𝛼 = 1);
(iii) 对所有 𝛼 ∈ Δ皆有 Γ′𝛼 ∩ Δ = Γ𝛼.

则 Γ𝛼Γ ↦ Γ′𝛼Γ′ 给出双射 Γ\Δ/Γ 1∶1 Γ′\Δ′/Γ′,并且 [Γ𝛼Γ] ↦ [Γ′𝛼Γ′]延拓为 𝕜-代
数的同构H(Δ ⫽ Γ) ∼→ H(Δ′ ⫽ Γ′).

⋄ 承上,进一步设 Δ′ 在 𝕜-模𝑀 上有右作用如假设 5.2.1,则对所有 𝛼 ∈ Δ皆有

𝑚[Γ𝛼Γ] = 𝑚[Γ′𝛼Γ′], 𝑚 ∈ 𝑀Γ′ ⊂ 𝑀Γ.

证明 由 (i)可知 Γ𝛼Γ ↦ Γ′𝛼Γ′为满射,下面证其为单: 设 𝛼, 𝛽 ∈ Δ满足 Γ′𝛼Γ′ = Γ′𝛽Γ′.
根据 (ii)知存在 𝛾′ ∈ Γ′ 和 𝛾 ∈ Γ使得 𝛾′𝛼 = 𝛽𝛾 ,继而由 (iii)知 𝛾′𝛼 ∈ Γ′𝛼 ∩ Δ = Γ𝛼,所
以 𝛾′ ∈ Γ而 Γ𝛼Γ = Γ𝛽Γ.

注记 5.1.8表明 [Γ𝛼Γ] ↦ [Γ′𝛼Γ′]延拓为 𝕜-模的同构H(Δ ⫽ Γ) ∼→ H(Δ′ ⫽ Γ′),要点
在于证它保持乘法. 首先,我们断言

∀𝛼 ∈ Δ, Γ𝛼Γ =
𝑛

⨆
𝑖=1

Γ𝑎𝑖 ⟹ Γ′𝛼Γ′ =
𝑛

⨆
𝑖=1

Γ′𝑎𝑖. (5.2.1)
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确然, 由 (ii) 知左式蕴涵 Γ′𝛼Γ′ = Γ ⋅ Γ𝛼Γ = ⋃𝑛
𝑖=1 Γ′𝑎𝑖; 若 Γ′𝑎𝑖 = Γ′𝑎𝑗 则 (iii) 表明

𝑎𝑗 ∈ (Γ′𝑎𝑖) ∩ Δ = Γ𝑎𝑖,从而 𝑖 = 𝑗. 故 (5.2.1)右式确实是无交并.
今选定 𝛼, 𝛽 ∈ Δ,作分解 Γ𝛼Γ = ⨆𝑛

𝑖=1 Γ𝛼𝑖和 Γ𝛽Γ = ⨆𝑚
𝑗=1 Γ𝛽𝑗 ,我们断言对一切 𝑖, 𝑗 和

𝛾 ∈ Δ都有
Γ𝛾 = Γ𝑎𝑖𝑏𝑗 ⟺ Γ′𝛾 = Γ′𝑎𝑖𝑏𝑗 .

左式等号两边左乘以 Γ′就得到右式. 反设右式成立,等号两边交Δ并应用条件 (iii)便得
到左式. 断言得证. 根据 (5.1.1)和 (5.2.1),使左右两式成立的 (𝑖, 𝑗)个数分别是H(Δ ⫽ Γ)
和H(Δ′ ⫽ Γ′)的结构常数,它们确定乘法结构. 至此证完定理第一部分.
第二部分的等式 𝑚[Γ𝛼Γ] = 𝑚[Γ′𝛼Γ′]是定义–定理 5.2.2和 (5.2.1)的综合.

5.3 与 Hermite内积的关系
沿用假设 5.2.1的符号,进一步假设 Δ为群, 𝕜 = ℂ而𝑀 有一个 Δ-不变子空间 𝑆,

带有 Hermite内积 (⋅|⋅) ∶ 𝑆 × 𝑆 → ℂ;关于 Hermite内积的回顾请见 §3.7.
我们期待 Δ在 𝑆 上的右作用在某种意义上保持内积. 线性代数中一个自然的要求

是 Δ透过酉算子来作用,亦即 (𝑥𝛿|𝑦𝛿) = (𝑥|𝑦)对所有 𝑥, 𝑦, ∈ 𝑆 和 𝛿 ∈ Δ皆成立. 本节要
求较弱: 我们设 Δ透过酉相似变换来作用.

定义 5.3.1 设 Δ线性地右作用在复向量空间 𝑆 上. 对取定之 Hermite内积 (⋅|⋅),若以下
条件成立,则称 Δ在 𝑆 上透过酉相似变换作用: 存在同态 𝜈 ∶ Δ → ℂ× 使得

(𝑥𝛿|𝑦𝛿) = 𝜈(𝛿) (𝑥|𝑦) , 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑆, 𝛿 ∈ Δ.

同态 𝜈 称为此作用的相似比.

除去 𝑆 = {0}的无聊情形不论,代入 𝑥 = 𝑦 ≠ 0可见 𝜈(𝛿) > 0是唯一确定的,而且 𝛿
是酉算子当且仅当 𝜈(𝛿) = 1. 本节今后皆设 Δ是群,由定义立得

(𝑥𝛿|𝑦) = 𝜈(𝛿−1)−1 (𝑥𝛿𝛿−1|𝑦𝛿−1) = 𝜈(𝛿) (𝑥|𝑦𝛿−1) . (5.3.1)

假设 5.3.2 设 Δ是群,在 𝑆 上透过酉相似变换作用,相似比为 𝜈. 以下要求假设 5.1.5的
可公度子群族 𝒳 满足

Γ ∈ 𝒳 ⟹ 𝜈|Γ = 1, (5.3.2)

并且对每个 Γ ∈ 𝒳 和 𝛿 ∈ Δ皆有

(Γ ∶ Γ ∩ 𝛿Γ𝛿−1) = (Γ ∶ Γ ∩ 𝛿−1Γ𝛿). (5.3.3)

稍行岔题,来介绍一个必要的群论结果.
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引理 5.3.3 给定群 Ω,其子群 Γ和 𝛿 ∈ Ω. 假设 Γ\Γ𝛿Γ与 Γ𝛿Γ/Γ的基数相同,则存在子集
𝑅 ⊂ Ω使得

⨆
𝑟∈𝑅

𝑟Γ = Γ𝛿Γ = ⨆
𝑟∈𝑅

Γ𝑟.

证明 任取陪集代表元所成的子集 𝑈, 𝑉 ⊂ Ω使得⨆𝑢∈𝑈 Γ𝑢 = Γ𝛿Γ = ⨆𝑣∈𝑉 𝑣Γ. 今断言
对所有 (𝑢, 𝑣) ∈ 𝑈 × 𝑉 皆有 Γ𝑢 ∩ 𝑣Γ ≠ ∅. 设若不然,则 Γ𝑢 ⊂ ⨆𝑣′∈𝑉 ∖{𝑣} 𝑣′Γ,从而

𝑣 ∈ Γ𝛿Γ = Γ𝑢Γ = ⨆
𝑣′∈𝑉 ∖{𝑣}

𝑣′Γ,

是为悖理. 现在任取双射 𝜎 ∶ 𝑈 → 𝑉 ,并且对每个 𝑢 ∈ 𝑈 取 𝑟(𝑢) ∈ Γ𝑢 ∩ 𝜎(𝑢)Γ,如是则

Γ𝑢 = Γ𝑟(𝑢), 𝜎(𝑢)Γ = 𝑟(𝑢)Γ,

易见 𝑅 ∶= {𝑟(𝑢) ∶ 𝑢 ∈ 𝑈}即所求.

基于假设 5.3.2,可以对一切 Γ, Γ′ ∈ 𝒳 来定义映射

H(Γ\Δ/Γ′) ⟶ H(Γ′\Δ/Γ)

𝑓 ⟼ [
̌𝑓 ∶ 𝛿 ↦ (Γ′ ∶ Γ ∩ Γ′)

(Γ ∶ Γ ∩ Γ′) ⋅ 𝜈(𝛿)−1𝑓(𝛿−1)] .
(5.3.4)

有时也将 ̌𝑓 写作 𝑓 ∨. 易见 (𝑎𝑓1 + 𝑏𝑓2)∨ = 𝑎 ̌𝑓1 + 𝑏 ̌𝑓2,其中 𝑎, 𝑏 ∈ ℂ.

命题 5.3.4 在假设 5.3.2的条件下,对所有 Γ, Γ′ ∈ 𝒳 和 𝑓 ∈ H(Γ\Δ/Γ′),下式成立

(𝑥𝑓|𝑦) = (𝑥|𝑦 ̌𝑓) , 𝑥 ∈ 𝑆Γ, 𝑦 ∈ 𝑆Γ′ .

证明 可以设 𝑆 ≠ {0}. 因为 Γ0 ∶= Γ ∩ Γ′ 与 Γ, Γ′ 可公度, 不妨将 Γ0 加入 𝒳 , 不影
响论证. 留意到 𝑓 也可看作 H(Δ ⫽ Γ0) 的元素, 记为 𝑓0 以资区别, 而 𝑆Γ ⊂ 𝑆Γ0 ; 于是
𝑥𝑓0 = (Γ ∶ Γ0)𝑥𝑓 . 类似地, ̌𝑓 看作 H(Δ ⫽ Γ0)的元素记为 ̌𝑓0,如是则 𝑦 ̌𝑓0 = (Γ′ ∶ Γ0)𝑦 ̌𝑓 .
从定义易见

(𝑓0)∨ = (Γ ∶ Γ0)
(Γ′ ∶ Γ0) ⋅ ̌𝑓0.

于是在原式中不妨以 Γ0 代 Γ, Γ′,问题很容易简化到 Γ = Γ′ 的情形.

我们可进一步设 𝑓 = [Γ𝛿Γ],其中 𝛿 ∈ Δ. 应用假设 (5.3.3),引理 5.1.4和 5.3.3,得知
存在 𝑟1, … , 𝑟𝑛 ∈ Δ使得

𝑛

⨆
𝑖=1

𝑟𝑖Γ = Γ𝛿Γ =
𝑛

⨆
𝑖=1

Γ𝑟𝑖;
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此处 𝑛无非是 (5.3.3)的值. 按定义–定理 5.1.7配合 (5.3.1)和 (5.3.2),

(𝑥[Γ𝛿Γ]|𝑦) =
𝑛

∑
𝑖=1

(𝑥𝑟𝑖|𝑦) = 𝜈(𝛿)
𝑛

∑
𝑖=1

(𝑥|𝑦𝑟−1
𝑖 ) .

对 Γ𝛿Γ = ⨆𝑛
𝑖=1 𝑟𝑖Γ两边取逆可知 Supp([Γ𝛿Γ]∨) = Γ𝛿−1Γ = ⨆𝑛

𝑖=1 Γ𝑟−1
𝑖 . 因为 𝜈(𝛿) =

𝜈(𝑟𝑖),上式最右项遂改写作

𝜈(𝛿−1)−1
𝑛

∑
𝑖=1

(𝑥|𝑦𝑟−1
𝑖 ) =

𝑛

∑
𝑖=1

(𝑥|𝑦𝑟−1
𝑖 ) [Γ𝛿Γ]∨(𝑟−1

𝑖 ) = ∑
𝜂∈Γ\ Supp([Γ𝛿Γ]∨)

(𝑥|𝑦𝜂) [Γ𝛿Γ]∨(𝜂)

末项无非是 (𝑥 | 𝑦[Γ𝛿Γ]∨).

5.4 模形式与 Hecke算子
本节开始将抽象理论应用于模形式的研究.

假设 5.4.1 将假设 5.1.5细化如下: 取 𝕜 = ℂ和

⋄ Ω ∶= GL(2, ℝ)+;

⋄ Δ是 GL(2, ℝ)+ 的子幺半群;

⋄ 𝒳 为一族余有限 Fuchs群,满足如下条件:

– 𝒳 非空,其中的元素彼此可公度;
– 每个 Γ ∈ 𝒳 皆满足 Γ ⊂ Δ ⊂ Γ̃;
– 设 Γ, Γ′ ∈ 𝒳 而 𝛿±1 ∈ Δ,则 Γ ∩ 𝛿Γ′𝛿−1 ∈ 𝒳 . 特例 𝛿 = 1给出 Γ ∩ Γ′ ∈ 𝒳 .

例 5.4.2 取 Δ ∶= GL(2, ℚ)+ 和 𝒳 ∶= {同余子群}. 根据命题 3.5.3 和 5.1.3, 上述假设
成立.

给定四元数代数 𝐵 (详见 §3.5),将同余子群换成来自 𝐵的算术子群,亦可如法炮制,
但本书不讨论相应的 Hecke算子;读者可参看 [41, §5.3].

例 5.4.3 给定余有限 Fuchs群 Γ,取 Δ ∶= Γ̃ (这是群)和 𝒳 ∶= {Σ ⊂ SL(2, ℝ) ∶ Σ ≈ Γ},
则假设 5.4.1对之成立.

今后选定权 𝑘 ∈ ℤ. 每个 Γ ∈ 𝒳 皆有相应的模形式空间𝑀𝑘(Γ) ⊃ 𝑆𝑘(Γ). 于假设
5.2.1代入

𝑀 ∶= ⋃
Γ∈𝒳

𝑀𝑘(Γ) = ∑
Γ∈𝒳

𝑀𝑘(Γ),
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这是 {𝑓 ∶ ℋ
全纯

ℂ} 的 ℂ-向量子空间; 换言之, 这里固定权 𝑘 而容许模形式的级
在 𝒳 中任意放宽. 之所以能写下 ⋃ = ∑, 缘于对任意 Γ, Γ′ ∈ 𝒳 总有 Γ ∩ Γ′ ∈ 𝒳 ,
故 𝑀𝑘(Γ) + 𝑀𝑘(Γ′) ⊂ 𝑀𝑘(Γ ∩ Γ′). 现在定义 𝑀 上的 Δ-右作用: 对任意 𝑓 ∈ 𝑀 和
𝛿 ∈ GL(2, ℝ)+,按定义 1.5.3置

𝑓𝛿 ∶= (det 𝛿)
𝑘
2 −1 ⋅ 𝑓 |𝑘 𝛿 = [𝜏 ↦ (det 𝛿)𝑘−1𝑗(𝛿, 𝜏)−𝑘𝑓(𝛿𝜏)] . (5.4.1)

易见此作用对 𝑓 是线性的,而且 𝑓(𝛿1𝛿1) = (𝑓𝛿1)𝛿2. 尚须说明 𝛿 ∈ Δ ⟹ 𝑓𝛿 ∈ 𝑀 . 事
实上有更为精确的结果如次: 记

𝑆 ∶= ⋃
Γ∈𝒳

𝑆𝑘(Γ) ↪ 𝑀.

引理 5.4.4 设 Γ ∈ 𝒳 . 对于所有 𝛿 ∈ Δ,皆有

𝑓 ∈ 𝑀𝑘(Γ) ⟹ 𝑓𝛿 ∈ 𝑀𝑘 (Γ ∩ 𝛿−1Γ𝛿) , 𝑓 ∈ 𝑆𝑘(Γ) ⟹ 𝑓𝛿 ∈ 𝑆𝑘 (Γ ∩ 𝛿−1Γ𝛿) .

作为推论, Δ确实右作用在𝑀 上,保持子空间 𝑆 不变.

证明 因为 𝑓𝛿 = (det 𝛿)
𝑘
2 −1𝑓 |𝑘 𝛿,只须应用引理 3.7.5和𝑀𝑘(𝛿−1Γ𝛿) ⊂ 𝑀𝑘(Γ ∩ 𝛿−1Γ𝛿)

(对 𝑆𝑘 亦同).

引理 5.4.5 相对于 (5.4.1)的作用,我们有𝑀Γ = 𝑀𝑘(Γ), 𝑆Γ = 𝑆𝑘(Γ).

证明 设 𝑓 ∈ 𝑀Γ (或 𝑆Γ),存在 Σ ∈ 𝒳 使得 𝑓 ∈ 𝑀𝑘(Σ) (或 𝑆𝑘(Σ)). 现在回顾关于模形
式条件的注记 3.6.5: 因为 Γ ≈ Σ,在 𝑓 ∈ 𝑀𝑘(Γ) (或 𝑆𝑘(Γ))的要件中关于尖点 𝒞Γ = 𝒞Σ
的条件自动满足,只需要 𝑓 对 Γ不变,而后者由 𝑓 ∈ 𝑀Γ 保证.

现在赋 𝑆 以 Hermite 内积. 对于 𝑓1, 𝑓2 ∈ 𝑆, 总能取到充分小的 Γ ∈ 𝒳 使得
𝑓1, 𝑓2 ∈ 𝑆𝑘(Γ). 用定义–定理 3.7.1的 Petersson内积来定义

(𝑓1|𝑓2) ∶= (𝑓1|𝑓2)Pet .

命题 3.7.4 确保右式无关 Γ 的选取. 显然 (⋅|⋅) 是 Hermite 内积, 今后称之为 𝑆 上的
Petersson内积.

命题 5.4.6 设 Δ是群而 𝑆 ≠ {0}. 相对于 Petersson内积, Δ透过 (5.4.1)在 𝑆 上透过酉
相似变换作用,其相似比为 𝜈 = det𝑘−2. 这些资料满足假设 5.3.2的全部条件.

证明 首先计算相似比. 取 𝛿 ∈ Δ. 引理 3.7.5已经说明 𝑓 ↦ 𝑓 |𝑘 𝛿是 𝑆相对于 Petersson
内积的酉算子,根据定义, 𝑓 ↦ 𝑓𝛿 因之是 𝑆 上相似比 𝜈 = (det 𝛿)𝑘−2 的酉相似变换. 设
Γ ∈ 𝒳 ,从 Γ ⊂ SL(2, ℝ)立见 𝜈|Γ = 1.
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最后来检验 (5.3.3). 因为

−1 ∈ Γ ⟺ −1 ∈ 𝛿Γ𝛿−1 ∩ 𝛿−1Γ𝛿,

于是

(Γ ∶ Γ ∩ 𝛿±1Γ𝛿∓1) = (Γ ∶ Γ ∩ 𝛿±1Γ𝛿∓1) ,

进而从 vol(𝑌 (⋯))的定义 (注记 3.1.5)连同命题 A.2.2得到

(Γ ∶ Γ ∩ 𝛿Γ𝛿−1) = vol(𝑌 (Γ ∩ 𝛿Γ𝛿−1))
vol(𝑌 (Γ))

= vol(𝑌 (Γ ∩ 𝛿−1Γ𝛿))
vol(𝑌 (Γ)) = (Γ ∶ Γ ∩ 𝛿−1Γ𝛿);

倒数第二个等号用到了引理 3.7.5,这是因为 Γ ∩ 𝛿−1Γ𝛿 = 𝛿−1(Γ ∩ 𝛿Γ𝛿−1)𝛿.

一切就绪,现在可以调动 §5.1的全套工具.

命题 5.4.7 对任意 Γ, Γ′ ∈ 𝒳 ,我们有映射

𝑆𝑘(Γ) × H(Γ\Δ/Γ′) 𝑆𝑘(Γ′)

𝑀𝑘(Γ) × H(Γ\Δ/Γ′) 𝑀𝑘(Γ′)

(𝑓 , 𝑇 ) 𝑓𝑇

⊂ ⊂
∈ ∈

满足 𝑓 ⋅ 𝟏Γ = 𝑓 和 (𝑓𝑇1)𝑇2 = 𝑓(𝑇1 ⋆ 𝑇2),其中 𝑇1 ∈ H(Γ\Δ/Γ′), 𝑇2 ∈ H(Γ′\Δ/Γ″). 这使得
𝑀𝑘(Γ)和 𝑆𝑘(Γ)成为H(Δ ⫽ Γ)-模. 若采用注记 5.1.8的基,则H(Γ\Δ/Γ′)在𝑀𝑘(Γ)上的
右作用由

𝑓[Γ𝛾Γ′] = ∑
𝛿∈Γ\Γ𝛾Γ′

(det 𝛿)
𝑘
2 −1 ⋅ 𝑓 |𝑘 𝛿, 𝛾 ∈ Δ.

所确定.

因此,只要我们愿意同时考量所有的 Γ ∈ 𝒳 ,空间𝑀 = ⋃Γ∈𝒳 𝑀𝑘(Γ)登时展现出它
丰富的对称性. 凡H(Γ\Δ/Γ′)的元素皆可表作双陪集算子 [Γ𝛾Γ′]的线性组合;我们也称
其在𝑀 上的作用为 Hecke算子. 对于给定的余有限 Fuchs群 Γ,取 Δ, 𝒳 如例 5.4.3,便
可以对任何 𝛾 ∈ Γ̃谈论𝑀𝑘(Γ)上的 Hecke算子 𝑓 ↦ 𝑓[Γ𝛾Γ].

且来考察三类 Hecke算子.

1. 设 Γ ⊃ Γ′ 都属于 𝒳 ,而 𝛾 = 1. 此时双陪集退化为 Γ,而 𝑓[Γ] = 𝑓 退化为包含映射
𝑀𝑘(Γ) ↪ 𝑀𝑘(Γ′).
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2. 设 Γ ∈ 𝒳 , 𝛾 ∈ Δ并且 Γ′ ∶= 𝛾−1Γ𝛾 ∈ 𝒳 . 此时 Γ𝛾Γ′ = Γ𝛾 = 𝛾Γ′,而

𝑓[Γ𝛾] = 𝑓𝛾 = [𝜏 ↦ (det 𝛾)𝑘−1𝑗(𝛾, 𝜏)−𝑘𝑓(𝛾𝜏)]

无非是引理 3.7.5的同构𝑀𝑘(Γ) ∼→ 𝑀𝑘(𝛾−1Γ𝛾).

3. 设 Γ ⊂ Γ′ 都属于 𝒳 ,而 𝛾 = 1. 双陪集退化为 Γ′,而 𝑓[Γ′]化为 “迹映射” 𝑀𝑘(Γ) →
𝑀𝑘(Γ′):

𝑓[Γ′] = ∑
𝛿∈Γ\Γ′

𝑓𝛿.

至于一般的 Γ𝛾Γ′,请琢磨

Γ Γ′

Γ ∩ 𝛾Γ′𝛾−1 𝛾−1Γ𝛾 ∩ Γ′

Γ1 Γ2

⊃ ⊃
∼

𝑥↦𝛾−1𝑥𝛾

∶= ∶=

(Γ, Γ′, Γ1, Γ2 ∈ 𝒳);

应用练习 5.1.10可得 [Γ ⋅ 1 ⋅ Γ1] ⋆ [Γ1𝛾Γ2] = [Γ𝛾Γ2]和 [Γ𝛾Γ2] ⋆ [Γ2 ⋅ 1 ⋅ Γ′] = [Γ𝛾Γ′],具体
推演留给读者. 由此立见

[Γ𝛾Γ′] = [Γ ⋅ 1 ⋅ Γ1] ⋆ [Γ1𝛾Γ2] ⋆ [Γ2 ⋅ 1 ⋅ Γ′]; (5.4.2)

这就将一般的 Hecke算子化到上述三种特例.

练习 5.4.8 证明当 Γ ⊂ Γ′ 时,迹映射 𝑓 ↦ 𝑓[Γ′]是满射.

照例将 ℝ×透过 𝜆 ↦ ( 𝜆
𝜆 )嵌入 GL(2, ℝ)+. 它同时是 GL(2, ℝ)和 GL(2, ℝ)+的中心

子群.

练习 5.4.9 对所有 𝑓 ∈ 𝑀 和 𝜆 ∈ ℝ× 验证

𝑓𝜆 = 𝜆𝑘−2𝑓 |𝑘 𝜆 = 𝜆𝑘−2𝑓.

焦点转向 Petersson内积在 𝑆 上诱导的结构.

命题 5.4.10 对所有 𝛿 ∈ GL(2, ℝ)定义 𝛿′ ∶= det(𝛿)𝛿−1. 设 Γ为余有限 Fuchs群,那么对
所有 𝛿 ∈ Γ̃皆有 𝛿′ ∈ Γ̃和

(𝑓1[Γ𝛿Γ] |𝑓2) = (𝑓1|𝑓2[Γ𝛿′Γ]) , 𝑓1, 𝑓2 ∈ 𝑆𝑘(Γ).
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证明 命 𝜆 ∶= det 𝛿. 因为 𝜆是中心元而 Γ̃是群,故 𝛿′ ∈ Γ̃. 按命题 5.4.6和 (5.3.4)的定
义, [Γ𝛿Γ]∨ = 𝜆𝑘−2[Γ𝛿−1Γ]. 然而 Γ𝛿′Γ = 𝜆Γ𝛿−1Γ, 而且已知 𝑓𝜆 = 𝜆𝑘−2𝑓 . 故 𝑓[Γ𝛿′Γ] =
𝜆𝑘−2𝑓[Γ𝛿−1Γ] = 𝑓[Γ𝛿Γ]∨. 证毕.

5.5 𝐒𝐋(2,ℤ)情形概观: Hall代数
为了对双陪集和对应的 Hecke算子培养具体的感觉,本节取

Δ ∶= M2(ℤ) ∩ GL(2, ℚ)+, Γ = Γ(1) ∶= SL(2, ℤ).

本节聚焦于 H(Δ ⫽ Γ)的结构,以及它在模形式空间𝑀𝑘(SL(2, ℤ))上的作用. 这一特例
非但对同余子群 Γ1(𝑁)情形是一次有益的热身,若干论证还会在 §6.2重复运用.

基本策略是将一切翻译成有限生成 ℤ-模的语言,业内统称为 “线性代数”. 先取

Δ′ ∶= M2(ℤ) ∩ GL(2, ℚ),
Γ′ ∶= GL(2, ℤ).

因为 Γ和 Γ′ 可公度,命题 5.1.3已分别在大群 Ω ∶= GL(2, ℝ)+ 和 Ω′ ∶= GL(2, ℝ)中确
定了 Γ̃ = ℝ× ⋅ GL(2, ℚ)+ 和 Γ̃′ = ℝ× ⋅ GL(2, ℚ);子群 ℝ× 的作用不甚有趣 (见练习 5.4.9),
今后不论. 显见

Γ̃ ⊃ Δ ⊃ Γ, Γ̃′ ⊃ Δ′ ⊃ Γ′.

策略分两步. 1. 用线性代数研究 H(Δ′ ⫽ Γ′) 的各种性质, 2. 确立 H(Δ′ ⫽ Γ′) 和
H(Δ ⫽ Γ)的关系. 第一步将自然地导向称为 Hall代数的结构.

先做线性代数部分. 设 𝑉 是二维 ℚ-向量空间,考虑集合

Latt ∶= {𝐿 ⊂ 𝑉 ∶秩 2的 ℤ-子模, ℚ ⋅ 𝐿 = 𝑉 } ,

其元素也称为 𝑉 中的格.

群 GL(𝑉 )在 Latt上有自明的左作用 𝐿 ↦ 𝛾𝐿. 易见作用可递: 若 𝐿, 𝐿′ ∈ Latt,取基
表作𝐿 = ℤ𝑒1 ⊕ℤ𝑒2而𝐿′ = ℤ𝑒′

1 ⊕ℤ𝑒′
2,那么 𝑒1, 𝑒2和 𝑒′

1, 𝑒′
2也自动是ℚ-基,取 𝛾 ∈ GL(𝑉 )

映 𝑒𝑖 ↦ 𝑒′
𝑖 即是 (𝑖 = 1, 2).

读者可以察觉上述套路和 §3.8类似;差别在于这里的格不包含于 ℂ,而且群作用来
自于 GL(𝑉 )而非格的标架化.

再定义
Hecke ∶= {(𝐿, 𝐿′) ∈ Latt2 ∶ 𝐿 ⊂ 𝐿′} ,

其上仍有 GL(𝑉 )-左作用 𝛾(𝐿, 𝐿′) = (𝛾𝐿, 𝛾𝐿′). 一种观点是把资料 (𝐿, 𝐿′)看成格的某种
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“修改”, GL(𝑉 )-作用给出修改间的同构概念. 为了分类这些资料,命

𝒟 ∶= {(ℎ, 𝑘) ∈ ℤ2
≥1 ∶ ℎ ∣ 𝑘} . (5.5.1)

定义 5.5.1 对于任何可由两个元素生成的挠 ℤ-模𝑀 , 有限生成 ℤ-模的结构定理 [59,
§6.7]说明存在唯一的 (ℎ, 𝑘) ∈ 𝒟 使得𝑀 ≃ ℤ/ℎℤ ⊕ ℤ/𝑘ℤ,记作 type(𝑀) = (ℎ, 𝑘). 对于
(𝐿, 𝐿′) ∈ Hecke,我们定义 type(𝐿, 𝐿′) ∶= type(𝐿′/𝐿).

代数上称 type(𝐿′/𝐿) ∈ 𝒟 为 𝐿′/𝐿的初等因子, 它由 (𝐿, 𝐿′)的 GL(𝑉 )-轨道决定.
结构定理实际给出更精密的结果如下. 对任何 (𝐿, 𝐿′) ∈ Hecke,存在 𝐿′ 的 ℤ-基 𝑒1, 𝑒2
和 (ℎ, 𝑘) ∈ 𝒟 使得 𝐿 = ℤℎ𝑒1 ⊕ ℤ𝑘𝑒2,故

𝐿′/𝐿 ≃ ℤ/ℎℤ ⊕ ℤ/𝑘ℤ, (ℎ, 𝑘) = type(𝐿, 𝐿′). (5.5.2)

反过来说,若 type(𝐿, 𝐿′) = type(𝐿1, 𝐿′
1),那么存在 𝛾 ∈ GL(𝑉 )使得 𝛾(𝐿, 𝐿′) = (𝐿1, 𝐿′

1):
取 𝛾 搬运如上之 ℤ-基 𝑒1, 𝑒2 便是. 综之,

type ∶ GL(𝑉 )\Hecke 1∶1 𝒟. (5.5.3)

今起取 𝑉 = ℚ2 和标准格 𝐿std ∶= ℤ2 ∈ Latt. 观察到对于任意 𝛾 ∈ GL(2, ℚ),

𝛾𝐿std ⊂ 𝐿std ⟺ 𝛾 ∈ Δ′, 𝛾𝐿std = 𝐿std ⟺ 𝛾 ∈ Γ′. (5.5.4)

因为 GL(2, ℚ)的作用在 Latt上可递, GL(2, ℚ)\Hecke中的元素有形如 (𝛼𝐿std, 𝐿std)的代
表元. 前述讨论说明 𝛼 ∈ Δ′. 由此得到满射 Δ′ ↠ GL(2, ℚ)\Hecke,它映 𝛼为 (𝛼𝐿std, 𝐿std)
的轨道. 注意到 𝛼, 𝛽 ∈ Δ′ 的像相同当且仅当

∃𝛾 ∈ GL(2, ℚ), (𝛽𝐿std = 𝛾𝛼𝐿std) ∧ (𝐿std = 𝛾𝐿std) ,

这也等价于存在 𝛾 ∈ Γ′ 使得 𝛽𝐿std = 𝛾𝛼𝐿std,亦即 Γ′𝛽Γ′ = Γ′𝛼Γ′. 综上,

Γ′\Δ′/Γ′ 1∶1
GL(2, ℚ)\Hecke, 𝛼 ↦ GL(2, ℚ) ⋅ (𝛼𝐿std, 𝐿std) . (5.5.5)

引理 5.5.2 定义 𝒟 如 (5.5.1). 对 𝜆 = (ℎ, 𝑘) ∈ 𝒟 ,记 Γ′
𝜆 = Γ′

ℎ,𝑘 ∶= Γ′( ℎ
𝑘 )Γ′. 那么

Δ′ = ⨆
𝜆∈𝒟

Γ′
𝜆 .

而且 𝛼 ∈ Δ′ 属于 Γ′
𝜆 当且仅当 type (𝛼𝐿std, 𝐿std) = 𝜆.

证明 基于双射 (5.5.3)和 (5.5.5),剩下的仅是验证 type (( ℎ
𝑘 )𝐿std, 𝐿std) = (ℎ, 𝑘).
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万事具备,我们着手来描述 H(Δ′ ⫽ Γ′)的结构. 令 𝜆 ∈ 𝒟 ,任选可由两个元素生成
的挠 ℤ-模𝑀 使得 type(𝑀) = 𝜆. 对于所有 𝜇, 𝜈 ∈ 𝒟 ,定义非负整数

𝑔𝜆
𝜇𝜈 ∶=

|
|
|
||

⎧⎪
⎨
⎪⎩

𝑀† ⊂ 𝑀 ∶ ℤ-子模,
type(𝑀†) = 𝜈

type(𝑀/𝑀†) = 𝜇

⎫⎪
⎬
⎪⎭

|
|
|
||
. (5.5.6)

练习 5.5.3 说明若 𝜇 = (ℎ, 𝑘), 𝜈 = (ℎ′, 𝑘′),则 𝑔𝜆
𝜇𝜈 ≠ 0时 𝜆的第二个坐标必是 𝑘, 𝑘′ 的公

倍数.

提示 取𝑀 使得 type(𝑀) = 𝜆,则 𝜆的第二个坐标生成理想 ann(𝑀).

练习 5.5.4 对 𝜆 = (ℎ, 𝑘) ∈ 𝒟 定义 |𝜆| = ℎ𝑘. 说明 𝑔𝜆
𝜇𝜈 ≠ 0蕴涵 |𝜆| = |𝜇| ⋅ |𝜈|. 尝试进一

步证明 𝑔𝜆
𝜇𝜈 = 𝑔𝜆

𝜈𝜇.

定理 5.5.5 代数H(Δ′ ⫽ Γ′)是交换的,以 {[Γ′
𝜆]}𝜆∈𝒟 为一组基. 进一步

(i) 若 𝜆 = (𝑑, 𝑑) ∈ 𝒟 ,则对所有 (ℎ, 𝑘) ∈ 𝒟 皆有 [Γ′
ℎ,𝑘] ⋆ [Γ′

𝜆 ] = [Γ′
ℎ𝑑,𝑘𝑑];

(ii) 对任意 𝜇, 𝜈 ∈ 𝒟 皆有

[Γ′
𝜇] ⋆ [Γ′

𝜈 ] = ∑
𝜆∈𝒟

𝑔𝜆
𝜇𝜈[Γ′

𝜆 ] (有限和).

换言之, 𝑔𝜆
𝜇𝜈 无非是注记 5.1.8中的结构常数 𝑚(𝜇, 𝜈; 𝜆).

证明 关于基的断言来自引理 5.5.2. 以下证明乘法交换. 考虑由矩阵转置 𝜏(𝛾) = 𝑡𝛾
确定的映射 𝜏 ∶ Δ′ → Δ′. 显然 𝜏 是定义 5.2.4 所谓的反对合, 而且 𝜏(Γ′) = Γ′. 因为
𝜏( ℎ

𝑘 ) = ( ℎ
𝑘 ),引理 5.5.2的分解确保 𝜏 固定 Δ′ 的每个 Γ′-双陪集不变,定理 5.2.6遂蕴

涵H(Δ′ ⫽ Γ′)交换. 上一道练习也可用来推导交换性.

性质 (i)是例 5.1.9的直接结论. 要点在于证明 (ii). 我们用 (5.1.2)来确定 [Γ′
𝜇] ⋆ [Γ′

𝜈 ]:
作陪集分解并取定代表元

Γ′
𝜇 = ⨆

𝑎∈𝐴
𝑎Γ′, Γ′

𝜈 = ⨆
𝑏∈𝐵

𝑏Γ′.

设 𝜆 = (ℎ, 𝑘) ∈ 𝒟 . 定义

𝛿 ∶=
⎛
⎜
⎜
⎜
⎝

ℎ

𝑘

⎞
⎟
⎟
⎟
⎠

, 𝑀 ∶= 𝐿std
𝛿𝐿std

≃ ℤ
ℎℤ ⊕ ℤ

𝑘ℤ.
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给定如上资料,考虑映射

Θ ∶ {(𝑎, 𝑏) ∈ 𝐴 × 𝐵 ∶ 𝛿Γ′ = 𝑎𝑏Γ′} ⟶
⎧⎪
⎨
⎪⎩

𝑀† ⊂ 𝑀 ∶ ℤ-子模,
type(𝑀†) = 𝜈

type(𝑀/𝑀†) = 𝜇

⎫⎪
⎬
⎪⎭

(𝑎, 𝑏) ⟼ 𝑀† ∶= 𝑎𝐿std
𝛿𝐿std

⊂ 𝑀.

观察到左边有 𝑚(𝜇, 𝜈; 𝜆)个元素,右边则有 𝑔𝜆
𝜇𝜈 个元素. 问题归结为证 Θ为双射.

映射Θ良定: 左式也等于 {(𝑎, 𝑏) ∶ 𝛿𝐿std = 𝑎𝑏𝐿std},而 𝑏𝐿std ⊂ 𝐿std导致 𝛿𝐿std ⊂ 𝑎𝐿std.
由 𝑎 ∈ Γ′

𝜇 和引理 5.5.2可见 type(𝑀/𝑀†) = type (𝑎𝐿std, 𝐿std) = 𝜇. 同理, 𝑏 ∈ Γ′
𝜈 导致

𝑎𝐿std
𝛿𝐿std

= 𝑎𝐿std
𝑎𝑏𝐿std

∼
𝑎−1 𝐿std

𝑏𝐿std

type
𝜈,

于是确实有 type(𝑀†) = 𝜈.
映射 Θ为单: 既然 𝛿给定,从𝑀† 可以确定 𝑎𝐿std,它满足 𝛿𝐿std ⊂ 𝑎𝐿std ⊂ 𝐿std,从而

确定陪集 𝑎Γ′ 和 𝑎 ∈ 𝐴. 接着由 𝑏Γ′ = 𝑎−1𝛿Γ′ 确定 𝑏 ∈ 𝐵.
映射 Θ为满: 属于右式之𝑀† 可以写作 𝐿

𝛿𝐿std
,这里 𝐿 ⊂ 𝐿std. 存在陪集 𝑎Γ′ ⊂ Δ′ 使

得 𝐿 = 𝑎𝐿std;任选代表元 𝑎,于是

𝑀† = 𝑎𝐿std
𝛿𝐿std

∼
𝑎−1 𝐿std

𝑎−1𝛿𝐿std

∃𝑏= 𝐿std
𝑏𝐿std

, 𝑏Γ′ ⊂ Δ′ (用 (5.5.4)).

那么 type(𝑀†) = 𝜈导致 𝑏Γ′ ⊂ Γ′
𝜈 . 另一方面𝑀/𝑀† ≃ 𝐿std

𝑎𝐿std
,相应地 type(𝑀/𝑀†) = 𝜇就

导致 𝑎Γ′ ⊂ Γ′
𝜇 . 适当选取代表元以要求 (𝑎, 𝑏) ∈ 𝐴 × 𝐵. 于是 Θ(𝑎, 𝑏) = 𝑀†. 满性证毕.

注记 5.5.6 直接从线性代数的定义 (5.5.6)起步,不考虑双陪集也可以在以 𝒟 为基的自
由 ℤ-模上定义以 𝑔𝜆

𝜇𝜈 为结构常数的代数结构,称为 Hall代数;相应的结合律等性质都可
以在线性代数框架中证明. Hall代数具有丰富的组合学和几何内涵,这方面的经典文献
是 [37, II.2]; Hall代数与双陪集代数的联系见诸 [37, V].

命题 5.5.7 设 (ℎ, 𝑘), (ℎ′, 𝑘′) ∈ 𝒟 满足 gcd(𝑘, 𝑘′) = 1,则 [Γ′
ℎ,𝑘] ⋆ [Γ′

ℎ′,𝑘′ ] = [Γ′
ℎℎ′,𝑘𝑘′ ].

证明 对一切 ℤ-模𝑀 和 𝑎 ∈ ℤ,定义子模𝑀[𝑎] ∶= {𝑥 ∈ 𝑀 ∶ 𝑎𝑥 = 0}. 基于定理 5.5.5,
欲证断言化为以下的线性代数陈述: 设有限生成挠 ℤ-模𝑀 具有子模𝑀† 使得

type(𝑀†) = (ℎ′, 𝑘′), type(𝑀/𝑀†) = (ℎ, 𝑘), gcd(𝑘, 𝑘′) = 1,

那么
𝑀 = 𝑀[𝑘] ⊕ 𝑀[𝑘′], 而且𝑀† = 𝑀[𝑘′].
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由此可见𝑀[𝑘] ≃ 𝑀/𝑀† ≃ ℤ/ℎℤ ⊕ ℤ/𝑘ℤ,故

𝑀 ≃ ℤ/ℎℤ ⊕ ℤ/ℎ′ℤ ⊕ ℤ/𝑘ℤ ⊕ ℤ/𝑘′ℤ ≃ ℤ/ℎℎ′ℤ ⊕ ℤ/𝑘𝑘′ℤ,

特别地 type(𝑀) = (ℎℎ′, 𝑘𝑘′).
此线性代数陈述也容易证明,见 [59,注记 6.7.10]. 简述如下: 关于𝑀 的条件蕴涵

𝑀 = 𝑀[𝑘𝑘′]. 用 gcd(𝑘, 𝑘′) = 1取 𝑎, 𝑏 ∈ ℤ使 𝑎𝑘 + 𝑏𝑘′ = 1. 兹断言任何 𝑥 ∈ 𝑀 都能唯
一表作 𝑥 = 𝑢 + 𝑣,其中 𝑢 ∈ 𝑀[𝑘]而 𝑣 ∈ 𝑀[𝑘′].

⋄ 存在性: 𝑥 = 𝑎𝑘𝑥 + 𝑏𝑘′𝑥;显然 𝑘′𝑥 ∈ 𝑀[𝑘]而 𝑘𝑥 ∈ 𝑀[𝑘′].
⋄ 唯一性: 𝑥 ∈ 𝑀[𝑘] ∩ 𝑀[𝑘′]蕴涵 𝑥 = 𝑎𝑘𝑥 + 𝑏𝑘′𝑥 = 0.

最后, 𝑀† = 𝑀†[𝑘′] ⊂ 𝑀[𝑘′];反过来说,任何 𝑥 ∈ 𝑀[𝑘′]都能写作 𝑥 = 𝑎𝑘𝑥+𝑏𝑘′𝑥 = 𝑎𝑘𝑥,
它在𝑀/𝑀† ≃ ℤ/ℎℤ ⊕ ℤ/𝑘ℤ中的像必为零,故 𝑥 ∈ 𝑀†. 明所欲证.

鉴于命题 5.5.7,对H(Δ′ ⫽ Γ′)结构的研究可以化约到 (𝑝𝑑 , 𝑝𝑒) ∈ 𝒟 对应的双陪集情
形,其中 𝑝是某个选定的素数, 𝑑 ≤ 𝑒. 基于定理 5.5.5 (i),我们可以进一步聚焦于 (1, 𝑝𝑒)
情形.

命题 5.5.8 设 𝑒 ∈ ℤ≥1. 那么

[Γ′
1,𝑝] ⋆ [Γ′

1,𝑝𝑒] = [Γ′
1,𝑝𝑒 ] ⋆ [Γ′

1,𝑝] =
⎧⎪
⎨
⎪⎩

[Γ′
1,𝑝𝑒+1 ] + 𝑝 [Γ′

𝑝,𝑝𝑒] , 𝑒 > 1

[Γ′
1,𝑝𝑒+1 ] + (𝑝 + 1) [Γ′

𝑝,𝑝𝑒] , 𝑒 = 1.

证明 乘法交换性缘于定理 5.5.5. 其余仍运用定理 5.5.5 (ii)的线性代数诠释. 考虑有限
生成挠 ℤ-模的短正合列

0 → 𝑀† → 𝑀 → 𝑀‡ → 0, 𝑀† ≃ ℤ
𝑝𝑒ℤ, 𝑀‡ ≃ ℤ

𝑝ℤ.

于是 |𝑀| = 𝑝𝑒+1. 基于有限生成挠 ℤ-模的分类, type(𝑀)仅存 (1, 𝑝𝑒+1)和 (𝑝, 𝑝𝑒)两种
可能.

⋄ 若𝑀 ≃ ℤ
𝑝𝑒+1ℤ ,那么它恰有一个同构于 ℤ/𝑝𝑒ℤ的子群,即 𝑝𝑀 .

⋄ 若𝑀 ≃ ℤ
𝑝ℤ ⊕ ℤ

𝑝𝑒ℤ 而 𝑒 > 1,那么其中同构于 ℤ/𝑝𝑒ℤ的子群必由某个 𝑝𝑒-阶元 (𝑥, 𝑦)
生成,其中 𝑦 ∈ (ℤ/𝑝𝑒ℤ)×;代以适当的互素于 𝑝的倍数后,可将生成元化作 (𝑥, 1)之
形. 这样的生成元是唯一的,于是所考虑的子群和 𝑥 ∈ ℤ/𝑝ℤ一一对应,共有 𝑝个.

⋄ 若 𝑒 = 1而𝑀 ≃ ℤ/𝑝ℤ ⊕ ℤ/𝑝ℤ,那么𝑀 中同构于 ℤ/𝑝ℤ的子群无非是 𝔽 2
𝑝 的一维子

空间,恰有 𝑝2−1
𝑝−1 = 𝑝 + 1个.

回忆 (5.5.6)可知以上分类给出 [Γ′
1,𝑝] ⋆ [Γ′

1,𝑝𝑒]的系数.

接着过渡到H(Δ ⫽ Γ)情形,这一步是容易的.
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定理 5.5.9 幺半群 Δ′ ⊃ Δ和群 Γ′ ⊃ Γ符合定理 5.2.7的条件. 作为推论,包含映射诱导

Γ\Δ/Γ ∼→ Γ′\Δ′/Γ′, H(Δ ⫽ Γ) ∼→ H(Δ′ ⫽ Γ′),

而且 Δ = ⨆(ℎ,𝑘)∈𝒟 Γ( ℎ
𝑘 )Γ.

证明 我们首先断言 Δ = ⋃(ℎ,𝑘)∈𝒟 Γ( ℎ
𝑘 )Γ. 对任何 𝛼 ∈ Δ,存在 𝛾1, 𝛾2 ∈ Γ′ 和唯一的

(ℎ, 𝑘) ∈ 𝒟 使得 𝛼 = 𝛾1( ℎ
𝑘 )𝛾2. 比较两边行列式符号可知 det 𝛾1 = det 𝛾2. 若两者同为 1

则 𝛼 ∈ Γ( ℎ
𝑘 )Γ,否则两者同为 −1,这时仍有

𝛾1

⎛
⎜
⎜
⎜
⎝

ℎ

𝑘

⎞
⎟
⎟
⎟
⎠

𝛾2 = 𝛾1

⎛
⎜
⎜
⎜
⎝

1

−1

⎞
⎟
⎟
⎟
⎠

⎛
⎜
⎜
⎜
⎝

ℎ

𝑘

⎞
⎟
⎟
⎟
⎠

⎛
⎜
⎜
⎜
⎝

1

−1

⎞
⎟
⎟
⎟
⎠

𝛾2 ∈ Γ
⎛
⎜
⎜
⎜
⎝

ℎ

𝑘

⎞
⎟
⎟
⎟
⎠

Γ.

断言得证. 下面验证定理 5.2.7的性质 (i)—(iii). 对于 (i): Δ′ = Γ′Δ,要点在于证明 ⊂. 若
𝛿 ∈ Δ′ 满足 det 𝛿 > 0则 𝛿 ∈ Δ;否则取 𝛾 = ( 1

−1 ) ∈ Γ′ 使得 𝛿 = 𝛾 ⋅ (𝛾−1𝛿) ∈ Γ′ ⋅ Δ.
现在验证 (ii): 当 𝛼 ∈ Δ时 Γ′𝛼Γ′ = Γ′𝛼Γ. 要点仍在 ⊂. 基于证明伊始的断言,不妨

假设 𝛼 = ( ℎ
𝑘 ),其中 (ℎ, 𝑘) ∈ 𝒟 . 设 𝛾1, 𝛾2 ∈ Γ′. 若 det 𝛾2 = 1则 𝛾1( ℎ

𝑘 )𝛾2 ∈ Γ′𝛼Γ; 若
det 𝛾2 = −1则仍有

𝛾1

⎛
⎜
⎜
⎜
⎝

ℎ

𝑘

⎞
⎟
⎟
⎟
⎠

𝛾2 = 𝛾1

⎛
⎜
⎜
⎜
⎝

1

−1

⎞
⎟
⎟
⎟
⎠

⎛
⎜
⎜
⎜
⎝

ℎ

𝑘

⎞
⎟
⎟
⎟
⎠

⎛
⎜
⎜
⎜
⎝

1

−1

⎞
⎟
⎟
⎟
⎠

𝛾2 ∈ Γ′
⎛
⎜
⎜
⎜
⎝

ℎ

𝑘

⎞
⎟
⎟
⎟
⎠

Γ.

最后验证 (iii): 当 𝛼 ∈ Δ时 Γ′𝛼 ∩ Δ = Γ𝛼. 考虑两边行列式的符号即可.

综合命题 5.5.7和命题 5.5.8,我们总结出 H(Δ ⫽ Γ)作为交换 ℂ-代数 (甚至是 ℤ-代
数)由形如 [Γ𝑝,𝑝]和 [Γ1,𝑝]的元素生成,其中 𝑝取遍所有素数. 进一步还能说明上述生成
元是代数无关的.

5.6 特征形式初探
考虑模群 Γ(1) = SL(2, ℤ). 取定权 𝑘 ∈ ℤ, 让 H (M2(ℤ) ∩ GL(2, ℚ)+ ⫽ Γ(1)) 作用

在𝑀𝑘(1)及 𝑆𝑘(1)上,得到 Endℂ(𝑀𝑘(1))的交换子 ℂ-代数 𝕋 . 因为 [Γ𝑑,𝑑]的作用无非是
𝑓 ↦ 𝑑𝑘−2𝑓 (练习 5.4.9),有限维 ℂ-代数 𝕋 实际由以下算子生成:

𝑇𝑝 ∶ 𝑓 ↦ 𝑓 [Γ1,𝑝] , 𝑝取遍素数.

引理 5.6.1 对一切素数 𝑝,算子 𝑇𝑝 相对于 Petersson内积皆自伴. 作为推论, 𝑇𝑝 的特征值
都是实数,而且 𝕋 在𝑀𝑘(1)和 𝑆𝑘(1)上的作用可以同步对角化.
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证明 注意到 Δ对 𝛾 ↦ 𝛾′ ∶= det(𝛾)𝛾−1 保持不变. 按照命题 5.4.10, [Γ( 1
𝑝 )Γ]相对于

Petersson内积的伴随由 [Γ( 𝑝
1 )Γ]给出. 基于引理 5.5.2和

𝐿std

( 𝑝
1 )𝐿std

≃ ℤ/𝑝ℤ ≃ 𝐿std

( 1
𝑝 )𝐿std

立见 Γ′( 𝑝
1 )Γ′ = Γ′( 1

𝑝 )Γ′. 定理 5.5.9遂给出 Γ( 𝑝
1 )Γ = Γ( 1

𝑝 )Γ. 由此见得 𝑇𝑝自伴.

根据自伴算子的谱定理,交换算子族 {𝑇𝑝}𝑝∶素数 可以同步对角化. 所有 𝑇𝑝 的公共特
征向量称为 Hecke特征形式,空间𝑀𝑘(1)和 𝑆𝑘(1)分解为 Hecke特征形式的正交直和.

为了厘清 𝑇𝑝 对 Fourier系数的影响,有必要描述 Γ( 1
𝑝 )Γ的陪集分解.

引理 5.6.2 设 𝑝为素数,那么

Γ
⎛
⎜
⎜
⎜
⎝

1

𝑝

⎞
⎟
⎟
⎟
⎠

Γ = ⨆
𝑏

Γ
⎛
⎜
⎜
⎜
⎝

1 𝑏

𝑝

⎞
⎟
⎟
⎟
⎠

⊔ Γ
⎛
⎜
⎜
⎜
⎝

𝑝 1

1

⎞
⎟
⎟
⎟
⎠

,

其中 𝑏遍历 𝔽𝑝 在 ℤ中的一族代表元.

证明 取转置将问题化为证

Γ
⎛
⎜
⎜
⎜
⎝

1

𝑝

⎞
⎟
⎟
⎟
⎠

Γ = ⨆
𝑏

⎛
⎜
⎜
⎜
⎝

1

𝑏 𝑝

⎞
⎟
⎟
⎟
⎠

Γ ⊔
⎛
⎜
⎜
⎜
⎝

𝑝

1 1

⎞
⎟
⎟
⎟
⎠

Γ.

根据 §5.5的理论,

Γ( 1
𝑝 )Γ/Γ 1∶1

{ℤ-子模 𝐿 ⊂ ℤ2 ∶ (ℤ2 ∶ 𝐿) = 𝑝} ,
𝛼Γ ⟼ 𝛼ℤ2.

然而 𝐿 ↦ 𝐿/𝑝ℤ2 ⊂ 𝔽 2
𝑝 给出从右式到 ℙ1(𝔽𝑝)的双射,此处

ℙ1(𝔽𝑝) ∶= {𝔽 2
𝑝 中的直线} = {(1 ∶ ̄𝑏) ∶ ̄𝑏 ∈ 𝔽𝑝} ⊔ {(0 ∶ 1)}.

若 𝑏 ∈ ℤ是 ̄𝑏的代表元,那么 ( 1
𝑏 𝑝 )ℤ2 在 ℤ2/𝑝ℤ2 中的像无非是 𝔽𝑝(1, �̄�),即 (1 ∶ ̄𝑏). 另一

方面, ( 𝑝
1 1 )的像则给出 (0 ∶ 1). 如是得到所求分解.
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以此分解计算 𝑇𝑝 对 𝑓 = ∑𝑛≥0 𝑎𝑛(𝑓 )𝑞𝑛 ∈ 𝑀𝑘(1)的作用,立即得到

𝑇𝑝(𝑓 )(𝜏) =
(∑

𝑏
𝑓( 1 𝑏

𝑝 ) + 𝑓( 𝑝 1
1 ))

(𝜏)

= ∑
𝑛≥0 (

𝑎𝑛(𝑓 ) exp (
2𝜋𝑖𝑛𝜏

𝑝 ) ⋅ 1
𝑝 ∑

𝑏
exp (

2𝜋𝑖𝑛𝑏
𝑝 ))

+ 𝑝𝑘−1𝑓(𝑝𝜏)

= ∑
𝑛≥0
𝑝∣𝑛

𝑎𝑛(𝑓 )𝑞𝑛/𝑝 + 𝑝𝑘−1
∑
𝑛≥0

𝑎𝑛(𝑓 )𝑞𝑛𝑝.

一切整理成下述结果.

命题 5.6.3 设 𝑓 ∈ 𝑀𝑘(1),那么对所有 𝑛 ∈ ℤ≥0 皆有 𝑎𝑛(𝑇𝑝𝑓) = 𝑎𝑛𝑝(𝑓 ) + 𝑝𝑘−1𝑎𝑛/𝑝(𝑓 ),其
中规定 𝑝 ∤ 𝑛 ⟹ 𝑎𝑛/𝑝(𝑓 ) = 0.

以下说明除了 𝑘 = 0的平凡情形,任何 Hecke特征形式 𝑓 都能从 𝑎1(𝑓 )唯一确定.
满足 𝑎1(𝑓 ) = 1的 Hecke特征形式称为正规化 Hecke特征形式.

命题 5.6.4 设 𝑓 ∈ 𝑀𝑘(1)是 Hecke特征形式, 𝑘 ≠ 0. 若 𝑎1(𝑓 ) = 0则 𝑓 = 0.

证明 兹断言 𝑛 ≥ 1时 𝑎𝑛(𝑓 ) = 0. 办法是对 𝑛作递归: 若 𝑛 > 1, 取素因子 𝑝 ∣ 𝑛则有
𝑎𝑛(𝑓 ) = 𝑎𝑛/𝑝(𝑇𝑝𝑓) − 𝑝𝑘−1𝑎𝑛/𝑝2 (𝑓 ) = 0. 因此 𝑓 必为常值函数.

对于级为 Γ1(𝑁)的一般情形 (𝑁 ∈ ℤ≥1),推论 6.3.9将给出更透彻的论证.

例 5.6.5 取 𝑘 = 12. 考虑定义 2.4.9 的模判别式 Δ = ∑𝑛≥1 𝜏(𝑛)𝑞𝑛. 推论 4.4.4 断言
𝑆12(Γ) = ℂΔ,因此 Δ自动是 Hecke特征形式. 它是正规化的. 由此可以推出 Fourier系
数 𝜏(𝑛)的诸多性质,在 §6.3将有进一步讨论.

例 5.6.6 设 𝑘 > 2为偶数,那么 Eisenstein级数 𝒢𝑘 是正规化 Hecke特征形式: 它对 𝑇𝑝
的特征值是 𝜎𝑘−1(𝑝) = 1 + 𝑝𝑘−1. 留意到 𝑎0(𝑇𝑝𝑓) = (1 + 𝑝𝑘−1)𝑎0(𝑓 )对所有 𝑓 成立,而且
𝜎𝑘−1(1) = 1,故一切归结为初等数论的命题

(1 + 𝑝𝑘−1) 𝜎𝑘−1(𝑛) = 𝜎𝑘−1(𝑝)𝜎𝑘−1(𝑛) =
⎧⎪
⎨
⎪⎩

𝜎𝑘−1(𝑝𝑛) + 𝑝𝑘−1𝜎𝑘−1(𝑛/𝑝), 𝑝 ∣ 𝑛
𝜎𝑘−1(𝑝𝑛), 𝑝 ∤ 𝑛,

其中 𝑛 ≥ 1. 此问题容易化约到 𝑛 = 𝑝𝑒 情形来直接验证,细节留给读者消遣.

练习 5.6.7 仍然设 𝑘 > 2为偶数. 证明若 𝑓 ∈ 𝑀𝑘(1)不是尖点形式,那么 𝑓 是 Hecke特
征形式当且仅当 𝑓 ∈ ℂ𝒢𝑘.

提示 基于命题 5.6.4,不妨设 𝑎1(𝑓 ) = 1. 考察 𝑎0(𝑓 )可知这样的 Hecke特征形式 𝑓
对所有素数 𝑝皆满足 𝑇𝑝(𝑓 ) = (1 + 𝑝𝑘−1)𝑓 ,因此 ℎ ∶= 𝑓 − 𝒢𝑘 ∈ 𝑀𝑘(1)是满足 𝑎1(ℎ) = 0
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的 Hecke特征形式,它必为 0.

Hecke特征形式最重要的性质在于它们的 Fourier系数具有某种乘性结构; §2.4对
特例 Δ已有惊鸿一瞥. 此结构又折射到称作 𝐿-函数的解析对象之上,给出其 Euler乘积.
我们将在 §6.3予以考察.
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给定正整数 𝑁 ,我们将定义作用在𝑀𝑘(Γ1(𝑁))上的两类 Hecke算子 𝑇𝑝 和 ⟨𝑑⟩,其中
𝑝取遍素数而 𝑑 取遍与 𝑁 互素的整数, ⟨𝑑⟩只依赖 𝑑 在 (ℤ/𝑁ℤ)× 中的像;我们也称 ⟨𝑑⟩
为菱形算子. 一般习惯在 gcd(𝑑, 𝑁) > 1时规定 ⟨𝑑⟩ = 0. 所有算子 𝑇𝑝 和 ⟨𝑑⟩生成的代数
𝕋1(𝑁)称为 Hecke代数,这是本章的主角.

借由将双陪集运算翻译为简单的线性代数, §6.2将完全确定 𝕋1(𝑁)的结构;尤其紧
要的是交换性,由此就能够

⋄ 对任意 𝑛 ∈ ℤ≥1 定义算子 𝑇𝑛,
⋄ 探讨𝑀𝑘(Γ1(𝑁))和 𝑆𝑘(Γ1(𝑁))在 𝕋1(𝑁)作用下的共同特征向量.

如是就引向正规化 Hecke特征形式的概念 (定义 6.3.10). 对于正规化 Hecke特征形式
𝑓 = ∑𝑛≥1 𝑎𝑛(𝑓 )𝑞𝑛 ∈ 𝑆𝑘(Γ1(𝑁)),我们将说明 𝑇𝑛(𝑓 ) = 𝑎𝑛(𝑓 )𝑓 . 对 𝑓 可以定义 𝜒𝑓 ∶ ℤ → ℂ
使得 ⟨𝑑⟩ 𝑓 = 𝜒𝑓 (𝑑)𝑓 . 进一步, 暂且不论收敛性, 那么让 Hecke 代数中形式的无穷乘
积展开

∑
𝑛≥1

𝑇𝑛𝑛−𝑠 = ∏
𝑝∶素数

(1 − 𝑇𝑝𝑝−𝑠 + ⟨𝑝⟩ 𝑝𝑘−1−2𝑠)
−1 , 𝑠 ∈ ℂ

作用在 𝑓 上,立刻导出相应的 Euler乘积

∑
𝑛≥1

𝑎𝑛(𝑓 )𝑛−𝑠 = ∏
𝑝∶素数

(1 − 𝑎𝑝(𝑓 )𝑝−𝑠 + 𝜒𝑓 (𝑝)𝑝𝑘−1−2𝑠)
−1 .

这就表明了这类模形式 𝑓 的 Fourier系数蕴藏深刻的结构,它反映在无穷级数 𝐿(𝑠, 𝑓 ) ∶=
∑𝑛≥1 𝑎𝑛(𝑓 )𝑛−𝑠 上,称为 𝑓 的 𝐿-函数.

这一结果固然优美,但显然面临两个问题:
⋄ 当 𝑠在什么范围内能确保级数∑𝑛≥1 𝑎𝑛(𝑓 )𝑛−𝑠 及其 Euler乘积收敛? 其解析性状如
何? 这些是第七章的主题.

⋄ 在 𝑆𝑘(Γ1(𝑁))中是否存在充分多的正规化 Hecke特征形式? 当 𝑁 > 1时此问题颇
为棘手. 有反例说明 𝑝 ∣ 𝑁 时 𝑇𝑝 不可对角化,见练习 6.4.10,故 𝑆𝑘(Γ1(𝑁))不可能
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由 Hecke特征形式张成. 出路至少有两条: 或者是限缩 Hecke算子,或者是在一个
合适的子空间上寻求对角化. 对于后一进路,根本的工具来自 Atkin和 Lehner [3],
以及李文卿的后继工作 [35]. 他们定义了称作新形式的一类正规化 Hecke特征形
式,并说明它们在某种意义下仍能给出 𝑆𝑘(Γ1(𝑁)) (推论 6.5.6).

在著名的 Langlands纲领中,许多算术或几何对象在解析世界中的化身或者是新形
式,或者是它们的高秩推广或相应的自守表示. 本章将涉及较长的论证和一定程度的技
巧,所需的工夫和新形式的地位终归是相称的.

6.1 菱形算子和 𝑻𝒑算子

我们考虑 Hecke在同余子群的模形式上的作用. 沿用 §5.4的一般框架,这就相当于
取例 5.4.2的资料 Δ ∶= GL(2, ℚ)+ 和 𝒳 ∶= {同余子群}.

我们关注两类重要的同余子群 Γ0(𝑁)和 Γ1(𝑁). 令 𝑁 ∈ ℤ≥1, 记 red ∶ SL(2, ℤ) →
SL(2, ℤ/𝑁ℤ)为 mod 𝑁 同态. 我们有

red−1
⎛
⎜
⎜
⎜
⎝

∗ ∗

∗

⎞
⎟
⎟
⎟
⎠

=∶ Γ0(𝑁)B Γ1(𝑁) ∶= red−1
⎛
⎜
⎜
⎜
⎝

1 ∗

1

⎞
⎟
⎟
⎟
⎠

.

命题 1.4.4表明 red满,因此导出两个满射

SL(2, ℤ) SL(2, ℤ/𝑁ℤ)

Γ0(𝑁) ( ∗ ∗
∗ ) (ℤ/𝑁ℤ)×

( 𝑎 𝑏
𝑐 𝑑 ) ( ̄𝑎 �̄�

̄𝑑 ) ̄𝑑

red

⊂ ⊂

∈ ∈ ∈

这就表明 ( 𝑎 𝑏
𝑐 𝑑 ) ↦ ̄𝑑 ∶= 𝑑 mod 𝑁 给出群同构

Γ0(𝑁)/Γ1(𝑁) ∼→ (ℤ/𝑁ℤ)×,

故 GL(2, ℚ)+ 在𝑀 上的作用限制为 (ℤ/𝑁ℤ)× ≃ Γ0(𝑁)/Γ1(𝑁)在𝑀Γ1(𝑁) = 𝑀𝑘(Γ1(𝑁))上
的作用,方式为透过酉算子

𝑓
𝛿

⟼ 𝑓 |𝑘 𝛿 = 𝑗(𝛿, 𝜏)−𝑘𝑓(𝛿𝜏), 𝑓 ∈ 𝑀𝑘(Γ1(𝑁)).

而且 𝑓 |𝑘 𝛿只依赖于 𝛿 = ( 𝑎 𝑏
𝑐 𝑑 )中的 𝑑 mod 𝑁 .
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定义 6.1.1 上述 (ℤ/𝑁ℤ)× 作用给出的 Hecke算子称为𝑀𝑘(Γ1(𝑁))上的菱形算子,记为

⟨𝑑⟩ 𝑓 ∶= 𝑓 |𝑘 𝛿, 𝛿 ∈ Γ0(𝑁), 𝛿 ≡ ( ∗ ∗
𝑑 ) (mod 𝑁).

方便起见,我们也经常将 ⟨𝑑⟩的定义按 𝑑 不可逆 ⟹ ⟨𝑑⟩ ∶= 0延拓到整个 ℤ/𝑁ℤ上,
然后进一步拉回到 ℤ上;乘性 ⟨𝑑1𝑑2⟩ = ⟨𝑑1⟩ ⟨𝑑2⟩对所有 𝑑1, 𝑑2 ∈ ℤ仍成立.

易见 ⟨𝑑𝑑′⟩ = ⟨𝑑⟩ ⟨𝑑′⟩, ⟨1⟩ = id. 又由于 Γ1(𝑁) C Γ0(𝑁),对于 𝛿 = ( 𝑎 𝑏
𝑐 𝑑 ) ∈ Γ0(𝑁),按双陪

集作用的定义 (见例 5.2.3),立得

⟨𝑑⟩ 𝑓 = 𝑓[Γ1(𝑁)𝛿Γ1(𝑁)], 𝛿 = ( 𝑎 𝑏
𝑐 𝑑 ) ∈ Γ0(𝑁).

依据 §5.4的理论,在菱形算子作用下 ℂ-向量空间𝑀𝑘(Γ1(𝑁))构成 (ℤ/𝑁ℤ)× 的有限
维表示,限制在不变子空间 𝑆𝑘(Γ1(𝑁))上则对 (⋅|⋅)Pet 成为酉表示. 根据有限交换群的表
示理论,它们遂具备正交分解

𝑀𝑘(Γ1(𝑁)) = ⨁𝜒
𝑀𝑘(Γ1(𝑁), 𝜒),

𝑆𝑘(Γ1(𝑁)) = ⨁𝜒
𝑆𝑘(Γ1(𝑁), 𝜒),

(6.1.1)

其中 𝜒 取遍所有同态 (ℤ/𝑁ℤ)× → ℂ× 而 1

𝑀𝑘(Γ1(𝑁), 𝜒) ∶= {𝑓 ∶ ∀𝑑 ∈ (ℤ/𝑁ℤ)×, ⟨𝑑⟩ 𝑓 = 𝜒(𝑑)𝑓} ,
𝑆𝑘(Γ1(𝑁), 𝜒) ∶= 𝑀𝑘(Γ1(𝑁), 𝜒) ∩ 𝑆𝑘(Γ1(𝑁), 𝜒).

为了节约笔墨,律定 𝑁 = 1时 (ℤ/𝑁ℤ)× = {1},对之令 ⟨1⟩ ∶= id;此时 (6.1.1)退化为同
义反复.

练习 6.1.2 说明𝑀𝑘(Γ1(𝑁), 1) = 𝑀𝑘(Γ0(𝑁))和 𝑆𝑘(Γ1(𝑁), 1) = 𝑆𝑘(Γ0(𝑁));此处以 1代表
平凡同态 (ℤ/𝑁ℤ)× → {1} ⊂ ℂ×.

紧接着考察另一类 Hecke算子.

定义 6.1.3 取 𝑝为素数,定义算子

𝑇𝑝 ∶ 𝑀𝑘(Γ1(𝑁)) ⟶ 𝑀𝑘(Γ1(𝑁))
𝑓 ⟼ 𝑓 [Γ1(𝑁)( 1

𝑝 )Γ1(𝑁)] .

我们先来说明 𝑇𝑝和菱形算子交换. 以下将运用 §6.2中一些关于双陪集分解的定理,

1对于 𝑓 ∈ 𝑀𝑘(Γ1(𝑁), 𝜒),同态 𝜒 也称为 𝑓 的 Nebentypus (德文),或可直译为 𝑓 的 “旁类”.
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无循环论证之虞.

引理 6.1.4 令 𝑝为任意素数, 𝑁 ∈ ℤ≥1. 取 Γ ∶= Γ1(𝑁), 𝛼 ∶= ( 1
𝑝 ),并且设 𝛾 = ( 𝑎 𝑏

𝑐 𝑑 ) ∈
Γ0(𝑁)满足 gcd(𝑑, 𝑁) = 1,则在H(GL(2, ℚ)+ ⫽ Γ)中

[Γ𝛼Γ] ⋆ [Γ𝛾Γ] = [Γ𝛼𝛾Γ] = [Γ𝛾𝛼Γ] = [Γ𝛾Γ] ⋆ [Γ𝛼Γ];

作为推论, 𝑇𝑝 ⟨𝑑⟩ = ⟨𝑑⟩ 𝑇𝑝.

证明 因为 ΓCΓ0(𝑁),断言第一部分的首末两个等式无非是例 5.1.9的应用. 我们来说明
中间等式 [Γ𝛼𝛾Γ] = [Γ𝛾𝛼Γ]. 由于 𝛾−1Γ𝛾 = Γ,命 𝛼′ ∶= 𝛾𝛼𝛾−1则 Γ𝛾𝛼Γ = Γ𝛼′𝛾Γ = (Γ𝛼′Γ)𝛾;
另一方面 Γ𝛼𝛾Γ = (Γ𝛼Γ)𝛾 ,问题归结为证 Γ𝛼′Γ = Γ𝛼Γ. 为此我们需要以下性质:

(𝛽 ∈ M2(ℤ)) ∧ (det 𝛽 = 𝑝) ∧
⎛
⎜
⎜
⎜
⎝

𝛽 ≡
⎛
⎜
⎜
⎜
⎝

1 ∗

𝑝

⎞
⎟
⎟
⎟
⎠

(mod 𝑁)
⎞
⎟
⎟
⎟
⎠

⟹ Γ𝛽Γ = Γ𝛼Γ. (6.1.2)

其论证如下: 根据定理 6.2.7, 存在正整数 ℎ ∣ 𝑘 使得 𝛽 ∈ Γ0(𝑁)( ℎ
𝑘 )Γ0(𝑁); 因为

ℎ𝑘 = det 𝛽 = 𝑝. 唯一可能是 (ℎ, 𝑘) = (1, 𝑝). 另一方面, 𝛼, 𝛽 都属于幺半群

Δ1(𝑁) ∶= {𝛿 ∈ GL(2, ℚ)+ ∩ M2(ℤ) ∶ 𝛿 ≡ ( 1 ∗
∗ ) (mod 𝑁)} .

既然 𝛼 和 𝛽 在同一个 Γ0(𝑁)-双陪集中,定理 6.2.9蕴涵它们自动属于同一个 Γ-双陪集,
(6.1.2)于焉确立.

不难检验 det 𝛼′ = 𝑝而 𝛼′ ≡ ( 1 ∗
𝑝 ) (mod 𝑁),性质 (6.1.2)施于 𝛽 ∶= 𝛼′ 遂给出断言

的第一部分. 将这些算子作用在𝑀𝑘(Γ1(𝑁))上,便看出 𝑇𝑝 ⟨𝑑⟩ = ⟨𝑑⟩ 𝑇𝑝.

以下令 𝛼 ∶= ( 1
𝑝 ). 根据定义–定理 5.2.2,计算 𝑇𝑝的关键是以显式分解Γ1(𝑁)𝛼Γ1(𝑁).

引理 6.1.5 记 Γ ∶= Γ1(𝑁)和 Γ′ ∶= Γ ∩ 𝛼−1Γ𝛼,则

Γ′ =
⎧⎪
⎨
⎪⎩

𝛾 ∈ SL(2, ℤ) ∶ 𝛾 ≡ ( 1 ∗
1 ) (mod 𝑁)

𝛾 ≡ ( ∗
∗ ∗ ) (mod 𝑝)

⎫⎪
⎬
⎪⎭

.
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而且 Γ′\Γ在 Γ中有一族代表元 𝐴如下:

𝑝 ∣ 𝑁 ⟹ 𝐴 ∶=
⎧⎪
⎨
⎪⎩

⎛
⎜
⎜
⎜
⎝

1 𝑏

1

⎞
⎟
⎟
⎟
⎠

∶ 0 ≤ 𝑏 < 𝑝
⎫⎪
⎬
⎪⎭

,

𝑝 ∤ 𝑁 ⟹ 𝐴 ∶=
⎧⎪
⎨
⎪⎩

⎛
⎜
⎜
⎜
⎝

1 𝑏

1

⎞
⎟
⎟
⎟
⎠

∶ 0 ≤ 𝑏 < 𝑝
⎫⎪
⎬
⎪⎭

⊔
⎧⎪
⎨
⎪⎩

⎛
⎜
⎜
⎜
⎝

𝑚𝑝 𝑛

𝑁 1

⎞
⎟
⎟
⎟
⎠

⎫⎪
⎬
⎪⎭

.

上述之 𝑏只要遍历 𝔽𝑝 ∶= ℤ/𝑝ℤ在 ℤ中的任一族代表元即可,而在第二种情形中, 𝑚, 𝑛可
取作任意满足 𝑚𝑝 − 𝑛𝑁 = 1的整数对.

证明 设 𝛾 ∈ SL(2, ℤ). 由矩阵恒等式

𝛼−1
⎛
⎜
⎜
⎜
⎝

𝑎 𝑏

𝑐 𝑑

⎞
⎟
⎟
⎟
⎠

𝛼 =
⎛
⎜
⎜
⎜
⎝

1

𝑝−1

⎞
⎟
⎟
⎟
⎠

⎛
⎜
⎜
⎜
⎝

𝑎 𝑏

𝑐 𝑑

⎞
⎟
⎟
⎟
⎠

⎛
⎜
⎜
⎜
⎝

1

𝑝

⎞
⎟
⎟
⎟
⎠

=
⎛
⎜
⎜
⎜
⎝

𝑎 𝑏𝑝

𝑐𝑝−1 𝑑

⎞
⎟
⎟
⎟
⎠

不难验证

𝛾 ∈ Γ′ ⟺ 𝛾 ≡
⎛
⎜
⎜
⎜
⎝

1 ∗

1

⎞
⎟
⎟
⎟
⎠

(mod 𝑁) ∧ 𝛾 ≡
⎛
⎜
⎜
⎜
⎝

∗

∗ ∗

⎞
⎟
⎟
⎟
⎠

(mod 𝑝), (6.1.3)

亦即 Γ′ = Γ1(𝑁) ∩ 𝑡Γ0(𝑝). 现在考虑 mod 𝑝导出之群同态

red ∶ Γ → SL(2, 𝔽𝑝).

命 𝐵− ∶= ( ∗
∗ ∗ ) ⊂ SL(2, 𝔽𝑝)使得 red−1(𝐵−) = Γ′,从而 red诱导出双射

Γ′\Γ ∼→ (𝐵− ∩ im(red))\ im(red). (6.1.4)

1. 设 𝑝 ∣ 𝑁 . 这时易见 im(red) = {( 1 �̄�
1 ) ∶ �̄� ∈ 𝔽𝑝},它和 𝐵− 之交为 {1},其元素在 Γ

中的逆像可取为 ( 1 𝑏
1 ),其中 𝑏 ∈ ℤ遍历 𝔽𝑝 的一族代表元.

2. 设 𝑝 ∤ 𝑁 . 中国剩余定理给出环同构 ℤ/𝑝𝑁ℤ ∼→ 𝔽𝑝 × ℤ/𝑁ℤ,继而

SL(2, ℤ) SL(2, ℤ/𝑝𝑁ℤ)

SL(2, 𝔽𝑝) × SL(2, ℤ/𝑁ℤ) SL(2, 𝔽𝑝) × ( 1 ∗
1 )

mod 𝑝𝑁

( mod 𝑝, mod 𝑁)

( mod 𝑝, mod 𝑁)≃

⊃



170 第 6章 同余子群的 Hecke算子

由之立见 im(red) = SL(2, 𝔽𝑝). 关于 𝐵−\ SL(2, 𝔽𝑝)的描述无非是线性代数: 考量域
𝔽𝑝 上的射影直线

ℙ1(𝔽𝑝) ∶= (𝔽 2
𝑝 ∖ {0}) /(𝑥, 𝑦) ∼ (𝜆𝑥, 𝜆𝑦), 𝜆 ∈ 𝔽 ×

𝑝 .

二阶方阵对行向量的右乘诱导出 SL(2, 𝔽𝑝)对 ℙ1(𝔽𝑝)的右作用. 易见有双射

𝐵−\ SL(2, 𝔽𝑝) ∼⟶ ℙ1(𝔽𝑝)
𝐵− ̄𝛾 ⟼ (1 ∶ 0) ̄𝛾.

对于 (1 ∶ �̄�) ∈ ℙ1(𝔽𝑝),它在 𝐵−\ SL(2, 𝔽𝑝)中的对应元素来自 ( 1 𝑏
1 ) ∈ Γ,其中 𝑏 ∈ ℤ

是 �̄�的任意代表元. 对于 (0 ∶ 1) ∈ ℙ1(𝔽𝑝),它在 𝐵−\ SL(2, 𝔽𝑝)中的对应元素可由任
何形如 ( ∗

∗ ∗ )的元素代表;后者在 Γ中的逆像不妨就取作 ( 𝑚𝑝 𝑛
𝑁 1 )之形,唯一要求

是 (𝑚, 𝑛) ∈ ℤ2 满足 𝑚𝑝 − 𝑛𝑁 = 1.

代回 (6.1.4)立得所求的代表元.

以下记 𝐴 ⊂ Γ1(𝑁) 为引理 6.1.5 所给出的一个代表元集. 引理 5.1.4 遂给出
Γ1(𝑁)( 1

𝑝 )Γ1(𝑁) = ⨆𝑎∈𝐴 Γ1(𝑁)( 1
𝑝 )𝑎.

命题 6.1.6 对所有 𝑓 ∈ 𝑀𝑘(Γ1(𝑁)),

𝑇𝑝𝑓 =

⎧
⎪
⎪
⎨
⎪
⎪
⎩

𝑝−1

∑
𝑏=0

𝑓( 1 𝑏
𝑝 ) = 𝑝

𝑘
2 −1

𝑝−1

∑
𝑏=0

𝑓 |𝑘 ( 1 𝑏
𝑝 ), 𝑝 ∣ 𝑁,

𝑝−1

∑
𝑏=0

𝑓( 1 𝑏
𝑝 ) + 𝑝𝑘−1(⟨𝑝⟩ 𝑓)(𝑝𝜏), 𝑝 ∤ 𝑁;

实际上,和式中让 𝑏遍历 𝔽𝑝 在 ℤ中的任一族代表元即可.

留意: 按照定义 6.1.1在 gcd(𝑑, 𝑁) ≠ 1时对 ⟨𝑑⟩的约定,关于 𝑇𝑝 的公式其实能兼并
为一条.

证明 依定义 𝑇𝑝𝑓 = ∑𝑎∈𝐴 𝑓( 1
𝑝 )𝑎,对 𝑓 的右作用按 (5.4.1)定义. 当 𝑝 ∣ 𝑁 时

( 1
𝑝 )𝐴 = {( 1 𝑏

𝑝 ) ∶ 𝑏 ∈ ℤ遍历 𝔽𝑝 的一族代表元} ,

故原式得证. 以下设 𝑝 ∤ 𝑁 ,此时 𝐴多出一个元素 ( 𝑚𝑝 𝑛
𝑁 1 ),满足 𝑚𝑝 − 𝑛𝑁 = 1. 显然

⎛
⎜
⎜
⎜
⎝

1

𝑝

⎞
⎟
⎟
⎟
⎠

⎛
⎜
⎜
⎜
⎝

𝑚𝑝 𝑛

𝑁 1

⎞
⎟
⎟
⎟
⎠

=
⎛
⎜
⎜
⎜
⎝

𝑚𝑝 𝑛

𝑁𝑝 𝑝

⎞
⎟
⎟
⎟
⎠

=
⎛
⎜
⎜
⎜
⎝

𝑚 𝑛

𝑁 𝑝

⎞
⎟
⎟
⎟
⎠

⎛
⎜
⎜
⎜
⎝

𝑝

1

⎞
⎟
⎟
⎟
⎠

;
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而 ( 𝑚 𝑛
𝑁 𝑝 ) ∈ Γ0(𝑁)的右下角元素 𝑝与𝑁 互素,它对 𝑓 的右作用无非是 ⟨𝑝⟩. 综之

𝑓( 1
𝑝 )( 𝑚𝑝 𝑛

𝑁 1 ) = (𝑓( 𝑚 𝑛
𝑁 𝑝 )) ( 𝑝

1 ) = (⟨𝑝⟩ 𝑓)( 𝑝
1 )

= 𝑝
𝑘
2 −1(⟨𝑝⟩ 𝑓) |𝑘 ( 𝑝

1 ) ∶ 𝜏 ↦ 𝑝𝑘−1 ⋅ (⟨𝑝⟩ 𝑓) (𝑝𝜏).

明所欲证.

下一步是讨论 𝑇𝑝 对 Fourier系数的影响. 由于 ( 1 1
1 ) ∈ Γ1(𝑁),任何 𝑓 ∈ 𝑀𝑘(Γ1(𝑁))

都有 Fourier展开
𝑓(𝜏) = ∑

𝑛≥0
𝑎𝑛(𝑓 )𝑞𝑛, 𝑞 = 𝑒2𝜋𝑖𝜏 .

鉴于分解 (6.1.1),我们只消考虑给定的 𝜒 ∶ (ℤ/𝑁ℤ)× → ℂ× 及 𝑓 ∈ 𝑀𝑘(Γ1(𝑁), 𝜒). 方便
起见,今后将 𝜒 按 0延拓到整个 ℤ/𝑁ℤ上.

定理 6.1.7 令 𝑝为任意素数, 𝑁 ∈ ℤ≥1. 算子 𝑇𝑝保持𝑀𝑘(Γ1(𝑁), 𝜒)和 𝑆𝑘(Γ1(𝑁), 𝜒)不变.
若

𝑓 = ∑
𝑛≥0

𝑎𝑛(𝑓 )𝑞𝑛 ∈ 𝑀𝑘(Γ1(𝑁)),

并且约定 𝑝 ∤ 𝑛 ⟹ 𝑎𝑛/𝑝(⋯) ∶= 0,则

𝑎𝑛(𝑇𝑝𝑓) =
⎧⎪
⎨
⎪⎩

𝑎𝑛𝑝(𝑓 ), 𝑝 ∣ 𝑁
𝑎𝑛𝑝(𝑓 ) + 𝑝𝑘−1𝑎𝑛/𝑝 (⟨𝑝⟩ 𝑓) , 𝑝 ∤ 𝑁.

若进一步设 𝑓 ∈ 𝑀𝑘(Γ1(𝑁), 𝜒),则有

𝑎𝑛(𝑇𝑝𝑓) = 𝑎𝑛𝑝(𝑓 ) + 𝑝𝑘−1𝜒(𝑝)𝑎𝑛/𝑝(𝑓 ).

回忆到我们将 𝜒 和 ⟨⋅⟩皆用零延拓到整个 ℤ/𝑁ℤ上.

证明 由引理 6.1.4知 𝑇𝑝 保持 ⟨𝑝⟩的特征子空间𝑀𝑘(Γ1(𝑁), 𝜒)和 𝑆𝑘(Γ1(𝑁), 𝜒)不变. 对
所有 𝑏 ∈ ℤ皆有

𝑝
𝑘
2 −1𝑓 |𝑘 ( 1 𝑏

𝑝 ) = 𝑝𝑘−1(0 ⋅ 𝜏 + 𝑝)−𝑘𝑓 (
𝜏 + 𝑏

𝑝 )

= 1
𝑝 ∑

𝑛≥0
𝑎𝑛(𝑓 ) exp (2𝜋𝑖𝑛 ⋅ 𝜏 + 𝑏

𝑝 ) .

由于
𝑝−1

∑
𝑏=0

exp (
2𝜋𝑖𝑛𝑏

𝑝 ) =
⎧⎪
⎨
⎪⎩

0, 𝑝 ∤ 𝑛
𝑝, 𝑝 ∣ 𝑛,
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交换求和顺序可得

𝑝−1

∑
𝑏=0

𝑝
𝑘
2 −1𝑓 |𝑘 ( 1 𝑏

𝑝 ) =
𝑝−1

∑
𝑏=0

1
𝑝 ∑

𝑛≥0
𝑎𝑛(𝑓 ) exp (2𝜋𝑖𝑛 ⋅ 𝜏 + 𝑏

𝑝 )

= 1
𝑝 ∑

𝑛≥0
𝑎𝑛(𝑓 ) exp (2𝜋𝑖𝑛 ⋅ 𝜏

𝑝 )
𝑝−1

∑
𝑏=0

exp (
2𝜋𝑖𝑛𝑏

𝑝 ) = ∑
𝑛≥0

𝑎𝑛𝑝(𝑓 )𝑞𝑛.

根据命题 6.1.6,若 𝑝 ∣ 𝑁 则上式即 𝑇𝑝𝑓 . 当 𝑝 ∤ 𝑁 时, 𝑇𝑝𝑓 还外加一项

𝑝𝑘−1 ⋅ (⟨𝑝⟩ 𝑓)(𝑝𝜏) = 𝑝𝑘−1
∑
𝑛≥0

𝑎𝑛 (⟨𝑝⟩ 𝑓) 𝑞𝑛𝑝,

而且当 𝑓 ∈ 𝑀𝑘(Γ1(𝑁), 𝜒)时 ⟨𝑝⟩ 𝑓 = 𝜒(𝑝)𝑓 .

接着将目光转向 𝑆𝑘(Γ1(𝑁)) 上的 Petersson 内积. 根据命题 5.4.10, 对任何 𝛿 ∈
GL(2, ℚ)+ 恒有

(𝑓1[Γ1(𝑁)𝛿Γ1(𝑁)]|𝑓2)Pet = (𝑓1|𝑓2[Γ1(𝑁)𝛿′Γ1(𝑁)])Pet , 𝑓1, 𝑓2 ∈ 𝑆𝑘(Γ1(𝑁)).

定理 6.1.8 设素数 𝑝 ∤ 𝑁 ,考虑算子 𝑇𝑝 和 ⟨𝑑⟩在 𝑆𝑘(Γ1(𝑁))上的限制.
(i) 当 gcd(𝑑, 𝑁) = 1时,算子 ⟨𝑑⟩的伴随算子是 ⟨𝑑⟩−1;
(ii) 算子 𝑇𝑝 的伴随算子是 ⟨𝑝⟩−1 𝑇𝑝.
作为推论,所有 𝑇𝑝 (要求 𝑝 ∤ 𝑁)和菱形算子都是 𝑆𝑘(Γ1(𝑁))上的正规算子;换言之,它们
和各自的伴随算子相交换.

证明 断言 (i)的内涵无非是说 ⟨𝑑⟩是酉算子. 至于 (ii),命题 5.4.10告诉我们 𝑇𝑝 的伴
随由 [Γ1(𝑁)( 𝑝

1 )Γ1(𝑁)] 给出. 引理 6.1.9 (取 𝑒 = 1) 将说明存在 𝑑′ ∈ ℤ 使得 𝑝𝑑′ ≡ 1
(mod 𝑁)而且

𝑓 [Γ1(𝑁)( 𝑝
1 )Γ1(𝑁)] = ⟨𝑑′⟩ (𝑇𝑝(𝑓 )), 𝑓 ∈ 𝑀𝑘(Γ1(𝑁));

如此便说明 𝑇𝑝 的伴随算子是 ⟨𝑑′⟩ 𝑇𝑝 = ⟨𝑝⟩−1 𝑇𝑝.
最后, ⟨𝑑⟩及 ⟨𝑑⟩−1当然可交换;而引理 6.1.4蕴涵 𝑇𝑝和 ⟨𝑝⟩交换,因而是正规算子.

引理 6.1.9 设𝑁 ∈ ℤ≥1,素数 𝑝 ∤ 𝑁而 𝑒 ∈ ℤ≥0,则存在 𝛾 = ( ∗ ∗
∗ 𝑑′ ) ∈ Γ0(𝑁)使得 𝑝𝑒𝑑′ ≡ 1

(mod 𝑁)而且

[Γ1(𝑁)( 𝑝𝑒
1 )Γ1(𝑁)] = [Γ1(𝑁)( 1

𝑝𝑒 )𝛾Γ1(𝑁)]
= [Γ1(𝑁)( 1

𝑝𝑒 )Γ1(𝑁)] ⋆ [Γ1(𝑁)𝛾Γ1(𝑁)].
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证明 以中国剩余定理取 𝑑 ∈ ℤ使得

𝑑 ≡
⎧⎪
⎨
⎪⎩

1 (mod 𝑁)
0 (mod 𝑝𝑒)

继而取 𝑎, 𝑏 ∈ ℤ使 𝑎𝑑 − 𝑏𝑁 = 1. 于是乎 𝑎 ≡ 𝑑 ≡ 1 (mod 𝑁)而

⎛
⎜
⎜
⎜
⎝

𝑎 𝑏

𝑁 𝑑

⎞
⎟
⎟
⎟
⎠⎵⎵

∈Γ1(𝑁)

⎛
⎜
⎜
⎜
⎝

𝑝𝑒

1

⎞
⎟
⎟
⎟
⎠

=
⎛
⎜
⎜
⎜
⎝

1

𝑝𝑒

⎞
⎟
⎟
⎟
⎠

⎛
⎜
⎜
⎜
⎝

𝑎𝑝𝑒 𝑏

𝑁 𝑑𝑝−𝑒

⎞
⎟
⎟
⎟
⎠⎵⎵⎵⎵⎵⎵

∈Γ0(𝑁)

.

取 𝛾 ∶= ( 𝑎𝑝𝑒 𝑏
𝑁 𝑑𝑝−𝑒 ) ∈ Γ0(𝑁). 根据例 5.1.9之公式,

[Γ1(𝑁)( 𝑝𝑒
1 )Γ1(𝑁)] = [Γ1(𝑁)( 1

𝑝𝑒 )𝛾Γ1(𝑁)]
= [Γ1(𝑁)( 1

𝑝𝑒 )Γ1(𝑁)] ⋆ [Γ1(𝑁)𝛾Γ1(𝑁)].

断言中的 𝑑′ 取作 𝑑𝑝−𝑒 即所求.

更一般的 Hecke算子 𝑇𝑛 留待 §6.3定义. 我们有必要先对双陪集结构作更深入的
探讨.

6.2 双陪集结构
本节依然取定𝑁 ∈ ℤ≥1. 考虑以下两类 (群 ⊂幺半群):

Γ0(𝑁) Δ0(𝑁)
⎧⎪
⎨
⎪⎩

𝛾 ∈ GL(2, ℚ)+ ∩ M2(ℤ) ∶ 𝛾 ≡
⎛
⎜
⎜
⎜
⎝

(ℤ/𝑁ℤ)× ∗

∗

⎞
⎟
⎟
⎟
⎠

(mod 𝑁)
⎫⎪
⎬
⎪⎭

,

Γ1(𝑁) Δ1(𝑁)
⎧⎪
⎨
⎪⎩

𝛾 ∈ GL(2, ℚ)+ ∩ M2(ℤ) ∶ 𝛾 ≡
⎛
⎜
⎜
⎜
⎝

1 ∗

∗

⎞
⎟
⎟
⎟
⎠

(mod 𝑁)
⎫⎪
⎬
⎪⎭

.

⊂ ∶=

⊂ ∶=

定义相应的 ℂ-代数

H0(𝑁) ∶= H(Δ0(𝑁) ⫽ Γ0(𝑁)), H1(𝑁) ∶= H(Δ1(𝑁) ⫽ Γ1(𝑁)).

本节的首要目标是研究这些代数的结构. 当 𝑁 = 1时一切化约到 §5.5,而一般情形
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的理路相近. 且从 Γ0(𝑁)和 Δ0(𝑁)起步. 在上述定义中除却 det > 0的条件以定义

Δ′
0(𝑁) ∶=

⎧⎪
⎨
⎪⎩

𝛾 ∈ GL(2, ℚ) ∩ M2(ℤ) ∶ 𝛾 ≡
⎛
⎜
⎜
⎜
⎝

(ℤ/𝑁ℤ)× ∗

∗

⎞
⎟
⎟
⎟
⎠

(mod 𝑁)
⎫⎪
⎬
⎪⎭

,

Γ′
0 (𝑁) ∶=

⎧⎪
⎨
⎪⎩

𝛾 ∈ GL(2, ℤ) ∶ 𝛾 ≡
⎛
⎜
⎜
⎜
⎝

∗ ∗

∗

⎞
⎟
⎟
⎟
⎠

(mod 𝑁)
⎫⎪
⎬
⎪⎭

,

于是 Γ′
0 (𝑁) ⊂ Δ′

0(𝑁). 对 Γ1(𝑁)和 Δ1(𝑁)也可如法炮制,以下略而不论.

策略和 §5.5一样分成两步: (1)将 Δ′
0(𝑁)和 Γ′

0 (𝑁)的情形化约到 ℤ-模或曰 “线性代
数”; (2)建立H(Δ′

0(𝑁) ⫽ Γ′
0 (𝑁))和H0(𝑁)的关系. 相关技术是 §5.5的简单延伸,差别在

于这里必须引进某种级结构. 我们从建立线性代数的框架入手.

设 𝑉 是二维 ℚ-向量空间. 在 §5.5定义的格集 Latt具有带 Γ0(𝑁)-级结构的版本

Latt0(𝑁) ∶=
⎧⎪
⎨
⎪⎩

𝕃 = (𝐿, 𝐵) ∶ 𝐿 ∈ Latt,

𝐵 ⊂ 𝐿/𝑁𝐿 ∶ ℤ-子模, 𝐵 ≃ ℤ/𝑁ℤ

⎫⎪
⎬
⎪⎭

.

群 GL(𝑉 ) 在 Latt0(𝑁) 上仍有左作用: 𝛾 ∈ GL(𝑉 ) 映 𝐿 为 𝛾𝐿, 映 𝐵 为 𝛾𝐵 ⊂
𝛾𝐿/𝛾𝑁𝐿 = 𝛾𝐿/𝑁𝛾𝐿. 如果 𝑣 ∈ 𝐿的陪集生成 𝐵,自然就写作 𝐵 = ⟨𝑣 + 𝑁𝐿⟩.

引理 6.2.1 群 GL(𝑉 )在 Latt0(𝑁)上的作用是传递的.

证明 给定 (𝐿, 𝐵) ∈ Latt0(𝑁),兹断言存在 𝐿的 ℤ-基 𝑒1, 𝑒2 使得 𝐵 = ⟨𝑒1 + 𝑁𝐿⟩; 这相
当于说可用 GL(𝑉 )将 (𝐿, 𝐵)化到标准形,从而导致传递性. 对 𝐿的任意 ℤ-基 𝑒1, 𝑒2,子
模 𝐵 ⊂ 𝐿/𝑁𝐿 ≃ (ℤ/𝑁ℤ)2 总由某个 ̄𝑣 ∈ (ℤ/𝑁ℤ)2

prim 生成 (相关定义见 §2.5, 特别是引
理 2.5.2). 存在 𝑣 ∈ ℤ2

prim 映至 ̄𝑣,而且 SL(2, ℤ)在 ℤ2
prim 上的作用传递 (引理 2.5.3),故以

SL(2, ℤ)适当调整 𝑒1, 𝑒2 总能假设 𝑣 = 𝑒1. 证毕.

宜比较此与定义 3.8.11之异同.

接下来考虑 Latt0(𝑁)的任两个元素 𝕃 = (𝐿, 𝐵)和 𝕃′ = (𝐿′, 𝐵′) (以下沿用此记法),
若 𝐿 ⊂ 𝐿′ 则有诱导同态 𝐿/𝑁𝐿 → 𝐿′/𝑁𝐿′;它可以限制在子模 𝐵上. 引进符号

𝕃 ⊂ 𝕃′ 定义⟺ 𝐿 ⊂ 𝐿′, 而且诱导同态下 𝐵 ∼→ 𝐵′.

沿 §5.5思路,不妨视此为带级结构的格之 “修改”. 这些资料构成集合

Hecke0(𝑁) ∶= {(𝕃, 𝕃′) ∈ Latt0(𝑁)2 ∶ 𝕃 ⊂ 𝕃′}



§6.2 双陪集结构 175

同样地, GL(𝑉 )按 𝛾(𝕃, 𝕃′) = (𝛾𝕃, 𝛾𝕃′)作用于 Hecke0(𝑁),视为这些资料间的同构. 命

𝒟(𝑁) ∶= {(ℎ, 𝑘) ∈ ℤ2
≥1 ∶ ℎ ∣ 𝑘 ∧ gcd(ℎ, 𝑁) = 1} (6.2.1)

以下陈述将涉及定义 5.5.1引进的映射 type.

引理 6.2.2 对任何 (𝕃, 𝕃′) ∈ Hecke0(𝑁),

∃(ℎ, 𝑘) ∈ 𝒟(𝑁), ∃𝑒1, 𝑒2 ∈ 𝐿′, 𝐿′ = ℤ𝑒1 ⊕ ℤ𝑒2, 𝐵′ = ⟨𝑒1 + 𝑁𝐿′⟩ ,

𝐿 = ℤℎ𝑒1 ⊕ ℤ𝑘𝑒2, 𝐵 = ⟨ℤℎ𝑒1 + 𝑁𝐿⟩ .
(6.2.2)

资料 type(𝕃, 𝕃′) ∶= (ℎ, 𝑘)仅依赖 (𝕃, 𝕃′)的 GL(𝑉 )-轨道,由下式唯一地刻画

𝐿′/𝐿 ≃ ℤ/ℎℤ ⊕ ℤ/𝑘ℤ, 亦即 type(𝐿′/𝐿) = (ℎ, 𝑘). (6.2.3)

进一步, type ∶ GL(𝑉 )\Hecke0(𝑁) → 𝒟(𝑁)是双射.

请读者先尝试验证 (6.2.2)给出的 (𝐿, 𝐵)和 (𝐿′, 𝐵′)确实构成 Hecke0(𝑁)的元素,关
键是 gcd(ℎ, 𝑁) = 1.

证明 分别记 𝐿′
0, 𝐿0 为 𝐵′, 𝐵 在 𝐿′, 𝐿 中的原像. 因为 |𝐵| = 𝑁 = |𝐵′|, 自然同态

𝐵 → 𝐵′ 是同构等价于满,后者又等价于说 𝐿′
0 = 𝐿0 + 𝑁𝐿′. 对 𝐿′ ⊃ 𝐿0 应用有限生成

ℤ-模的结构定理可得正整数 𝑢 ∣ 𝑣和 𝐿′ 的基 𝑒1, 𝑒2 使得 𝐿0 = ℤ𝑢𝑒1 ⊕ ℤ𝑣𝑒2. 再次运用结
构定理和以下事实

𝐿′/𝐿′
0 = 𝐿′

𝐿0 + 𝑁𝐿′ ≃ 𝐿′/𝐿0
(𝐿0 + 𝑁𝐿′)/𝐿0

= 𝐿′/𝐿0
𝑁(𝐿′/𝐿0)

≃ ℤ/𝑢ℤ
𝑁(ℤ/𝑢ℤ) ⊕ ℤ/𝑣ℤ

𝑁(ℤ/𝑣ℤ)
≃ ℤ

gcd(𝑢, 𝑁)ℤ ⊕ ℤ
gcd(𝑣, 𝑁)ℤ ≃ ℤ/𝑁ℤ, gcd(𝑢, 𝑁) ∣ gcd(𝑣, 𝑁)

可知 gcd(𝑢, 𝑁) = 1 而 𝑁 ∣ 𝑣; 于是 (ℎ, 𝑘) ∶= (𝑢, 𝑣/𝑁) ∈ 𝒟(𝑁). 暂记 𝐴 ∶= 𝐿′/𝐿0 ≃
ℤ/𝑢ℤ ⊕ ℤ/𝑣ℤ,简单的 ℤ-模论证 (练习 6.2.3)导致:

⋄ 子模 𝐵 ∶= 𝐿′
0/𝐿0 ⊂ 𝐴满足 |𝐴/𝐵| = 𝑁 ,这样的子模仅有 ℤ/𝑢ℤ ⊕ 𝑁ℤ/𝑣ℤ一种;取

原像遂得 𝐿′
0 = ℤ𝑒1 ⊕ ℤ𝑁𝑒2.

⋄ 子模 𝐶 ∶= 𝐿/𝐿0 ⊂ 𝐴满足 |𝐶| = 𝑁 , 这样的子模仅有 𝑣
𝑁 ℤ/𝑣ℤ一种; 取原像遂得

𝐿 = ℤ𝑢𝑒1 ⊕ ℤ 𝑣
𝑁 𝑒2.

这就同时确立了 (6.2.2)和 (6.2.3),后者也蕴涵 (ℎ, 𝑘)仅依赖于 GL(𝑉 )-轨道.
给定 (ℎ, 𝑘) ∈ 𝒟(𝑁)和 𝑉 的基 𝑒1, 𝑒2,由 (6.2.2)描述的 (𝕃, 𝕃′)落在 Hecke0(𝑁)中. 这

说明 type是满射. 进一步, Hecke0(𝑁)中对应到相同 (ℎ, 𝑘)的元素也落在同一个 GL(𝑉 )
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轨道上,道理无非是以 GL(𝑉 )搬运 (6.2.2)中的 𝑒1, 𝑒2. 这说明 type是单射.

练习 6.2.3 设 (𝑢, 𝑣) ∈ ℤ2
≥1 满足 𝑢 ∣ 𝑣, gcd(𝑢, 𝑁) = 1以及 𝑁 ∣ 𝑣. 命 𝐴 ∶= ℤ/𝑢ℤ ⊕ ℤ/𝑣ℤ.

证明

⋄ 𝐴有唯一的 ℤ-子模 𝐵使得 |𝐴/𝐵| = 𝑁 ,由 𝐵 = ℤ/𝑢ℤ ⊕ 𝑁ℤ/𝑣ℤ给出;

⋄ 𝐴有唯一的 ℤ-子模 𝐶 使得 |𝐶| = 𝑁 ,由 𝐶 = 𝑣
𝑁 ℤ/𝑣ℤ给出.

提示 对于 𝐵,注意到任何 𝑥 ∈ ℤ/𝑢ℤ在 𝐴/𝐵中的像 �̄�都满足 𝑢�̄� = 𝑁�̄� = 0,故 �̄� = 0;所
以问题化约到 𝑢 = 1亦即 𝐴 = ℤ/𝑣ℤ的简单情形. 对于 𝐶 ,它在坐标投影 𝐴 ↠ ℤ/𝑢ℤ下的
像其阶数是 𝑢和𝑁 的公因子,故像为平凡;问题仍化约到 𝐴 = ℤ/𝑣ℤ的情形.

循 §5.5的惯例,今起取标准之 𝑉 = ℚ2. 回忆到 𝐿std ∶= ℤ2. 进一步取

𝕃std ∶= (𝐿std, 𝐵std) ∈ Hecke0(𝑁), 𝐵std ∶= ⟨(1, 0) + 𝑁𝐿std⟩ .

读者容易验证: 对于任意 𝛾 ∈ GL(2, ℚ),

𝛾𝕃std ⊂ 𝕃std ⟺ 𝛾 ∈ Δ′
0(𝑁), 𝛾𝕃std = 𝕃std ⟺ 𝛾 ∈ Γ′

0 (𝑁). (6.2.4)

基于引理 6.2.1, 6.2.2和上述观察, §5.5的论证全体照搬,给出双射

Γ′
0 (𝑁)\Δ′

0(𝑁)/Γ′
0 (𝑁) GL(2, ℚ)\Hecke0(𝑁) 𝒟(𝑁)

Γ′
0 (𝑁)𝛼Γ′

0 (𝑁) GL(2, ℚ) ⋅ (𝛼𝕃std, 𝕃std)

1∶1 1∶1
type

∈ ∈

并且注意到对于 (ℎ, 𝑘) ∈ 𝒟(𝑁),含 𝛼 = ( ℎ
𝑘 )的双陪集在合成映射下的像无非是 (ℎ, 𝑘):

这是 (6.2.3)的直接应用. 由之即刻导出双陪集分解

Δ′
0(𝑁) = ⨆

𝜆=(ℎ,𝑘)∈𝒟(𝑁)
Γ′

𝜆 (𝑁),

Γ′
𝜆 (𝑁) = Γ′

ℎ,𝑘(𝑁) ∶= Γ′
0 (𝑁)

⎛
⎜
⎜
⎜
⎝

ℎ

𝑘

⎞
⎟
⎟
⎟
⎠

Γ′
0 (𝑁).

(6.2.5)

下一步是描绘H(Δ′
0(𝑁) ⫽ Γ′

0 (𝑁)). 我们运用以下构造. 令 𝜆 ∈ 𝒟(𝑁),任选 (𝕃, 𝕃′) ∈
Hecke0(𝑁)使得 type(𝕃, 𝕃′) = 𝜆. 根据引理 6.2.2,它精确到 GL(2, ℚ) (亦即坐标变换)是
唯一的,选法不影响后续论证. 相应地取

𝑀 ∶= 𝐿′/𝐿 ≃ ℤ/ℎℤ ⊕ ℤ/𝑘ℤ, 若 𝜆 = (ℎ, 𝑘).
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对任何子模𝑀† ⊂ 𝑀 ,记 𝐿† ⊂ 𝐿′ 为其原像. 这些资料自动赋予 𝐿† 如下的级结构.

引理 6.2.4 给定 𝕃, 𝕃′, 𝑀† ⊂ 𝑀 及其原像 𝐿† ⊂ 𝐿′ 如上,存在唯一的子模 𝐵† ⊂ 𝐿†/𝑁𝐿†

使得 (i) 𝐵† ≃ ℤ/𝑁ℤ,而且 (ii) 𝕃† ∶= (𝐿†, 𝐵†)服从于 𝕃 ⊂ 𝕃† ⊂ 𝕃′.

证明 由 𝐿 ⊂ 𝐿† ⊂ 𝐿′ 诱导出同态

𝐿/𝑁𝐿
𝜙

𝐿†/𝑁𝐿† 𝜓
𝐿′/𝑁𝐿′.

按 Hecke0(𝑁)的定义,所求之 𝐵† 如存在则必等于 𝜙(𝐵). 注意到

𝐵 𝜙(𝐵) 𝜓𝜙(𝐵) = 𝐵′.𝜙

𝜓𝜙
∼

𝜓

由此立见 𝜙 ∶ 𝐵 → 𝜙(𝐵)和 𝜓 ∶ 𝜙(𝐵) → 𝐵′ 都是同构,故可取 𝐵† ∶= 𝜙(𝐵) ≃ ℤ/𝑁ℤ;于是
𝕃† ∈ Latt0(𝑁).

选定 𝜆 ∈ 𝒟(𝑁)和 (𝕃, 𝕃′) ∈ Hecke0(𝑁)如上. 对一切 𝜇, 𝜈 ∈ 𝒟(𝑁)定义 (5.5.6)中的
非负整数 𝑔𝜆

𝜇𝜈 ,它在此也将扮演结构常数的角色.

定理 6.2.5 代数H(Δ′
0(𝑁) ⫽ Γ′

0 (𝑁))是交换的,以 {[Γ′
𝜆 (𝑁)]}𝜆∈𝒟 (𝑁) 为一组基. 进一步

(i) 若 𝜆 = (𝑑, 𝑑) ∈ 𝒟(𝑁), 则对所有 (ℎ, 𝑘) ∈ 𝒟 (𝑁) 皆有 [Γ′
ℎ,𝑘(𝑁)] ⋆ [Γ′

𝜆 (𝑁)] =
[Γ′

ℎ𝑑,𝑘𝑑(𝑁)];

(ii) 对任意 𝜇, 𝜈 ∈ 𝒟(𝑁)皆有

[Γ′
𝜇(𝑁)] ⋆ [Γ′

𝜈 (𝑁)] = ∑
𝜆∈𝒟(𝑁)

𝑔𝜆
𝜇𝜈[Γ′

𝜆 (𝑁)] (有限和).

证明 关于基的断言来自 (6.2.5). 乘法交换性则有赖反对合的技巧 (定理 5.2.6): 考虑

𝜏 ∶
⎛
⎜
⎜
⎜
⎝

𝑎 𝑏

𝑐 𝑑

⎞
⎟
⎟
⎟
⎠

⟼
⎛
⎜
⎜
⎜
⎝

𝑎 𝑐/𝑁

𝑏𝑁 𝑑

⎞
⎟
⎟
⎟
⎠

.

即是;注意到 𝜏(𝑥) = ( 1
𝑁 ) ⋅ 𝑡𝑥 ⋅ ( 1

𝑁 )
−1. 剩下论证留给读者.

性质 (i)是例 5.1.9的直接结论. 要点在于证明 (ii). 我们用 (5.1.2)来确定 [Γ′
𝜇(𝑁)] ⋆

[Γ′
𝜈 (𝑁)]: 作陪集分解并取定代表元集 𝐴, 𝐵 ⊂ Δ′

0(𝑁),使得

Γ′
𝜇(𝑁) = ⨆

𝑎∈𝐴
𝑎Γ′

0 (𝑁), Γ′
𝜈 (𝑁) = ⨆

𝑏∈𝐵
𝑏Γ′

0 (𝑁).
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设 𝜆 = (ℎ, 𝑘) ∈ 𝒟(𝑁). 取

𝛿 ∶=
⎛
⎜
⎜
⎜
⎝

ℎ

𝑘

⎞
⎟
⎟
⎟
⎠

,
𝕃′ = (𝐿′, 𝐵′) ∶= 𝕃std = (𝐿std, 𝐵std)

𝕃 = (𝐿, 𝐵) ∶= 𝛿𝕃std = (𝛿𝐿std, 𝛿𝐵std).

从 (𝕃, 𝕃′) 和 𝑀 ∶= 𝐿std
𝛿𝐿std

= ℤ/ℎℤ ⊕ ℤ/𝑘ℤ 出发, 可以谈论引理 6.2.4 之前述及的资料

𝑀† ⊂ 𝑀 和相应的 𝐿† ⊂ 𝐿′ ∶= 𝐿std. 考虑映射

{(𝑎, 𝑏) ∈ 𝐴 × 𝐵 ∶ 𝛿Γ′
0 (𝑁) = 𝑎𝑏Γ′

0 (𝑁)}
Θ⟶

⎧⎪
⎨
⎪⎩

子模𝑀† ⊂ 𝑀 type(𝑀†) = 𝜈

type(𝑀/𝑀†) = 𝜇

⎫⎪
⎬
⎪⎭

(𝑎, 𝑏) ⟼ [𝑀† ∶= 𝑎𝐿std
𝛿𝐿std

⊂ 𝐿std
𝛿𝐿std

= 𝑀]

左式等于 {(𝑎, 𝑏) ∶ 𝛿𝕃std = 𝑎𝑏𝕃std}. 基于 𝑔𝜆
𝜇𝜈 的定义 (5.5.6),问题归结为证 Θ是双射.

先来说明映射 Θ 良定: 首先, 右式中 𝑀† 在 𝐿std 中的原像是 𝐿† = 𝑎𝐿std. 由于
𝑎𝕃std, 𝑏𝕃std ⊂ 𝕃std,我们得到

𝛿𝕃std = 𝑎𝑏𝕃std ⊂ 𝑎𝕃std ⊂ 𝕃std. (6.2.6)

其次,从 𝑎 ∈ Γ′
𝜇(𝑁)和 𝑏 ∈ Γ′

𝜈 (𝑁)按 (6.2.3)推得

𝑀
𝑀† ≃ 𝐿std

𝑎𝐿std

type
𝜇,

𝑀† = 𝑎𝐿std
𝛿𝐿std

= 𝑎𝐿std
𝑎𝑏𝐿std

∼
𝑎−1 𝐿std

𝑏𝐿std

type
𝜈.

映射 Θ 为单: 首先作一点观察. 给定属于右式之 𝑀† 和相应的 𝐿†, 引理 6.2.4 表
明有唯一的 𝐵† 使得 𝕃† ∶= (𝐿†, 𝐵†) ∈ Latt0(𝑁) 并且 𝛿𝕃std ⊂ 𝕃† ⊂ 𝕃std. 事实上, 如果
𝑀† = Θ(𝑎, 𝑏),上述唯一性连同 (6.2.6)即刻给出 𝕃† = 𝑎𝕃std.

按上述观察, 𝑀† 唯一确定了 𝕃† = 𝑎𝕃std ⊂ 𝕃std, 从而确定陪集 𝑎Γ′
0 (𝑁), 继而确定

𝑎 ∈ 𝐴. 接着再由 𝑏Γ′
0 (𝑁) = 𝑎−1𝛿Γ′

0 (𝑁)确定 𝑏 ∈ 𝐵. 单性于是确立.

映射 Θ为满: 仍用引理 6.2.4,右式之𝑀† 唯一确定了 𝕃† ∈ Latt0(𝑁)使得 𝛿𝕃std ⊂
𝕃† ⊂ 𝕃std. 故存在陪集 𝑎Γ′

0 (𝑁) ⊂ Δ′
0(𝑁)使得 𝕃† = 𝑎𝕃std;选取代表元 𝑎. 进一步, GL(2, ℚ)

在 Latt0(𝑁)上的作用传递故

𝛿𝕃std ⊂ 𝑎𝕃std ⟹ ∃𝑏, 𝑏𝕃std = 𝑎−1𝛿𝕃std ⊂ 𝕃std,
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因之 (6.2.4)蕴涵 𝑏Γ′
0 (𝑁) ⊂ Δ′

0(𝑁),起作用的只是这个陪集. 和先前一样的推导给出

𝜈 = type(𝑀†) = type(
𝐿std
𝑏𝐿std ) , 𝜇 = type(𝑀/𝑀†) = type(

𝐿std
𝑎𝐿std ) ,

于是 𝑎Γ′
0 (𝑁) ⊂ Γ′

𝜇(𝑁), 𝑏Γ′
0 (𝑁) ⊂ Γ′

𝜈 (𝑁). 适当选取陪集代表元以确保 (𝑎, 𝑏) ∈ 𝐴 × 𝐵. 那
么 Θ(𝑎, 𝑏) = 𝑀†. 满性证毕.

一句话,除了将 𝜆, 𝜇, 𝜈 限制在 𝒟(𝑁) ⊂ 𝒟 上, H(Δ′
0(𝑁) ⫽ Γ′

0 (𝑁))具有和定理 5.5.5
中的 H(Δ′ ⫽ Γ′)一样的基和结构常数 𝑔𝜆

𝜇𝜈 . 在 §5.5中推导的结构定理可以轻松移植到
H(Δ′

0(𝑁) ⫽ Γ′
0 (𝑁))上.

命题 6.2.6 交换 ℂ-代数H(Δ′
0(𝑁) ⫽ Γ′

0 (𝑁))服从于以下性质.

(i) 设 (ℎ, 𝑘), (ℎ′, 𝑘′) ∈ 𝒟(𝑁)满足 gcd(𝑘, 𝑘′) = 1,则 [Γ′
ℎ,𝑘(𝑁)]⋆[Γ′

ℎ′,𝑘′ (𝑁)] = [Γ′
ℎℎ′,𝑘𝑘′ (𝑁)].

(ii) 设 𝑝为素数而 𝑒 ∈ ℤ≥1,那么

[Γ′
1,𝑝(𝑁)] ⋆ [Γ′

1,𝑝𝑒 (𝑁)] =

⎧⎪
⎪
⎨
⎪
⎪⎩

[Γ′
1,𝑝𝑒+1 (𝑁)] , 𝑝 ∣ 𝑁

[Γ′
1,𝑝𝑒+1 (𝑁)] + 𝑝 [Γ′

𝑝,𝑝𝑒 (𝑁)] , 𝑒 > 1, 𝑝 ∤ 𝑁

[Γ′
1,𝑝𝑒+1 (𝑁)] + (𝑝 + 1) [Γ′

𝑝,𝑝𝑒 (𝑁)] , 𝑒 = 1, 𝑝 ∤ 𝑁.

证明 乘法交换性源自定理 6.2.5. 应用定理 6.2.5, 断言 (i) 转译如下: 令 𝜇 = (ℎ, 𝑘),
𝜈 = (ℎ′, 𝑘′),那么对任意 𝜆 ∈ 𝒟(𝑁),

𝑔𝜆
𝜇𝜈 ≠ 0 ⟺ 𝜆 = (ℎℎ′, 𝑘𝑘′), 此时 𝑔𝜆

𝜇𝜈 = 1.

对于𝑁 = 1即命题 5.5.7情形也可如是翻译. 断言 (i)因之化约到命题 5.5.7.
断言 (ii)可以按相同手法翻译为关于结构常数 𝑔𝜆

𝜇𝜈 的等式,然后化约到命题 5.5.8.
注意到 𝑝 ∣ 𝑁 时 (𝑝, 𝑝𝑒) ∉ 𝒟(𝑁)不计,这是 (ii)和命题 5.5.8的唯一差别.

考虑到定理 6.2.5 (i),命题 6.2.6完全描述了H(Δ′
0(𝑁) ⫽ Γ′

0 (𝑁))的乘法结构.
现在转向起初关心的代数H0(𝑁)和H1(𝑁),技术依然和 §5.5平行. 从H0(𝑁)入手.

简记
Γℎ,𝑘(𝑁) ∶= Γ0(𝑁)( ℎ

𝑘 )Γ0(𝑁), (ℎ, 𝑘) ∈ 𝒟(𝑁). (6.2.7)

定理 6.2.7 幺半群 Δ′
0(𝑁) ⊃ Δ0(𝑁)和群 Γ′

0 (𝑁) ⊃ Γ0(𝑁)符合定理 5.2.7的条件. 作为推
论, Δ0(𝑁) ↪ Δ′

0(𝑁)诱导双射

Γ0(𝑁)\Δ0(𝑁)/Γ0(𝑁) ∼→ Γ′
0 (𝑁)\Δ′

0(𝑁)/Γ′
0 (𝑁),
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而这又进一步诱导交换代数的同构

H0(𝑁) ∼⟶ H(Δ′
0(𝑁) ⫽ Γ′

0 (𝑁))

[Γ′
ℎ,𝑘] ⟼ [Γℎ,𝑘] , (ℎ, 𝑘) ∈ 𝒟(𝑁).

此外, Δ0(𝑁) = ⨆(ℎ,𝑘)∈𝒟(𝑁) Γℎ,𝑘(𝑁).

证明 首先建立 Δ0(𝑁) = ⋃(ℎ,𝑘)∈𝒟(𝑁) Γℎ,𝑘(𝑁). 所需论证基于 (6.2.5) 的分解, 和定理
5.5.9的相应部分全然类似,论证可以一字不易地照搬.

练习 6.2.8 若正整数 ℎ ∣ 𝑘满足 gcd(ℎ𝑘, 𝑁) = 1,则 ( ℎ
𝑘 )和 ( 𝑘

ℎ )同属一个 Γ0(𝑁)的双
陪集.

提示 计算相应的 type.

定理 6.2.9 暂且令 Δ ∶= Δ1(𝑁), Δ′ ∶= Δ0(𝑁)和 Γ ∶= Γ1(𝑁), Γ′ ∶= Γ0(𝑁),则这些资料
满足定理 5.2.7的所有条件. 作为推论,存在交换 ℂ-代数之间的同构

H1(𝑁) ∼→ H0(𝑁)
[Γ1(𝑁)𝛾Γ1(𝑁)] ↦ [Γ0(𝑁)𝛾Γ0(𝑁)], 𝛾 ∈ Δ1(𝑁).

此外,对所有 𝛾 ∈ Δ1(𝑁)皆有

𝑓[Γ0(𝑁)𝛾Γ0(𝑁)] = 𝑓[Γ1(𝑁)𝛾Γ1(𝑁)], 𝑓 ∈ 𝑀𝑘(Γ0(𝑁)) ⊂ 𝑀𝑘(Γ1(𝑁)).

证明 断言中作为推论的部分不外是定理 5.2.7的应用. 定理 5.2.7的条件 (i), (iii)是容
易验证的,谨留给读者. 以下着眼于 (ii): 兹断言当 𝛼 ∈ Δ1(𝑁)时

Γ0(𝑁)𝛼Γ0(𝑁) = Γ0(𝑁)𝛼Γ1(𝑁). (6.2.8)

第一步是验证性质 (6.2.8)对 𝛼 ∶= ( ℎ
𝑘 ) ∈ Δ0(𝑁)成立,其中 (ℎ, 𝑘) ∈ 𝒟(𝑁). 观察到存

在 Γ0(𝑁)的子集 𝐴使得
⋄ 𝐴 → Γ0(𝑁)/Γ1(𝑁)为满射,
⋄ 对所有 𝛾 ∈ 𝐴皆有 𝛼𝛾𝛼−1 ∈ Γ0(𝑁).

诚然, 将 𝐴 的元素表成 ( 𝑎 𝑏
𝑐 𝑑 ) ∈ SL(2, ℤ), 其中 𝑁 ∣ 𝑐, 那么第一条说 𝑎 mod 𝑁 遍历

(ℤ/𝑁ℤ)×,第二条则是说 𝑘
ℎ ∣ 𝑏;从命题 1.4.4可知这般之 𝐴确实存在. 由此知

Γ0(𝑁)𝛼Γ0(𝑁) = ⋃
𝛾∈𝐴

Γ0(𝑁)𝛼𝛾Γ1(𝑁) = ⋃
𝛾∈𝐴

Γ0(𝑁)𝛼𝛾𝛼−1𝛼Γ1(𝑁) = Γ0(𝑁)𝛼Γ1(𝑁).

接着对任意 𝛼 ∈ Δ1(𝑁) ⊂ Δ0(𝑁)验证 (6.2.8). 根据定理 6.2.7和上一步, 存在 (ℎ, 𝑘) ∈
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𝒟(𝑁)使

Γ0(𝑁)𝛼Γ1(𝑁) ⊂ Γ0(𝑁)𝛼Γ0(𝑁) = Γ0(𝑁)( ℎ
𝑘 )Γ0(𝑁) = Γ0(𝑁)( ℎ

𝑘 )Γ1(𝑁).

相异双陪集无交故 Γ0(𝑁)𝛼Γ1(𝑁) = Γ0(𝑁)( ℎ
𝑘 )Γ1(𝑁),上式处处是等号, (6.2.8)得证.

至此已经能扼要地描述交换代数H0(𝑁) ≃ H1(𝑁)的结构. 根据定理 6.2.7和 (6.2.7)
的记号, H0(𝑁)作为向量空间有一组基 {[Γℎ,𝑘(𝑁)] ∶ (ℎ, 𝑘) ∈ 𝒟 (𝑁)}. 应用定理 6.2.5 (i)
进一步分解

[Γℎ,𝑘(𝑁)] = [Γℎ,ℎ(𝑁)] ⋆ [Γ1,𝑝𝑒1
1

(𝑁)] ⋆ ⋯ ⋆ [Γ1,𝑝𝑒𝑛
𝑛

(𝑁)] , 𝑘
ℎ =

𝑛

∏
𝑖=1

𝑝𝑒𝑖
𝑖 ∶ 素因子分解.

类似地, [Γℎ,ℎ(𝑁)]也可以按 ℎ的素因子分解来拆解. 关于H0(𝑁)的研究归结为对每个素
数 𝑝确定由形如 [Γ𝑝𝑓 ,𝑝𝑓+𝑒 (𝑁)] = [Γ𝑝,𝑝(𝑁)]

𝑓 ⋆ [Γ1,𝑝𝑒 (𝑁)]的算子张成的子代数. 命题 6.2.6
又递归地将 [Γ1,𝑝𝑒 (𝑁)]表作 [Γ𝑝,𝑝(𝑁)]和 [Γ1,𝑝(𝑁)]的多项式.
可以证明,以上给出的生成元 [Γ𝑝,𝑝(𝑁)]和 [Γ1,𝑝] (前者限于 𝑝 ∤ 𝑁)甚且是 “自由”的.

由于本书不需要相关结果,细节留作练习.

练习 6.2.10 按上述理路,证明 ℂ-代数 H0(𝑁)同构于具有无穷多个自由变元的多项式
代数,变元集对应到

{[Γ𝑝,𝑝(𝑁)] ∶ 𝑝素数 ∤ 𝑁} ⊔ {[Γ1,𝑝(𝑁)] ∶ 𝑝为素数} .

以上对乘法的描述实际仅涉及非负整数,所有陈述中都可以 ℤ代 ℂ,故H0(𝑁)及此同构
还能定义在 ℤ上.

6.3 一般的 𝑻𝒏算子和特征形式
符号和先前相同,仍然取定𝑁 ∈ ℤ≥1.

定义 6.3.1 (Hecke代数) 定义 𝕋1(𝑁)为所有 𝑇𝑝和 ⟨𝑑⟩在 Endℂ (𝑀𝑘(Γ1(𝑁)))中生成的算
子代数,其中 𝑝取遍素数而 𝑑 取遍 (ℤ/𝑁ℤ)×.

本书主要从复变函数论视角定义𝑀𝑘(Γ1(𝑁)),这是 ℂ-向量空间,而且稍后还须考量
相对于 Petersson内积的伴随算子,所以 𝕋1(𝑁)就相应地取为 ℂ-代数. 但整结构对于数
论应用至关紧要: 𝑁 = 1的具体例子见练习 4.4.7.
出于智识上的兴趣,我们首先将 𝕋1(𝑁)诠释为H (Δ0(𝑁) ⫽ Γ1(𝑁))在𝑀𝑘(Γ1(𝑁))上

的作用,但后续论证所需的只是 𝕋1(𝑁)的交换性,即命题 6.3.2的后半段.

命题 6.3.2 代数 H(Δ0(𝑁) ⫽ Γ1(𝑁)) 由子集 H1(𝑁) 与 {[Γ1(𝑁)𝛾Γ1(𝑁)] ∶ 𝛾 ∈ Γ0(𝑁)} 生
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成,其乘法交换.

形如 [Γ1(𝑁)𝛾Γ1(𝑁)] 的元素按菱形算子作用, 故命题蕴涵 H(Δ0(𝑁) ⫽ Γ1(𝑁)) 在
𝑀𝑘(Γ1(𝑁))在𝑀𝑘(Γ1(𝑁))上的作用确实给出 𝕋1(𝑁),而且 𝕋1(𝑁)交换.

证明 回忆到 Δ1(𝑁) ⊂ Δ0(𝑁),所以H1(𝑁)确实为子代数. 因为对任何 𝑡 ∈ (ℤ/𝑁ℤ)× 都
存在 𝛾 ∈ Γ0(𝑁)使得 𝛾 mod 𝑁 = ( 𝑡

𝑡−1 ),从 Δ0(𝑁)和 Δ1(𝑁)的定义立见

Δ1(𝑁)Γ0(𝑁) = Δ0(𝑁) = Γ0(𝑁)Δ1(𝑁).

对于任意 𝛼 ∈ Δ1(𝑁)和 𝛾 ∈ Γ0(𝑁),例 5.1.9说明

[Γ1(𝑁)𝛼𝛾Γ1(𝑁)] = [Γ1(𝑁)𝛼Γ1(𝑁)] ⋆ [Γ1(𝑁)𝛾Γ1(𝑁)] ,

[Γ1(𝑁)𝛾𝛼Γ1(𝑁)] = [Γ1(𝑁)𝛾Γ1(𝑁)] ⋆ [Γ1(𝑁)𝛼Γ1(𝑁)] .

兹断言上两式相等,亦即 [Γ1(𝑁)𝛼Γ1(𝑁)]和 [Γ1(𝑁)𝛾Γ1(𝑁)]对乘法交换. 基于和引理 6.1.4
相同的论证,说明 Γ1(𝑁)𝛾𝛼𝛾−1Γ1(𝑁) = Γ1(𝑁)𝛼Γ1(𝑁)即可. 易见 𝛾𝛼𝛾−1 既属于 Δ1(𝑁),又
属于 𝛼的 Γ0(𝑁)-双陪集,而定理 6.2.9说明 Γ1(𝑁)\Δ1(𝑁)/Γ1(𝑁) → Γ0(𝑁)\Δ0(𝑁)/Γ0(𝑁)是
双射,于是 𝛾𝛼𝛾−1 和 𝛼确实属于相同的 Γ1(𝑁)-双陪集.

最后, 已知 H1(𝑁) 交换. 形如 [Γ1(𝑁)𝛾Γ1(𝑁)] 的元素 (在此 𝛾 ∈ Γ0(𝑁)) 彼此也交
换: 这是例 5.1.9和 Γ0(𝑁)/Γ1(𝑁) ≃ (ℤ/𝑁ℤ)× 交换的直接结论. 综之, H(Δ0(𝑁) ⫽ Γ1(𝑁))
交换.

定义 6.3.3 置 𝑇1 ∶= id𝑀𝑘(Γ1(𝑁)). 对所有素数 𝑝递归地定义算子

𝑇𝑝𝑒+1 ∶= 𝑇𝑝𝑇𝑝𝑒 − 𝑝𝑘−1 ⟨𝑝⟩ 𝑇𝑝𝑒−1 , 𝑒 ≥ 1.

对一般的 𝑛 ∈ ℤ≥1,作素因子分解 𝑛 = ∏𝑛
𝑖=1 𝑝𝑒𝑖

𝑖 以定义

𝑇𝑛 ∶=
𝑛

∏
𝑖=1

𝑇𝑝𝑒𝑖
𝑖

.

先前已说明所有 𝑇𝑝 和所有 ⟨𝑑⟩对乘法两两交换,连乘积因而良定,无关相乘顺序,
进一步, gcd(𝑛, 𝑚) = 1 ⟹ 𝑇𝑛𝑇𝑚 = 𝑇𝑛𝑚. 这些算子都是 𝕋1(𝑁)的元素.

为了加深对 𝑇𝑛 的了解,我们将其编入一个生成函数. 首先引进 Dirichlet级数的概
念,这是形如∑𝑛≥1 𝑎𝑛𝑛−𝑠的无穷级数. 在解析理论中一般要求 𝑠 ∈ ℂ和 𝑎1, 𝑎2, … ∈ ℂ,使
得当 Re(𝑠) ≫ 0限制在紧集上时级数正规收敛. 本节形式地考虑 Dirichlet级数,不论 𝑠
的值和收敛性,仅将 𝑛−𝑠 当作满足 (𝑛1𝑛2)−𝑠 = 𝑛−𝑠

1 𝑛−𝑠
2 (𝑛1, 𝑛2 ∈ ℤ≥1)的符号,并容许 𝑎𝑛 取

值在给定的交换环里.
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命题 6.3.4 (Hecke算子的 Euler乘积) 考虑系数在 𝕋1(𝑁)的形式 Dirichlet级数,那么

∑
𝑛≥1

𝑇𝑛𝑛−𝑠 = ∏
𝑝∶素数

(1 − 𝑇𝑝𝑝−𝑠 + ⟨𝑝⟩ 𝑝𝑘−1−2𝑠)
−1 .

证明 由于 gcd(𝑛, 𝑚) = 1 ⟹ 𝑇𝑛𝑚 = 𝑇𝑛𝑇𝑚,我们有∑∞
𝑛=1 𝑇𝑛𝑛−𝑠 = ∏𝑝∶素数 (∑∞

𝑒=0 𝑇𝑝𝑒𝑝−𝑒𝑠),
问题化为对素数 𝑝证

∞

∑
𝑒=0

𝑇𝑝𝑒 𝑝−𝑒𝑠 = (1 − 𝑇𝑝𝑝−𝑠 + ⟨𝑝⟩ 𝑝𝑘−1−2𝑠)
−1 .

引入形式变元 𝑋 替代 𝑝−𝑠,上式归结为形式幂级数环 𝕋1(𝑁)J𝑋K中的等式
(1 − 𝑇𝑝𝑋 + ⟨𝑝⟩ 𝑝𝑘−1𝑋2) ⋅

∞

∑
𝑒=0

𝑇𝑝𝑒𝑋𝑒 = 1;

显然左边的常数项是 1,现对 𝑒 ∈ ℤ≥0 考察 𝑋𝑒+1 在左边的系数,问题化为证

𝑇𝑝𝑒+1 − 𝑇𝑝𝑇𝑝𝑒 + ⟨𝑝⟩ 𝑝𝑘−1𝑇𝑝𝑒−1 = 0,

这就回到了 𝑇𝑝𝑒 的递归定义.

练习 6.3.5 尝试严谨地定义上述的形式 Dirichlet级数及无穷乘积.

命题 6.3.6 当 gcd(𝑛, 𝑁) = 1时, 𝑇𝑛 在 𝑆𝑘(Γ1(𝑁))上的限制相对于 Petersson内积是正规
算子,其伴随算子也来自 𝕋1(𝑁).

证明 因为 𝕋1(𝑁)交换,仅须处理 𝑛 = 𝑝𝑒 的情形,其中 𝑝为素数, 𝑝 ∤ 𝑁 . 根据 𝑇𝑝𝑒 的递
归定义和 ⟨𝑝⟩∗ = ⟨𝑝⟩−1 (定理 6.1.8),问题进一步化约到 𝑛 = 𝑝情形,剩下是定理 6.1.8的
内容.

定义 6.3.7 若 𝑓 ∈ 𝑀𝑘(Γ1(𝑁))是 Hecke代数 𝕋1(𝑁)中所有算子共同的特征向量,则称 𝑓
是 Hecke特征形式.

以下定理是定理 6.1.7的推广; Hecke特征形式的用处由之得到部分的说明.

定理 6.3.8 设 𝑓 = ∑𝑛≥0 𝑎𝑛(𝑓 )𝑞𝑛 ∈ 𝑀𝑘(Γ1(𝑁)), 其中 𝑞 = 𝑒2𝜋𝑖𝜏 . 对一切 𝑛 ∈ ℤ≥1 和
𝑚 ∈ ℤ≥0 皆有

𝑎𝑚(𝑇𝑛𝑓) = ∑
𝑑∣gcd(𝑛,𝑚)

𝑑𝑘−1𝑎𝑛𝑚/𝑑2 (⟨𝑑⟩ 𝑓)

= ∑
𝑑∣gcd(𝑛,𝑚)

𝜒(𝑑)𝑑𝑘−1𝑎𝑛𝑚/𝑑2 (𝑓 ), 如果 𝑓 ∈ 𝑀𝑘(Γ1(𝑁), 𝜒),
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此处 𝜒 是任意群同态 (ℤ/𝑁ℤ)× → ℂ×,按零延拓到 ℤ/𝑁ℤ上. 特别地,

𝑎1(𝑇𝑛𝑓) = 𝑎𝑛(𝑓 ), 𝑎0(𝑇𝑛𝑓) = ∑
𝑑∣𝑛

𝑑𝑘−1𝑎0(⟨𝑑⟩ 𝑓).

证明 基于 (6.1.1),不妨取定 𝜒 并且设 𝑓 ∈ 𝑀𝑘(Γ1(𝑁), 𝜒);定理 6.1.7蕴涵𝑀𝑘(Γ1(𝑁), 𝜒)
被所有 𝕋1(𝑁)的元素保持. 首先验证 𝑛 = 𝑝𝑒的情形,其中 𝑝为素数. 当 𝑒 = 1时原式化约
为定理 6.1.7,而 𝑒 = 0情形则是平凡的. 以下设 𝑒 ≥ 1,定理 6.1.7配合递归论证给出

𝑎𝑚 (𝑇𝑝𝑒+1 𝑓) = 𝑎𝑚 (𝑇𝑝(𝑇𝑝𝑒𝑓)) − 𝑝𝑘−1𝑎𝑚 (⟨𝑝⟩ 𝑇𝑝𝑒−1𝑓)
= 𝑎𝑚𝑝 (𝑇𝑝𝑒 𝑓) + 𝜒(𝑝)𝑝𝑘−1𝑎𝑚/𝑝 (𝑇𝑝𝑒𝑓) − 𝜒(𝑝)𝑝𝑘−1𝑎𝑚 (𝑇𝑝𝑒−1 𝑓)

= ∑
𝑑∣gcd(𝑚𝑝,𝑝𝑒)

𝜒(𝑑)𝑑𝑘−1𝑎𝑚𝑝𝑒+1/𝑑2 (𝑓 )

+ 𝜒(𝑝)𝑝𝑘−1
∑

𝑑∣gcd(𝑚/𝑝,𝑝𝑒)
𝜒(𝑑)𝑑𝑘−1𝑎𝑚𝑝𝑒−1/𝑑2 (𝑓 )

− 𝜒(𝑝)𝑝𝑘−1
∑

𝑑∣gcd(𝑚,𝑝𝑒−1)
𝜒(𝑑)𝑑𝑘−1𝑎𝑚𝑝𝑒−1/𝑑2 (𝑓 );

一如既往, 这里约定一旦 𝑝 ∤ 𝑚, 则涉及 𝑚/𝑝的项一律视为 0. 以下来剖析最后一式的
三项. 因为 𝑚𝑝和 𝑝𝑒 的公因子集合恰好是 {1} ⊔ {𝑝𝑑 ∶ 𝑑 ∣ gcd(𝑚, 𝑝𝑒−1)},其第三项可以
改写作

− ∑
𝑑∣gcd(𝑚𝑝,𝑝𝑒)

𝑑>1

𝜒(𝑑)𝑑𝑘−1𝑎𝑚𝑝𝑒+1/𝑑2 (𝑓 ),

正好消去第一项的 𝑑 > 1部分,结果化为

𝑎𝑚 (𝑇𝑝𝑒+1 𝑓) = 𝑎𝑚𝑝𝑒+1 (𝑓 ) + 𝜒(𝑝)𝑝𝑘−1
∑

𝑑∣gcd(𝑚/𝑝,𝑝𝑒)
𝜒(𝑑)𝑑𝑘−1𝑎𝑚𝑝𝑒−1/𝑑2 (𝑓 ).

同理,当 𝑝 ∣ 𝑚时𝑚和 𝑝𝑒+1的公因子集合恰是 {1}⊔{𝑝𝑑 ∶ 𝑑 ∣ gcd(𝑚/𝑝, 𝑝𝑒)},第二项遂等于

∑
𝑑∣gcd(𝑚,𝑝𝑒+1)

𝑑>1

𝜒(𝑑)𝑑𝑘−1𝑎𝑚𝑝𝑒+1/𝑑2 (𝑓 ),
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如是证出 𝑛 = 𝑝𝑒+1 的情形. 最后设 gcd(𝑛, 𝑛′) = 1,并且设原式对 𝑛, 𝑛′ 皆成立,那么

𝑎𝑚

⎛
⎜
⎜
⎜
⎝

𝑇𝑛(𝑇𝑛′𝑓⎵⎵
=𝑇𝑛𝑛′ 𝑓

)
⎞
⎟
⎟
⎟
⎠

= ∑
𝑑∣gcd(𝑚,𝑛)

𝜒(𝑑)𝑑𝑘−1𝑎𝑚𝑛/𝑑2 (𝑇𝑛′𝑓)

= ∑
𝑑∣gcd(𝑚,𝑛)

∑
𝑑′∣gcd(𝑚𝑛/𝑑2,𝑛′)

𝜒(𝑑𝑑′)(𝑑𝑑′)𝑘−1𝑎𝑚𝑛𝑛′/(𝑑𝑑′)2 (𝑓 ).

因为 𝑛, 𝑛′ 互素故

{𝑑 ∶ 𝑑 ∣ gcd(𝑚, 𝑛)} × {𝑑′ ∶ 𝑑′ ∣ gcd(𝑚, 𝑛′)} {𝑐 ∶ 𝑐 ∣ gcd(𝑚, 𝑛𝑛′)}

(𝑑, 𝑑′) 𝑑𝑑′;

1∶1

而当 𝑑 ∣ gcd(𝑚, 𝑛)并且 𝑛, 𝑛′ 互素时

{𝑑′ ∶ 𝑑′ ∣ gcd(𝑚, 𝑛′)} = {𝑑′ ∶ 𝑑′ ∣ gcd(𝑚𝑛/𝑑2, 𝑛′)} .

由此对一般的 𝑛得出 𝑎𝑚(𝑇𝑛𝑓)的表达式. 最后,代入 𝑚 = 1 (或 𝑚 = 0),则 𝑎𝑚(𝑇𝑛𝑓)公式中
的求和化简为 𝑎𝑛(𝑓 ) (或∑𝑑∣𝑛 𝑑𝑘−1𝑎0(⟨𝑑⟩ 𝑓)). 明所欲证.

推论 6.3.9 设 𝑓 ∈ 𝑀𝑘(Γ1(𝑁))是 Hecke特征形式,那么对所有 𝑛 ∈ ℤ≥1 者

𝑎𝑛(𝑓 ) = 𝑎1(𝑓 ) ⋅ (𝑇𝑛 的特征值).

证明 设 𝑇𝑛(𝑓 ) = 𝜆𝑓 ,则定理 6.3.8蕴涵 𝑎1(𝑓 )𝜆 = 𝑎1(𝑇𝑛𝑓) = 𝑎𝑛(𝑓 ).

定义 6.3.10 满足 𝑎1(𝑓 ) = 1的 Hecke特征形式 𝑓 称为正规化 Hecke特征形式.

对于 Hecke特征形式 𝑓 ,尔后将在 §10.5说明
⋄ 若 𝜎是域 ℂ的自同构,那么∑𝑛≥1 𝜎(𝑎𝑛(𝑓 ))𝑞𝑛 也是 Hecke特征形式 (推论 10.5.7);
⋄ 若 𝑓 是正规化的,则 {𝑎𝑛(𝑓 )}𝑛≥1 生成 ℚ的有限扩张 𝐾𝑓 (推论 10.5.6).

如是表明正规化 Hecke特征形式不只是复变函数论的对象,还具有深刻的算术意蕴. 以
下说明一切有趣的 Hecke特征形式都满足 𝑎1(𝑓 ) ≠ 0,因此总能用伸缩予以正规化.

引理 6.3.11 设 𝑓 ∈ 𝑀𝑘(Γ1(𝑁)) ∖ {0}是 Hecke特征形式, 𝑎1(𝑓 ) = 0,则 𝑓 是常数函数而
𝑘 = 0.

证明 推论 6.3.9蕴涵 𝑛 ≥ 1 ⟹ 𝑎𝑛(𝑓 ) = 0,因此 𝑓(𝜏) = 𝑎0(𝑓 ),此时必有 𝑘 = 0.

命题 6.3.12 设 𝑓, 𝑔 ∈ 𝑆𝑘(Γ1(𝑁))为 Hecke特征形式. 如果它们对每个 𝑇𝑛 都有相同的特
征值,则 𝑓, 𝑔成比例.
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证明 基于引理 6.3.11,不妨设 𝑓, 𝑔皆是正规化 Hecke特征形式. 从推论 6.3.9可见 𝑓, 𝑔
有相同的 Fourier系数,此时 𝑓 = 𝑔.

例 6.3.13 取𝑁 = 1,从而 Γ1(𝑁) = SL(2, ℤ),相应的 Hecke特征形式已在例 5.6.5讨论过.
这时每个 𝑇𝑛 对 𝑆𝑘(SL(2, ℤ))的 Petersson内积都自伴: 诚然,一切归结为 𝑛 = 𝑝为素数的
情形,由于 ⟨𝑝⟩ = id,自伴性归结为定理 6.1.8.

为了理解推论 6.3.9的深刻意涵,以下假定 𝑓 ∈ 𝑆𝑘(Γ1(𝑁), 𝜒)是正规化 Hecke特征
形式. 权且不管收敛性, “形式地”从∞处的 Fourier系数构作 Dirichlet级数

𝑓 = ∑
𝑛≥1

𝑎𝑛(𝑓 )𝑞𝑛  𝐿(𝑓 , 𝑠) ∶= ∑
𝑛≥1

𝑎𝑛(𝑓 )𝑛−𝑠.

基于推论 6.3.9,我们愿意相信∑𝑛≥1 𝑇𝑛𝑛−𝑠 能 “形式地”作用在 𝑓 上,其特征值正是
𝐿(𝑓 , 𝑠);而根据命题 6.3.4,这一特征值又 “应当”等于

∏
𝑝∶素数

(1 − 𝑎𝑝(𝑓 )𝑝−𝑠 + 𝜒(𝑝)𝑝𝑘−1−2𝑠)
−1 .

于是我们得到 Dirichlet 级数 𝐿(𝑠, 𝑓 ) 的 Euler 乘积; 请参照熟知的 Riemann 𝜁 -函数情
形 (2.2.1). 进一步, Hecke 算子的乘性蕴涵 Fourier 系数的乘性: 当 gcd(𝑛, 𝑚) = 1 时
𝑎𝑛𝑚(𝑓 ) = 𝑎𝑛(𝑓 )𝑎𝑚(𝑓 ).

Euler乘积也反过来证成 𝕋1(𝑁)的定义切合实用;算子 ⟨𝑑⟩和 𝑇𝑝对于表述 𝐿(𝑠, 𝑓 )的
Euler乘积恰好足够.

然而以上仅是形式的操作,我们必须进一步了解从模形式 𝑓 构作 𝐿(𝑓 , 𝑠)的相关机
制,例如它在 Re(𝑠) ≫ 0时的收敛性,及其解析延拓,函数方程等等. 所需的分析学工具
是 Fourier变换的一种变体,称为Mellin变换;这将是 §7.2的主题.

6.4 旧形式与新形式
取定权 𝑘 ∈ ℤ. 设𝑁′, 𝑁 ∈ ℤ≥1 满足𝑁′ ∣ 𝑁 . 以下介绍一对映尖点形式为尖点形式

的映射

𝑀𝑘(Γ1(𝑁′)) 𝑀𝑘(Γ1(𝑁)).
𝐴𝑁′∣𝑁

𝐵𝑁′∣𝑁

(A) 显然的办法是应用 Γ1(𝑁′) ⊃ Γ1(𝑁)以导出

𝑀𝑘(Γ1(𝑁′)) ⊂ 𝑀𝑘(Γ1(𝑁)), 𝑆𝑘(Γ1(𝑁′)) ⊂ 𝑆𝑘(Γ1(𝑁)),

参看注记 3.6.5. 记此包含映射为 𝐴𝑁′∣𝑁 .
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(B) 另一套办法是取

𝜈 = 𝜈𝑁′∣𝑁 ∶=
⎛
⎜
⎜
⎜
⎝

𝑁/𝑁′

1

⎞
⎟
⎟
⎟
⎠

∈ GL(2, ℚ)+.

从等式

𝜈
⎛
⎜
⎜
⎜
⎝

𝑎 𝑏

𝑁𝑐 𝑑

⎞
⎟
⎟
⎟
⎠

𝜈−1 =
⎛
⎜
⎜
⎜
⎝

𝑎 𝑏𝑁/𝑁′

𝑁′𝑐 𝑑

⎞
⎟
⎟
⎟
⎠

看出
𝜈Γ1(𝑁)𝜈−1 ⊂ Γ1(𝑁′);

根据命题 5.1.3,这些群互可公度. 代入引理 3.7.5,以下结果水到渠成.

命题 6.4.1 设 𝑘 ∈ ℤ而𝑁′ ∣ 𝑁 如上,映射 𝑓 ↦ 𝑓 |𝑘 𝜈给出记为 𝐵𝑁′∣𝑁 的嵌入:

𝑓 𝑓 |𝑘 𝜈

𝑀𝑘(Γ1(𝑁′)) 𝑀𝑘(𝜈−1Γ1(𝑁′)𝜈) 𝑀𝑘(Γ1(𝑁))

𝑆𝑘(Γ1(𝑁′)) 𝑆𝑘(𝜈−1Γ1(𝑁′)𝜈) 𝑆𝑘(Γ1(𝑁))

𝐵𝑁′∣𝑁

∈ ∈

∼

∼

⊂ ⊂ ⊂

当𝑁″ ∣ 𝑁′ ∣ 𝑁 时,这些映射有传递性

𝐵𝑁′∣𝑁 𝐵𝑁″∣𝑁′ = 𝐵𝑁″∣𝑁 , 𝐴𝑁′∣𝑁 𝐴𝑁″∣𝑁′ = 𝐴𝑁″∣𝑁 .

今后焦点是尖点形式空间 𝑆𝑘(Γ1(𝑁)).

定义 6.4.2 级𝑁 的旧形式空间 𝑆𝑘(Γ1(𝑁))old 定为 𝑆𝑘(Γ1(𝑁))的子空间如下

𝑆𝑘(Γ1(𝑁))old ∶= ∑
𝑁′∣𝑁

1≤𝑁′<𝑁

(𝐴𝑁′∣𝑁 (𝑆𝑘(Γ1(𝑁′))) + 𝐵𝑁′∣𝑁 (𝑆𝑘(Γ1(𝑁′)))) .

在 𝑆𝑘(Γ1(𝑁))中定义相对于 Petersson内积的正交补空间

𝑆𝑘(Γ1(𝑁))new ∶= (𝑆𝑘(Γ1(𝑁))old)
⟂ .

一则特例是 𝑆𝑘(SL(2, ℤ))old = {0}而 𝑆𝑘(SL(2, ℤ))new = 𝑆𝑘(SL(2, ℤ)),一般情形则复
杂得多. 李文卿 [35]的贡献之一是给出了 𝑆𝑘(⋯)new 的代数定义,不依赖 Petersson内积,
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并且推之于更广的级.
笼统地说, 𝑆𝑘(Γ1(𝑁))new 中的元素不源自更低的级,而此空间在 Hecke代数 𝕋1(𝑁)

作用下有更好的性质. 这一思路肇源于 Atkin 和 Lehner 的工作 [3]. 我们稍后将证明
𝑆𝑘(Γ1(𝑁))old和 𝑆𝑘(Γ1(𝑁))new在 Hecke代数 𝕋1(𝑁)作用下不变. 定理 6.5.5则会进一步证
明 𝕋1(𝑁)限制在 𝑆𝑘(Γ1(𝑁))new上可以同步对角化. 为此需要一些准备工作.

首先,基于 𝐴𝑁′|𝑁 和 𝐵𝑁′|𝑁 的传递性,在 𝑆𝑘(Γ1(𝑁))old 定义中可以只对形如 𝑁′ =
𝑁/𝑝的因子求和,其中 𝑝是𝑁 的素因子;今后简记

𝐴𝑝,𝑁 ∶= 𝐴𝑁/𝑝∣𝑁 , 𝐵𝑝,𝑁 ∶= 𝐵𝑁/𝑝∣𝑁 .
𝐴𝑝,𝑁 𝑓(𝜏) = 𝑓(𝜏), 𝐵𝑝,𝑁 𝑓(𝜏) = 𝑝𝑘/2𝑓(𝑝𝜏).

引理 6.4.3 设 𝑝为素数, 𝑝 ∣ 𝑁 ,定义 𝐴𝑝,𝑁 和 𝐵𝑝,𝑁 如上.

(i) 对任意与𝑁 互素的整数 𝑑 皆有

⟨𝑑⟩ 𝐴𝑝,𝑁 = 𝐴𝑝,𝑁 ⟨𝑑⟩ , ⟨𝑑⟩ 𝐵𝑝,𝑁 = 𝐵𝑝,𝑁 ⟨𝑑⟩ .

(ii) 设 𝑞为素数, 𝑞 ≠ 𝑝,则

𝑇𝑞𝐴𝑝,𝑁 = 𝐴𝑝,𝑁 𝑇𝑞 , 𝑇𝑞𝐵𝑝,𝑁 = 𝐵𝑝,𝑁 𝑇𝑞 .

(iii) 我们有

𝑇𝑝𝐴𝑝,𝑁 =
⎧⎪
⎨
⎪⎩

𝐴𝑝,𝑁 𝑇𝑝 − 𝑝
𝑘
2 −1𝐵𝑝,𝑁 ⟨𝑝⟩ , 𝑝2 ∤ 𝑁

𝐴𝑝,𝑁 𝑇𝑝, 𝑝2 ∣ 𝑁,

𝑇𝑝𝐵𝑝,𝑁 = 𝑝𝑘/2𝐴𝑝,𝑁 .

证明 命 𝑁′ ∶= 𝑁/𝑝, 相应地 𝜈 = 𝜈𝑁′∣𝑁 = ( 𝑝
1 ). 先处理 (i). 取 𝛾 ∈ SL(2, ℤ) 使得

𝛾 ≡ ( ∗
𝑑 ) (mod 𝑁). 如此一来

𝛾′ ∶= 𝜈−1𝛾𝜈 ∈ SL(2, ℤ), 𝛾′ ≡
⎛
⎜
⎜
⎜
⎝

∗ ∗

𝑑

⎞
⎟
⎟
⎟
⎠

(mod 𝑁).

无论在 𝑆𝑘(Γ1(𝑁))或 𝑆𝑘(Γ1(𝑁′))上,菱形算子 ⟨𝑑⟩都有 𝑓 ↦ 𝑓 |𝑘 𝛾 和 𝑓 ↦ 𝑓 |𝑘 𝛾′ 两种
实现方式.

易见 ⟨𝑑⟩ 𝐴𝑝,𝑁 和 𝐴𝑝,𝑁 ⟨𝑑⟩都映 𝑓 ∈ 𝑆𝑘(Γ1(𝑁′))为 𝑓 |𝑘 𝛾 . 另一方面, 𝐵𝑝,𝑁 ⟨𝑑⟩映 𝑓
为 𝑓 |𝑘 𝛾𝜈 = 𝑓 |𝑘 𝜈𝛾′,后者等于 ⟨𝑑⟩ 𝐵𝑝,𝑁 𝑓 . 如是证得 (i).
接着令 𝑞 为素数, 𝑁 ∘ ∈ {𝑁, 𝑁′}. 回忆到 𝑞 ∣ 𝑁 ∘ 时定义 6.1.1 将 ⟨𝑞⟩ 诠释为
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𝑆𝑘(Γ1(𝑁 ∘))上的零算子. 命题 6.1.6对任意 𝑓 ∈ 𝑆𝑘(Γ1(𝑁 ∘))给出

𝑇𝑞𝑓 = 𝑞
𝑘
2 −1

∑
𝑏

𝑓 |𝑘 ( 1 𝑏
𝑞 )(𝜏) + 𝑞𝑘−1(⟨𝑞⟩ 𝑓)(𝑞𝜏), (𝜏 ∈ ℋ )

= 𝑞
𝑘
2 −1

(∑
𝑏

𝑓 |𝑘 ( 1 𝑏
𝑞 ) + (⟨𝑞⟩ 𝑓) |𝑘 ( 𝑞

1 ))
,

(6.4.1)

其中 𝑏遍历 𝔽𝑞 在 ℤ中的任一族代表元.
(a) 设 𝑞 ≠ 𝑝,则 𝑞 ∣ 𝑁 ⟺ 𝑞 ∣ 𝑁′,于是 ⟨𝑞⟩在 𝑆𝑘(Γ1(𝑁))和 𝑆𝑘(Γ1(𝑁′))上的作用或

者都是零,或者按 (i)满足 ⟨𝑞⟩ 𝐴𝑝,𝑁 = 𝐴𝑝,𝑁 ⟨𝑞⟩. 因此 (6.4.1)对 𝑁, 𝑁′ 有相同的形式,立
得 𝐴𝑝,𝑁 𝑇𝑞 = 𝑇𝑞𝐴𝑝,𝑁 .
类似地,对于 𝐵𝑝,𝑁 ,关键在于 𝜈( 1 𝑏

𝑞 )𝜈−1 = ( 1 𝑝𝑏
𝑞 );当 𝑏遍历 𝔽𝑞 在 ℤ中的一族代表元时,

𝑝𝑏亦然. 此外 (i)给出 ⟨𝑞⟩ 𝐵𝑝,𝑁 = 𝐵𝑝,𝑁 ⟨𝑞⟩. 代入 (6.4.1)立见 𝐵𝑝,𝑁 𝑇𝑞 = 𝑇𝑞𝐵𝑝,𝑁 . 如是证得
(ii).

(b) 现在取 𝑞 = 𝑝代入 (6.4.1),并且维持关于 ⟨𝑝⟩的诠释. 对所有之 𝑓 ∈ 𝑆𝑘(Γ1(𝑁′))

𝐴𝑝,𝑁 𝑇𝑝𝑓 = 𝑝
𝑘
2 −1

(∑
𝑏

𝑓 |𝑘 ( 1 𝑏
𝑝 ) + 𝐵𝑝,𝑁 ⟨𝑝⟩ 𝑓

)

𝑇𝑝𝐴𝑝,𝑁 𝑓 = 𝑝
𝑘
2 −1

(∑
𝑏

𝑓 |𝑘 ( 1 𝑏
𝑝 ) + (⟨𝑝⟩ 𝑓) |𝑘 ( 𝑝

1 ))

= 𝑝
𝑘
2 −1

∑
𝑏

𝑓 |𝑘 ( 1 𝑏
𝑝 ) (∵ 𝑝 ∣ 𝑁).

以上两式相减,并且按定义 6.1.1诠释 ⟨𝑝⟩在 𝑆𝑘(Γ1(𝑁′))上的作用,遂给出 (iii)的第一式.
至于 (iii)的第二式则靠以下计算

𝑇𝑝𝐵𝑝,𝑁 𝑓 = 𝑝
𝑘
2 −1

∑
𝑏

𝑓 |𝑘 𝜈( 1 𝑏
𝑝 ) = 𝑝

𝑘
2 −1

∑
𝑏

𝑓 |𝑘 ( 𝑝
𝑝 )( 1 𝑏

1 )

= 𝑝
𝑘
2 −1

∑
𝑏

𝑓 |𝑘 ( 1 𝑏
1 ) = 𝑝

𝑘
2 −1

∑
𝑏

𝑓 = 𝑝
𝑘
2 𝑓 = 𝑝

𝑘
2 𝐴𝑝,𝑁 𝑓.

明所欲证.

为了获得本节的主定理,我们引入以下算子.

定义 6.4.4 命 𝛼𝑁 ∶=
⎛
⎜
⎜
⎜
⎝

−1

𝑁

⎞
⎟
⎟
⎟
⎠

∈ GL(2, ℚ)+. 由 𝛼𝑁 ( 𝑎 𝑏
𝑐𝑁 𝑑 )𝛼−1

𝑁 = ( 𝑑 −𝑐
−𝑏𝑁 𝑎 )得知

𝛼𝑁 Γ1(𝑁)𝛼−1
𝑁 = Γ1(𝑁),
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按引理 3.7.5遂可定义算子 𝑤𝑁 如下

𝑆𝑘(Γ1(𝑁)) 𝑆𝑘(Γ1(𝑁))

𝑀𝑘(Γ1(𝑁)) 𝑀𝑘(Γ1(𝑁))

𝑓 𝑓 |𝑘 𝛼𝑁 .

𝑤𝑁

⊂ ⊂

𝑤𝑁

∈ ∈

由 𝛼𝑁 Γ1(𝑁)𝛼−1
𝑁 = Γ1(𝑁)知𝑁

𝑘
2 −1𝑤𝑁 等于双陪集算子 [Γ1(𝑁)𝛼𝑁 Γ1(𝑁)] = [Γ1(𝑁)𝛼𝑁 ]

的作用 (例 5.1.9). 我们还会在 §7.5碰上算子 𝑤𝑁 的酉版本𝑊𝑁 .

引理 6.4.5 设 𝑇 ∈ 𝕋1(𝑁). 相对于 𝑆𝑘(Γ1(𝑁)) 上的 Petersson 内积, 𝑇 的伴随等于
𝑤𝑁 𝑇 𝑤−1

𝑁 .

证明 考虑算子 𝑇𝑝, ⟨𝑑⟩ ∈ 𝕋1(𝑁) 即足. 对于 ⟨𝑑⟩, 以上对 𝛼𝑁 共轭的描述直接导致
𝑤𝑁 ⟨𝑑⟩ 𝑤−1

𝑁 = ⟨𝑑−1⟩,正是 ⟨𝑑⟩的伴随算子. 对于 𝑇𝑝,命题 5.4.10蕴涵 𝑇𝑝 的伴随算子由

[Γ1(𝑁)( 𝑝
1 )Γ1(𝑁)]给出. 因为 𝛼𝑁 ( 𝑝

1 )𝛼−1
𝑁 = ( 1

𝑝 ),按照 §5.4的语言并应用例 5.1.9,可
知 𝑇𝑝 的伴随算子由

[Γ1(𝑁)𝛼−1
𝑁 ( 1

𝑝 )𝛼𝑁 Γ1(𝑁)] = [Γ1(𝑁)𝛼−1
𝑁 Γ1(𝑁)] ⋆ [Γ1(𝑁)( 1

𝑝 )Γ1(𝑁)] ⋆ [Γ1(𝑁)𝛼𝑁 Γ1(𝑁)]

在 𝑆𝑘(Γ1(𝑁))上的右作用给出. 另一方面,由例 5.1.9可导出

[Γ1(𝑁)𝛼−1
𝑁 Γ1(𝑁)] ⋆ [Γ1(𝑁)𝛼𝑁 Γ1(𝑁)] = 1 = [Γ1(𝑁)𝛼𝑁 Γ1(𝑁)] ⋆ [Γ1(𝑁)𝛼−1

𝑁 Γ1(𝑁)] ,

明所欲证.

命题 6.4.6 子空间 𝑆𝑘(Γ1(𝑁))old和 𝑆𝑘(Γ1(𝑁))new 在 𝕋1(𝑁)作用下不变.

证明 已知 𝕋1(𝑁)由 𝑇𝑝和 ⟨𝑑⟩生成,其中 𝑝遍历素数而 𝑑 ∈ (ℤ/𝑁ℤ)×,于是引理 6.4.3确
保 𝑆𝑘(Γ1(𝑁))old 对 𝕋1(𝑁)作用不变. 若能证明 𝑆𝑘(Γ1(𝑁))old 在所有 𝕋1(𝑁)元素的伴随算
子作用下不变,则其正交补 𝑆𝑘(Γ1(𝑁))new对 𝕋1(𝑁)作用也不变.

基于定理 6.1.8对伴随算子的描述, 𝑆𝑘(Γ1(𝑁))old 在 𝑇𝑝 (要求 𝑝 ∤ 𝑁)和 ⟨𝑑⟩的伴随算
子作用下不变. 仅须再验证当 𝑝 ∣ 𝑁 时它对 𝑇𝑝 的伴随 𝑤𝑁 𝑇𝑝𝑤−1

𝑁 仍不变 (引理 6.4.5). 问
题化为证 𝑤𝑁 保持 𝑆𝑘(Γ1(𝑁))old,这点可由简单的矩阵运算料理,见练习 6.4.7.

练习 6.4.7 设 𝑞 ∣ 𝑁 为素数. 说明矩阵等式

⎛
⎜
⎜
⎜
⎝

−1

𝑁

⎞
⎟
⎟
⎟
⎠

=
⎛
⎜
⎜
⎜
⎝

−1

𝑁/𝑞

⎞
⎟
⎟
⎟
⎠

⎛
⎜
⎜
⎜
⎝

𝑞

1

⎞
⎟
⎟
⎟
⎠

,
⎛
⎜
⎜
⎜
⎝

𝑞

1

⎞
⎟
⎟
⎟
⎠

⎛
⎜
⎜
⎜
⎝

−1

𝑁

⎞
⎟
⎟
⎟
⎠

=
⎛
⎜
⎜
⎜
⎝

−1

𝑁/𝑞

⎞
⎟
⎟
⎟
⎠

⎛
⎜
⎜
⎜
⎝

𝑞

𝑞

⎞
⎟
⎟
⎟
⎠



§6.5 Atkin–Lehner定理 191

导致定义 6.4.4的算子 𝑤𝑁 满足

𝑤𝑁 𝐴𝑞,𝑁 = 𝐵𝑞,𝑁 𝑤𝑁/𝑞 , 𝑤𝑁 𝐵𝑞,𝑁 = 𝐴𝑞,𝑁 𝑤𝑁/𝑞 .

作为推论, 𝑤𝑁 保持 𝑆𝑘(Γ1(𝑁))old不变.

鉴于命题 6.4.6,自然的问题是研究 𝑆𝑘(Γ1(𝑁))new 在 𝕋1(𝑁)作用下的特征向量. 以下
概念至关紧要.

定义 6.4.8 (新形式) 落在 𝑆𝑘(Γ1(𝑁))new 中的正规化 Hecke特征形式 (见定义 6.3.10)称
为 𝑆𝑘(Γ1(𝑁))中的新形式,又称本原形式.

不妨将新形式视为 𝑆𝑘(Γ1(𝑁))new 中的某种 “原子”. 关键在于能否用新形式来分解
𝑆𝑘(Γ1(𝑁))new,并进一步分解 𝑆𝑘(Γ1(𝑁))? 下节将给出肯定的回答.

练习 6.4.9 设𝑀 ∈ ℤ≥1 不被素数 𝑝整除,而 𝑓 ∈ 𝑆𝑘(Γ1(𝑀))是正规化 Hecke特征形式.
取𝑁 ∶= 𝑝𝑒𝑀 , 𝑒 ∈ ℤ≥1,命

𝑓𝑖(𝜏) ∶= 𝑓(𝑝𝑖𝜏), 𝑖 = 0, … , 𝑒.

验证 𝑓𝑖 ∈ 𝑆𝑘(Γ1(𝑁))满足于 𝑖 ≥ 1 ⟹ 𝑇𝑝𝑓𝑖 = 𝑓𝑖−1,并且它们线性无关. 证明 𝑇𝑝 保持
ℂ𝑓0⊕ℂ𝑓1,并且 𝑇𝑝限制在此空间上给出的算子其特征多项式为𝑋2−𝑎𝑝(𝑓 )𝑋+𝑝𝑘−1𝜒𝑓 (𝑝).
我们在 §10.6还会和这个多项式打照面.

练习 6.4.10 承上题,取 𝑒 = 3. 令 𝑉 ⊂ 𝑆𝑘(Γ1(𝑁))为 𝑓0, … , 𝑓3 张成的空间, 𝑊 ⊂ 𝑉 为
𝑓0, 𝑓1 张成的子空间, 𝑇𝑝 保持两者不变. 证明 𝑇𝑝 在 𝑉 /𝑊 上诱导的变换可以用矩阵 ( 1 )
表达. 这就导致 𝑇𝑝|𝑉 无法对角化.

6.5 Atkin–Lehner定理
以下论证取自 [11]和 [21, §§5.6—5.7]. 一些有限群表示理论的知识是必要的,读者

可参考任一本相关教材.
取定权 𝑘 ∈ ℤ和𝑁 ∈ ℤ≥1. 对𝑁 的任意素因子 𝑝,记

𝑖𝑝 ∶= 𝑝−𝑘/2𝐵𝑝,𝑁 ∶ 𝑀𝑘(Γ1(𝑁/𝑝)) → 𝑀𝑘(Γ1(𝑁)),
(𝑖𝑝𝑓)(𝜏) = 𝑓(𝑝𝜏), 𝑖𝑝 (𝑆𝑘(Γ1(𝑁/𝑝))) ⊂ 𝑆𝑘(Γ1(𝑁)).

它在 Fourier系数上的作用也是明白的: 对每个 𝑓 ∈ 𝑀𝑘(Γ1(𝑁))和 𝑛 ∈ ℤ≥1,

𝑎𝑛(𝑖𝑝(𝑓 )) =
⎧⎪
⎨
⎪⎩

𝑎𝑛/𝑝(𝑓 ), 𝑝 ∣ 𝑛,
0, 𝑝 ∤ 𝑛.
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定理 6.5.1 设 𝑓 = ∑𝑛≥1 𝑎𝑛(𝑓 )𝑞𝑛 ∈ 𝑆𝑘(Γ1(𝑁)). 若 𝑎𝑛(𝑓 )在 gcd(𝑛, 𝑁) = 1时恒为 0,则存
在 (𝑓𝑝)𝑝∣𝑁 ∈ ∏𝑝∣𝑁 𝑆𝑘(Γ1(𝑁/𝑝)),其中 𝑝遍历𝑁 的素因子,使得 𝑓 = ∑𝑝∣𝑁 𝑖𝑝(𝑓𝑝).

证明 考虑同余子群

Γ1(𝑁) ∶=
⎧⎪
⎨
⎪⎩

𝛾 ∈ SL(2, ℤ) ∶ 𝛾 ≡
⎛
⎜
⎜
⎜
⎝

1

∗ 1

⎞
⎟
⎟
⎟
⎠

(mod 𝑁)
⎫⎪
⎬
⎪⎭

=
⎛
⎜
⎜
⎜
⎝

𝑁

1

⎞
⎟
⎟
⎟
⎠

Γ1(𝑁)
⎛
⎜
⎜
⎜
⎝

𝑁−1

1

⎞
⎟
⎟
⎟
⎠

. (6.5.1)

引理 3.7.5说明 𝑓 |𝑘 ( 𝑁−1
1 ) ∈ 𝑆𝑘(Γ1(𝑁)). 留意到 Γ1(𝑁) ∩ ( 1 ∗

1 ) = ⟨( 1 𝑁
1 )⟩, 故任何

𝜑 ∈ 𝑀𝑘(Γ1(𝑁))都有 Fourier展开

𝜑(𝜏) = ∑
𝑛≥0

𝛼𝑛(𝜑)𝑞𝑛
𝑁 , 𝑞𝑁 ∶= 𝑒2𝜋𝑖𝜏/𝑁 .

对于特例 𝜑 ∶= 𝑓 |𝑘 ( 𝑁−1
1 ),展开具体写作

𝜑(𝜏) = 𝑁−𝑘/2𝑓 (
𝜏
𝑁 ) = ∑

𝑛≥1
𝛼𝑛(𝜑)𝑞𝑛

𝑁 , 𝛼𝑛(𝜑) ∶= 𝑁−𝑘/2𝑎𝑛(𝑓 ).

原问题化为以下形式: 给定 𝜑 ∈ 𝑆𝑘(Γ1(𝑁)),满足 𝛼𝑛(𝜑)在 gcd(𝑛, 𝑁) = 1时为零,则
有分解

𝜑 = ∑
𝑝∶素数

𝑝∣𝑁

𝜑𝑝, 𝜑𝑝 ∈ 𝑆𝑘(Γ1(𝑁/𝑝)). (6.5.2)

诚然,取 𝜑 ∶= 𝑓 |𝑘 ( 𝑁−1
1 )如上,则 (6.5.2)蕴涵

𝑓 = 𝜑 |𝑘 ( 𝑁
1 )

= ∑
𝑝∶素数

𝑝∣𝑁

𝜑𝑝 |𝑘 ( 𝑁/𝑝
1 ) |𝑘 ( 𝑝

1 );

施 (6.5.1)于𝑁/𝑝,我们有 𝜑𝑝 |𝑘 ( 𝑁/𝑝
1 ) ∈ 𝑆𝑘(Γ1(𝑁/𝑝));而 |𝑘 ( 𝑝

1 )无非是 𝑝𝑘/2𝑖𝑝,这确实
将问题化为 (6.5.2).
作因数分解 𝑁 = ∏𝑟

𝑖=1 𝑝𝑒𝑖
𝑖 . 有限群 SL(2, ℤ/𝑁ℤ) = ∏𝑟

𝑖=1 SL(2, ℤ/𝑝𝑒𝑖
𝑖 ℤ)在 𝑆𝑘(Γ(𝑁))

上透过 |𝑘 右作用,使 𝑆𝑘(Γ(𝑁))成为 SL(2, ℤ/𝑁ℤ)的有限维线性复表示. 对任意正因子
𝑑 ∣ 𝑁 ,考虑 𝑆𝑘(Γ(𝑁))上的 “平均”算子

𝜋𝑑 ∶ 𝜑 ↦ 1
𝑑 ∑

𝑏∈ℤ/𝑑ℤ
𝜑 |𝑘

⎛
⎜
⎜
⎜
⎝

1 𝑏𝑁/𝑑

1

⎞
⎟
⎟
⎟
⎠

;



§6.5 Atkin–Lehner定理 193

这里 Γ(𝑁)C SL(2, ℤ)导致 𝜑 |𝑘 ( 1 𝑏𝑁/𝑑
1 )仍属于 𝑆𝑘(Γ(𝑁)). 容易看出

𝜋𝑑(𝜑) = ∑
𝑛≥1

𝛼𝑛(𝑓 )𝑞𝑛
𝑁 (

1
𝑑 ∑

𝑏∈ℤ/𝑑ℤ
exp (

2𝜋𝑖𝑏𝑛
𝑑 ))

= ∑
𝑑≥1
𝑑∣𝑛

𝛼𝑛(𝜑)𝑞𝑛
𝑁 .

定义 𝑆𝑘(Γ(𝑁))的线性自同态

𝜋(𝜑) = 𝜑 − ∑
𝑖

𝜋𝑝𝑖 (𝜑) + ∑
𝑖<𝑗

𝜋𝑝𝑖𝑝𝑗 (𝜑) − ∑
𝑖<𝑗<𝑘

𝜋𝑝𝑖𝑝𝑗 𝑝𝑘 (𝜑) + ⋯ ;

基于前述观察, (6.5.2)中关于 𝛼𝑛(𝜑)的条件可按容斥原理重述为

𝜑 ∈ 𝑆𝑘(Γ1(𝑁)) ⊂ 𝑆𝑘(Γ(𝑁)), 𝜋(𝜑) = 0.

观察到 𝜋 和 𝜋𝑑 的定义完全由 SL(ℤ/𝑁ℤ)在 𝑆𝑘(Γ(𝑁))上的线性作用描述. 现在将表示
𝑆𝑘(Γ(𝑁))分解为不可约子表示的直和⨁𝑠

𝑗=1 𝑆(𝑗). 对每个 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑠,可进一步分解

𝑆(𝑗) =
𝑟

⨂
𝑖=1

𝑉 (𝑗)
𝑖 , 𝑉 (𝑗)

𝑖 ∶ SL(ℤ/𝑝𝑒𝑖
𝑖 ℤ)的不可约表示.

那么 𝜋|𝑆(𝑗) = ⨂𝑟
𝑖=1 (1 − 𝜋𝑝𝑖 |𝑉

(𝑗)
𝑖 ),而线性代数中关于张量积的基本操作给出

ker (𝜋) =
𝑠

⨁
𝑗=1

ker (𝜋|𝑆(𝑗)) ,

ker (𝜋|𝑆(𝑗)) =
𝑟

∑
𝑖=1

𝑉 (𝑗)
1 ⊗ ⋯ ⊗ ker (1 − 𝜋𝑝𝑖 |𝑉

(𝑗)
𝑖 ) ⊗ ⋯ 𝑉 (𝑗)

𝑟 .

我们欲将此分解限制到 𝑆𝑘(Γ(𝑁)) 的子空间 𝑆𝑘(Γ1(𝑁)) 上. 这个子空间也能以
表示论诠释, 即子群 ( 1

∗ 1 ) ⊂ SL(2, ℤ/𝑁ℤ) 的不动子空间, 而该子群又分解为各个

( 1
∗ 1 ) ⊂ SL(2, ℤ/𝑝𝑒𝑖

𝑖 ℤ) 之直积; 相应地对每个 𝑉 (𝑗)
𝑖 得到不动子空间, 记为 𝑊 (𝑗)

𝑖 . 于是
𝑆(𝑗) ∩ 𝑆𝑘(Γ1(𝑁)) = ⨂𝑟

𝑖=1 𝑊 (𝑗)
𝑖 .

同样运用线性代数的基本操作可知 (6.5.2)左式的 𝜑落在

ker(𝜋) ∩ 𝑆𝑘(Γ1(𝑁)) =
𝑠

⨁
𝑗=1 (

ker (𝜋|𝑆(𝑗)) ∩
𝑟

⨂
𝑖=1

𝑊 (𝑗)
𝑖 )

=
𝑠

⨁
𝑗=1

𝑟

∑
𝑖=1

𝑊 (𝑗)
1 ⊗ ⋯ ⊗ ker (1 − 𝜋𝑝𝑖 |𝑊

(𝑗)
𝑖 ) ⊗ ⋯ ⊗ 𝑊 (𝑗)

𝑟 .
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对所有 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑟,令

𝐻𝑖 ∶=
⎛
⎜
⎜
⎜
⎝

1 𝑝𝑒𝑖−1
𝑖 + 𝑝𝑒𝑖

𝑖 ℤ

1

⎞
⎟
⎟
⎟
⎠

∈ SL(2, ℤ/𝑝𝑒𝑖
𝑖 ℤ) 生成的循环子群.

固定 (𝑖, 𝑗). 根据 𝜋𝑝𝑖 的定义,自同态 𝜋𝑝𝑖 |𝑉
(𝑗)

𝑖 无非是向 𝑉 (𝑗)
𝑖 的𝐻𝑖-不动子空间作标准

投影 (即平均). 所以 ker (1 − 𝜋𝑝𝑖 |𝑊
(𝑗)

𝑖 )的元素对于𝐻𝑖 连同 ( 1
∗ 1 )生成的子群,即 (见以

下的引理 6.5.2)
⎧⎪
⎨
⎪⎩

𝛾 ∈ SL(2, ℤ/𝑝𝑒𝑖
𝑖 ℤ) ∶ 𝛾 ≡

⎛
⎜
⎜
⎜
⎝

1

∗ 1

⎞
⎟
⎟
⎟
⎠

(mod 𝑝𝑒𝑖−1
𝑖 )

⎫⎪
⎬
⎪⎭

之作用不变. 另一方面,当 ℎ ≠ 𝑖,来自𝑊 (𝑗)
ℎ 的分量则对所有 ( 1

∗ 1 ) ∈ SL(2, ℤ/𝑝𝑒ℎ
ℎ ℤ)不变.

合而观之,可见子空间

𝑊 (𝑗)
1 ⊗ ⋯ ⊗ ker (1 − 𝜋𝑝𝑖 |𝑊

(𝑗)
𝑖 ) ⊗ ⋯ ⊗ 𝑊 (𝑗)

𝑟

包含于上述子群的直积作用下的不动子空间, 即 𝑆𝑘(Γ1(𝑁/𝑝𝑖)). 施此于 𝜑 ∈ ker(𝜋) ∩
𝑆𝑘(Γ1(𝑁)),便给出对应于 (6.5.2)的分解 𝜑 = ∑𝑟

𝑖=1 𝜑𝑖,其中 𝜑𝑖 ∈ 𝑆𝑘(Γ1(𝑁/𝑝𝑖)).

论证中用到一则群论性质,补述如下.

引理 6.5.2 设 𝑝为素数, 𝑒 ∈ ℤ≥1,考虑 SL(2, ℤ/𝑝𝑒ℤ)的子群 ( 1
∗ 1 )和 𝐻 ∶= ⟨( 1 𝑝𝑒−1

1 )⟩,
那么

⟨

⎛
⎜
⎜
⎜
⎝

1

∗ 1

⎞
⎟
⎟
⎟
⎠

, 𝐻
⟩

=
⎧⎪
⎨
⎪⎩

𝛾 ∈ SL(2, ℤ/𝑝𝑒ℤ) ∶ 𝛾 ≡
⎛
⎜
⎜
⎜
⎝

1

∗ 1

⎞
⎟
⎟
⎟
⎠

(mod 𝑝𝑒−1)
⎫⎪
⎬
⎪⎭

.

证明 左式的子群记为 𝐾 . 包含关系 ⊂ 属显然. 以下证 ⊃. 考虑右式的任意元素
𝛾 = ( 𝑎 𝑏

𝑐 𝑑 ). 以下将逐步说明双陪集 𝐾𝛾𝐾 交 𝐾 ,从而导出 𝛾 ∈ 𝐾 .

第一步: 证明存在 𝛾′ = ( 𝑎′ 𝑏′
𝑐′ 𝑑′ ) ∈ 𝐾𝛾𝐾 使得 𝑑′ 可逆. 设若 𝑝 ∣ 𝑑,那么 𝑎𝑑 − 𝑏𝑐 = 1

确保 𝑝 ∤ 𝑏,此时 𝛾′ ∶= ( 1
1 1 )𝛾 满足 𝑑′ = 𝑏 + 𝑑 可逆,是为所求.

第二步: 在 𝐾𝛾𝐾 中找出满足 𝑏′ = 𝑐′ = 0 的项. 基于第一步可设 𝑑 可逆, 于是
𝑢 ∶= −𝑏/𝑑 ∈ 𝑝𝑒−1ℤ/𝑝𝑒ℤ. 对 𝛾 左乘 ( 1 𝑢

1 ) ∈ 𝐾 以消去 𝑏,保持 𝑐, 𝑑 不变. 同理, 𝑣 ∶= −𝑐/𝑑
良定,则右乘以 ( 1

𝑣 1 ) ∈ 𝐾 可消去 𝑐,保持 𝑏, 𝑑 不变.

第三步: 现在知道 𝐾𝛾𝐾 含有形如 ( 𝑎
𝑎−1 ) 之元素, 其中 𝑎 ∈ (ℤ/𝑝𝑒ℤ)× 必然满足
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𝑎 ≡ 1 (mod 𝑝𝑒−1). 标准的矩阵等式

⎛
⎜
⎜
⎜
⎝

𝑎

𝑎−1

⎞
⎟
⎟
⎟
⎠

=
⎛
⎜
⎜
⎜
⎝

1 𝑎 − 1

1

⎞
⎟
⎟
⎟
⎠

⎛
⎜
⎜
⎜
⎝

1

1 1

⎞
⎟
⎟
⎟
⎠

⎛
⎜
⎜
⎜
⎝

1 𝑎−1 − 1

1

⎞
⎟
⎟
⎟
⎠

⎛
⎜
⎜
⎜
⎝

1

−𝑎 1

⎞
⎟
⎟
⎟
⎠

,

说明左项属于 𝐾 ,明所欲证.

以下开始涉及定义 6.4.8的新形式.

引理 6.5.3 设 𝑓 ∈ 𝑆𝑘(Γ1(𝑁))new ∖ {0}. 假设 𝑓 是所有 𝑇𝑛 共同的特征向量 (要求
gcd(𝑛, 𝑁) = 1),则 𝑎1(𝑓 ) ≠ 0.

证明 设 gcd(𝑛, 𝑁) = 1,而 𝑇𝑛𝑓 = 𝜆𝑛𝑓 . 定理 6.3.8给出 𝑎𝑛(𝑓 ) = 𝑎1(𝑇𝑛𝑓) = 𝜆𝑛𝑎1(𝑓 ). 假若
𝑎1(𝑓 ) = 0,则 gcd(𝑛, 𝑁) = 1 ⟹ 𝑎𝑛(𝑓 ) = 0,从而定理 6.5.1蕴涵 𝑓 ∈ 𝑆𝑘(Γ1(𝑁))old,这与
𝑆𝑘(Γ1(𝑁))new ∩ 𝑆𝑘(Γ1(𝑁))old = {0}矛盾.

命题 6.5.4 (弱重数一性质) 设 𝑓 ∈ 𝑆𝑘(Γ1(𝑁))new ∖ {0}. 如果对所有 𝑑 ∈ (ℤ/𝑁ℤ)× 和所
有正整数 𝑛满足 gcd(𝑛, 𝑁) = 1者, 𝑓 是 ⟨𝑑⟩和 𝑇𝑛作用下共同的特征向量,那么 𝑓 和一个
新形式成比例. 任何新形式完全由它对所有算子 𝑇𝑛 (要求 gcd(𝑛, 𝑁) = 1)的特征值确定.

证明 鉴于引理 6.5.3,可以适当伸缩 𝑓 以假设 𝑎1(𝑓 ) = 1. 我们断言对一切 𝑛 ∈ ℤ≥1 皆
有 𝑇𝑛𝑓 = 𝑎𝑛(𝑓 )𝑓 ;由此立见 𝑓 是新形式. 定义 𝑔𝑛 ∶= 𝑇𝑛𝑓 − 𝑎𝑛(𝑓 )𝑓 ∈ 𝑆𝑘(Γ1(𝑁))new;此处
用到命题 6.4.6. 由于 𝕋1(𝑁)交换,若 𝑔𝑛 ≠ 0则 𝑔𝑛 仍是所有算子 𝑇𝑚 (要求 gcd(𝑚, 𝑁) = 1)
共同的特征向量. 然而定理 6.3.8蕴涵

𝑎1(𝑔𝑛) = 𝑎1(𝑇𝑛𝑓) − 𝑎𝑛(𝑓 )𝑎1(𝑓 ) = 𝑎𝑛(𝑓 ) − 𝑎𝑛(𝑓 ) = 0.

于是引理 6.5.3蕴涵 𝑔𝑛 = 0. 断言得证.

最后, 设新形式 𝑓1, 𝑓2 对所有 𝑇𝑛 都有相同特征值 (要求 gcd(𝑛, 𝑁) = 1), 令 ℎ ∶=
𝑓1 − 𝑓2 ∈ 𝑆𝑘(Γ1(𝑁))new,则 𝑎1(ℎ) = 0;根据引理 6.5.3必有 ℎ = 0.

定理 6.5.5 (A. O. L. Atkin, J. Lehner (1970);李文卿 (1975)) 取定𝑁 , 𝑘如上,则 𝑆𝑘(Γ1(𝑁))
中的新形式构成 𝑆𝑘(Γ1(𝑁))new 的一组基.

证明 首先说明新形式在 𝑆𝑘(Γ1(𝑁))中线性无关. 设若不然,取尽可能小的正整数 𝑟使
得存在服从于以下线性关系的相异新形式 𝑓1, … , 𝑓𝑟 ∈ 𝑆𝑘(Γ1(𝑁))new:

𝑟

∑
𝑖=1

𝑐𝑖𝑓𝑖 = 0, 𝑐𝑖 ∈ ℂ, 𝑐𝑖 ≠ 0.
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观察到 𝑟 ≥ 2. 对任何 𝑛 ∈ ℤ≥1,推论 6.3.9给出

0 = 𝑇𝑛 (

𝑟

∑
𝑖=1

𝑐𝑖𝑓𝑖)
− 𝑎𝑛(𝑓1)

𝑟

∑
𝑖=1

𝑐𝑖𝑓𝑖 =
𝑟

∑
𝑖=2

𝑐𝑖 (𝑎𝑛(𝑓𝑖) − 𝑎𝑛(𝑓1)) 𝑓𝑖.

这将导致 𝑎𝑛(𝑓𝑖) = 𝑎𝑛(𝑓1)对所有 2 ≤ 𝑖 ≤ 𝑟成立,否则 𝑓1, … , 𝑓𝑟 间将有非零项更少的非
平凡线性关系. 因为 𝑛 ≥ 1是任意的,故 𝑓1 = ⋯ = 𝑓𝑟,矛盾.
其次说明新形式张成 𝑆𝑘(Γ1(𝑁))new. 命题 6.4.6业已说明空间 𝑆𝑘(Γ1(𝑁))new对 𝕋1(𝑁)

的作用不变. 考虑相互交换的算子 𝑇𝑛 (要求 gcd(𝑛, 𝑁) = 1)和 ⟨𝑑⟩ (要求 𝑑 ∈ (ℤ/𝑁ℤ)×);
线性代数中的谱定理和命题 6.3.6确保它们在 𝑆𝑘(Γ1(𝑁))new 上的作用可以同步对角化.
若 𝑓 ∈ 𝑆𝑘(Γ1(𝑁))new ∖ {0}是它们的任一个共同特征向量,则命题 6.5.4表明 𝑓 和某个新
形式成比例,明所欲证.

推论 6.5.6 复向量空间 𝑆𝑘(Γ1(𝑁))由以下子集生成

ℬ𝑘(𝑁) ∶= ⋃
𝑁′∣𝑁

⋃
𝑑∣ 𝑁

𝑁′

{𝑓(𝑑𝜏) ∶ 𝑓 ∈ 𝑆𝑘(Γ1(𝑁′))是新形式} .

证明 回忆分解 𝑆𝑘(Γ1(𝑁)) = 𝑆𝑘(Γ1(𝑁))new ⊕ 𝑆𝑘(Γ1(𝑁))old. 根据定理 6.5.5, 𝑆𝑘(Γ1(𝑁))new

以ℬ𝑘(𝑁)中对应于𝑁′ = 𝑁 的新形式为基.
对𝑁 行递归可知当𝑀 ∣ 𝑁 而𝑀 ≠ 𝑁 时,

𝐴𝑀∣𝑁 (𝑆𝑘(Γ1(𝑀))) = ∑
𝑁′∣𝑀

∑
𝑑∣ 𝑀

𝑁′

{𝑓(𝑑𝜏) ∶ 𝑓 ∈ 𝑆𝑘(Γ1(𝑁′)) ∶新形式} ,

𝐵𝑀∣𝑁 (𝑆𝑘(Γ1(𝑀))) = ∑
𝑁′∣𝑀

∑
𝑑∣ 𝑀

𝑁′

{𝑓 (
𝑁
𝑀 ⋅ 𝑑𝜏) ∶ 𝑓 ∈ 𝑆𝑘(Γ1(𝑁′)) ∶新形式} .

当𝑀 变动,上述空间之和无非是 𝑆𝑘(Γ1(𝑁))old,但它同时也是ℬ𝑘(𝑁)中𝑁′ ≠ 𝑁 部分张
成的子空间.

注记 6.5.7 (强重数一性质) 可以进一步证明 ℬ𝑘(𝑁)给出 𝑆𝑘(Γ1(𝑁))的一组基. 说明这
点需要所谓 “强重数一”性质: 粗略地说,任选一个由素数构成的有限集 𝑆,可任意大,那
么一个新形式由它的所有 𝑇𝑝-特征值刻画,其中 𝑝遍历不属于 𝑆 的素数;见 [41, Theorem
4.6.19]. 自守表示的进路或许更适于处理强重数一性质,见 [16, 28].

练习 6.5.8 设 𝑔 ∈ 𝑆𝑘(Γ1(𝑁))new是 Hecke特征形式,而 𝑑 ∈ ℤ>1. 证明当 gcd(𝑚, 𝑑𝑁) = 1
时, 𝑔(𝜏)和 𝑔(𝑑𝜏)作为 𝑆𝑘(Γ1(𝑑𝑁))old 的元素不成比例,但是对 𝑇𝑚 有相同的特征值. 这说
明弱重数一性质必须要求 𝑓 ∈ 𝑆𝑘(Γ1(𝑁))new.
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𝐿-函数是模形式理论最核心也最深刻的不变量之一. 选定𝑁, 𝑘. 从𝑀𝑘(Γ1(𝑁))中的
模形式 𝑓 = ∑𝑛≥0 𝑎𝑛(𝑓 )𝑞𝑛 出发,可以构造 𝐿-函数 𝐿(𝑠, 𝑓 ) = ∑𝑛≥1 𝑎𝑛(𝑓 )𝑛−𝑠,为此便须对
(𝑎𝑛(𝑓 ))𝑛≥0 作初步的估计. 本章的主要结果是:

1. Fourier系数的初步估计 (§7.1),由此推得 𝐿(𝑠, 𝑓 )在 Re(𝑠) ≫ 0时收敛并且全纯;

2. Mellin变换的基本理论 (§7.2);

3. 当 𝑓 是正规化 Hecke特征形式时, Euler乘积

𝐿(𝑠, 𝑓 ) = ∏
𝑝∶素数

(1 − 𝑎𝑝(𝑓 )𝑝−𝑠 + 𝜒𝑓 (𝑝)𝑝𝑘−1−2𝑠)
−1

在收敛范围内成立 (§7.4),其中 𝜒𝑓 (𝑝)是 𝑓 对菱形算子 ⟨𝑝⟩的特征值,在 𝑝 ∣ 𝑁 时规
定为 0;

4. 对于任意尖点形式 𝑓 ∈ 𝑆𝑘(Γ1(𝑁)),证明 Λ𝑁 (𝑠, 𝑓 ) ∶= 𝑁𝑠/2(2𝜋)−𝑠Γ(𝑠)𝐿(𝑠, 𝑓 )具有

⋄ 到整个 ℂ上的全纯延拓,在任意竖带上有界,
⋄ 函数方程 Λ(𝑠, 𝑓 ) = Λ𝑁 (𝑘 − 𝑠, 𝑊𝑁 𝑓),这里 𝑊𝑁 ∶ 𝑆𝑘(Γ1(𝑁)) → 𝑆𝑘(Γ1(𝑁))是
所谓的 Fricke对合或 Atkin–Lehner对合 (§7.5).

我们事实上将处理一般的 𝑓 ∈ 𝑀𝑘(Γ1(𝑁)),这时 Λ𝑁 (𝑠, 𝑓 )可能在 𝑠 = 0, 𝑘有单极点.
确立 Λ𝑁 (𝑠, 𝑓 )解析性质的关键是应用Mellin变换表之为 𝑓 的某种周期积分,这是 Hecke
的洞见. Euler乘积和 Λ𝑁 (𝑠, 𝑓 )的诸多解析性质是 𝐿-函数的根本特征. Eisenstein级数的
𝐿-函数可以表达作所谓 Hecke特征标的 𝐿-函数,但本书选择略过.

为了提供具体例子,我们将穿插 𝜗-级数,平方和问题和凸性界的相关讨论.
本章参考了 [21, §5.9]. 关于凸性界的讨论是解析数论的课题;关于 𝐿-函数在这方

面的角色及应用,读者不妨参考 [27, 39]等相关文献.
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7.1 Fourier系数的初步估计

考虑权为 𝑘 ∈ ℤ≥0 的模形式. 眼下的目标是为尖点形式的 Fourier系数提供最初步
的估计.

以下选定余有限 Fuchs群 Γ,不失一般性假设∞是 Γ的尖点,并考虑相应的 Fourier
展开. 记任意 𝑓 ∈ 𝑀𝑘(Γ)在该处的 Fourier展开为∑𝑛≥0 𝑎𝑛(𝑓 )𝑞𝑛

𝑟 ,其中

𝑟 ∶= min {𝑡 > 0 ∶ ( 1 𝑡
1 ) ∈ Γ} ∈ ℝ>0,

𝑞𝑟 ∶= 𝑒2𝜋𝑖𝜏/𝑟.

由 §3.6的讨论已知 ( 1 𝑟
1 )生成 Γ ∩ ( 1 ∗

1 ). 常用例子包括:

⋄ Γ = Γ(𝑁),这时 𝑟 = 𝑁 ;
⋄ Γ = Γ1(𝑁)或 Γ0(𝑁),这时 𝑟 = 1.

定理 7.1.1 (E. Hecke) 设 𝑓 ∈ 𝑆𝑘(Γ),则

|𝑎𝑛(𝑓 )| ≪ 𝑛𝑘/2,

∑𝑚≤𝑛
|𝑎𝑚(𝑓 )|2 ≪ 𝑛𝑘,

∑𝑚≤𝑛
|𝑎𝑚(𝑓 )| ≪ 𝑛(𝑘+1)/2.

证明 根据 Cauchy积分公式,置 𝜏 = 𝑥 + 𝑖𝑦,固定 𝑦 > 0并取 𝜖 ∶= 𝑒−2𝜋𝑦/𝑟 < 1,

𝑎𝑛(𝑓 ) = 1
2𝜋𝑖 ∮|𝑞𝑟|=𝜖 (∑

𝑚≥1
𝑎𝑚(𝑓 )𝑞𝑚

𝑟 )
𝑞−𝑛

𝑟 ⋅ d𝑞𝑟
𝑞𝑟

= 1
𝑟 ∫

𝑟

0
𝑓(𝑥 + 𝑖𝑦) exp (−2𝜋𝑖 ⋅ 𝑛(𝑥 + 𝑖𝑦)

𝑟 ) d𝑥

(取 𝑦 = 1
𝑛) = 𝑒2𝜋/𝑟

𝑟 ∫
𝑟

0
𝑓 (𝑥 + 𝑖

𝑛) 𝑒−2𝜋𝑖𝑛𝑥/𝑟 d𝑥.

命题 3.7.2表明 𝐵 ∶= sup𝜏∈ℋ |𝑓 (𝜏) Im(𝜏)𝑘/2|有限,故末项≪ 𝑛𝑘/2.

接着固定 𝑦 > 0,考虑 𝑓 在横线 ℝ + 𝑖𝑦上的 Fourier展开

𝑓 (𝑥 + 𝑖𝑦) = ∑
𝑚≥1

𝑎𝑚(𝑓 )𝑒−2𝜋𝑚𝑦/𝑟𝑒2𝜋𝑖𝑚𝑥/𝑟.
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Parseval公式 (定理 A.5.3)导致

∑
𝑚≥1

|𝑎𝑚(𝑓 )|2𝑒−4𝜋𝑚𝑦/𝑟 = 1
𝑟 ∫

𝑟

0
|𝑓 (𝑥 + 𝑖𝑦)|2 d𝑥 ≤ 𝐵𝑦−𝑘.

固定 𝑛 ≥ 1,以上估计给出

𝑒−4𝜋𝑛𝑦/𝑟 ⋅ ∑
1≤𝑚≤𝑛

|𝑎𝑚(𝑓 )|2 ≤ ∑
1≤𝑚≤𝑛

|𝑎𝑚(𝑓 )|2𝑒−4𝜋𝑚𝑦/𝑟 ≤
∞

∑
𝑚=1

|𝑎𝑚(𝑓 )|2𝑒−4𝜋𝑚𝑦/𝑟 ≤ 𝐵𝑦−𝑘.

和先前一样, 取 𝑦 = 1/𝑛便是 ∑𝑚≤𝑛 |𝑎𝑚(𝑓 )|2 所需的估计. Cauchy–Schwarz不等式给出
∑𝑚≤𝑛 |𝑎𝑚(𝑓 )|的相应估计.

若不要求 𝑓 ∈ 𝑀𝑘(Γ)为尖点形式,但假定 Γ为同余子群,则能得到稍弱的估计. 这
时命题 2.6.3将空间𝑀𝑘(Γ)分解成 𝑆𝑘(Γ)和 Eisenstein级数张成的 ℰ𝑘(Γ)两部分. 先前已
经计算过一些 Eisenstein级数的 Fourier展开,其系数的一般表达式虽然复杂,终归是可
算的.

定理 7.1.2 设 Γ为同余子群, 𝑓 ∈ 𝑀𝑘(Γ),则 |𝑎𝑛(𝑓 )| ≪ 𝑛𝑘.

证明 无妨设 𝑘 ≥ 1. 命题 2.6.3 1给出𝑀𝑘(Γ) = ℰ𝑘(Γ) ⊕ 𝑆𝑘(Γ). 按照 (2.6.1),如取𝑁 > 2
使得 Γ ⊃ Γ(𝑁),则 ℰ𝑘(Γ)由 §2.5所定义的 Eisenstein级数 𝐸 ̄𝑣

𝑘 ∈ 𝑀𝑘(Γ(𝑁))的若干线性
组合张成. 尖点形式部分可由定理 7.1.1料理,故处理 𝑓 ∈ ℰ𝑘(Γ)的情形足矣. 我们首先
断言 𝑔 ∶= 𝐸 ̄𝑣

𝑘 对 𝑞𝑁 ∶= 𝑒2𝜋𝑖𝜏/𝑁 作 Fourier展开后的系数具有估计

|𝑎𝑛(𝑔)| ≪
⎧⎪
⎨
⎪⎩

𝑛𝑘−1, 𝑘 ≥ 3
𝑛𝑘−1+𝜖 , 𝑘 = 1, 2

其中 𝜖是任意小的正数, 𝑛 ∈ ℤ≥0. 根据定理 2.5.8,仅须处理 𝑔 = 𝐺 ̄𝑣
𝑘 的情形,而且该定理

还将问题进一步化约为对 𝜎𝑘−1(𝑛) ∶= ∑𝑑∣𝑛 𝑑𝑘−1 验证上述估计,这个数论问题是下一个
引理的任务.

回到 𝑓 ∈ ℰ𝑘(Γ),它是若干个 𝐸 ̄𝑣
𝑘 的线性组合,故 𝑓 用 𝑞𝑁 展开后的 Fourier系数也有

如上估计,但原来的问题是用 𝑞𝑟 ∶= 𝑒2𝜋𝑖𝜏/𝑟 展开 𝑓 . 由 Γ ∩ ( 1 ∗
1 ) ⊃ Γ(𝑁) ∩ ( 1 ∗

1 )可知存
在 𝑡 ∈ ℤ≥1 使得𝑁 = 𝑡𝑟,亦即 𝑞𝑟 = 𝑞𝑡

𝑁 ;由此导出 𝑎𝑛(𝑓 )的相应估计.

1该节构造的 Eisenstein级数,其 Fourier展开和对应的直和分解可以通过解析延拓推及 𝑘 = 1, 2的情形,细
节比较复杂,详阅 [41, §7.2].
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引理 7.1.3 (见 [41, Theorem 4.7.3] ) 设 𝑘 ∈ ℤ≥1,则函数 𝜎𝑘−1 满足于

𝜎𝑘−1(𝑛) ≪
⎧⎪
⎪
⎨
⎪
⎪⎩

𝑛𝑘−1, 𝑘 ≥ 3
𝑛1+𝜖 , 𝑘 = 2
𝑛𝜖 , 𝑘 = 1,

其中 𝜖是任意正实数而 𝑛 ∈ ℤ≥1. 估计中涉及的常数依赖于 𝑘.

证明 当 𝑘 ≥ 2时,

𝜎𝑘−1(𝑛) = ∑
𝑑∣𝑛

(
𝑛
𝑑 )

𝑘−1
= 𝑛𝑘−1

∑
𝑑∣𝑛

𝑑−(𝑘−1).

若 𝑘 ≥ 3,上式小于等于 𝑛𝑘−1𝜁(𝑘 − 1). 若 𝑘 = 2,上式写作

𝑛 ∑
𝑑∣𝑛

𝑑−1 ≤ 𝑛 (1 + 1
2 + ⋯ + 1

𝑛) = 𝑛 (log 𝑛 + 𝛾 + 𝑜(1)) ,

其中 𝛾 为 Euler常数,故右式由 𝑛1+𝜖 控制.
今探讨 𝑘 = 1情形. 设 𝜖 > 0,取素因子分解 𝑛 = ∏𝑝∶素数 𝑝𝑒𝑝 . 易见

𝜎0(𝑛) = ∏
𝑝∶素数

(𝑒𝑝 + 1), 𝜎0(𝑛)𝑛−𝜖 = ∏
𝑝∶素数

𝑒𝑝 + 1
𝑝𝑒𝑝𝜖 .

注意到 log 𝑥 < 𝑥故 𝑒𝑝𝜖 log 2 < 2𝑒𝑝𝜖 ≤ 𝑝𝑒𝑝𝜖 ,从而

𝑒𝑝 + 1
𝑝𝑒𝑝𝜖 = 𝑝−𝑒𝑝𝜖 +

𝑒𝑝
𝑝𝑒𝑝𝜖 ≤ 1 +

𝑒𝑝
𝑝𝑒𝑝𝜖

≤ 1 + 1
𝜖 log 2 ≤ exp (

1
𝜖 log 2) .

当 𝑝 ≥ 21/𝜖 时,对之有更直截了当的估计

𝑒𝑝 + 1
𝑝𝑒𝑝𝜖 ≤

𝑒𝑝 + 1
2𝑒𝑝

≤ 1.

两则估计合并给出

𝜎0(𝑛)𝑛−𝜖 = ∏𝑝

𝑒𝑝 + 1
𝑝𝑒𝑝𝜖 ≤ ∏

𝑝<21/𝜖
exp (

1
𝜖 log 2) ≤ exp (

21/𝜖

𝜖 log 2) .

明所欲证.
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7.2 Mellin变换与 Dirichlet级数

给定可测函数 𝑓 ∶ ℝ>0 → ℂ,考虑含参数 𝑠 ∈ ℂ的积分

(ℳ𝑓)(𝑠) ∶= ∫
∞

0
𝑓(𝑡)𝑡𝑠 d𝑡

𝑡 ,

称之为 𝑓 的 Mellin 变换, 收敛性是稍后的主题. 我们首先说明 Mellin 变换实质上是
Fourier变换的某种解析延拓. Fourier分析或曰调和分析其本质关乎拓扑群,所以第一步
是察知拓扑群的同构

exp ∶ (ℝ, +) ∼⟶ (ℝ>0, ⋅), 𝑥 ↦ 𝑡 = 𝑒𝑥,

相应地

d𝑥 ⟷ d×𝑡 ∶= d𝑡
𝑡 ∶ 拓扑群 (ℝ>0, ⋅)上的不变测度,

[𝑥 ↦ 𝑒𝑠𝑥] ⟷ [𝑡 ↦ 𝑡𝑠] ∶ 映至 ℂ× 的连续同态, 𝑠 ∈ ℂ.

给定 𝑓 ∶ ℝ>0 → ℂ,定义 𝑔(𝑥) = 𝑓(𝑒𝑥) ∶ ℝ → ℂ. 上述字典遂给出

(ℳ𝑓)(𝑠) = ∫ℝ>0
𝑓(𝑡)𝑡𝑠 d×𝑡 = ∫ℝ

𝑔(𝑥)𝑒𝑠𝑥 d𝑥

前提是所述积分存在. 当 𝑠 = 2𝜋𝑖𝜉 ∈ 𝑖ℝ时,右式无非是 𝑔的 Fourier (逆)变换 ̌𝑔(𝜉);关于
Fourier变换的约定详阅 §A.5.

以下处理积分变换ℳ的收敛性,并导出Mellin反演公式;参阅 [53, §1.29].

命题 7.2.1 设 𝑎 < 𝑏为实数而可测函数 𝑓 ∶ ℝ>0 → ℂ满足估计

|𝑓 (𝑡)| ≪ 𝑡−𝑎, 𝑡 → 0,
|𝑓 (𝑡)| ≪ 𝑡−𝑏, 𝑡 → ∞.

(i) 含参积分ℳ𝑓(𝑠) ∶= ∫∞
0 𝑓(𝑡)𝑡𝑠 d×𝑡在 𝑎 < Re(𝑠) < 𝑏的紧子集上正规收敛 (见 §A.3),

而且对于 𝑎 < 𝑎′ < 𝑏′ < 𝑏,函数ℳ𝑓(𝑠)在竖带 𝑎′ ≤ Re(𝑠) ≤ 𝑏′ 上有界,对 𝑠全纯.

(ii) 假设 𝑓 连续,并且进一步要求 𝑦 ↦ ℳ𝑓(𝑐 + 𝑖𝑦)对每个 𝑎 < 𝑐 < 𝑏皆属于 𝐿1(ℝ),或
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要求 𝑓 是局部有界变差函数,则Mellin反演公式成立: 对如上实数 𝑐和任意 𝑡 > 0,

𝑓(𝑡) = 1
2𝜋𝑖 ∫Re(𝑠)=𝑐

𝑡−𝑠ℳ(𝑓)(𝑠) d𝑠

∶= 1
2𝜋 lim

𝑇 →+∞ ∫
𝑇

−𝑇
ℳ(𝑓)(𝑐 + 𝑖𝑦)𝑡−𝑐−𝑖𝑦 d𝑦.

证明 为了处理 (i),先将 |𝑓 (𝑡)𝑡𝑠−1|的积分拆为 ∫1
0 和 ∫∞

1 两段. 我们有

|𝑓 (𝑡)𝑡𝑠−1| ≪ 𝑡−𝑎+Re(𝑠)−1, 0 < 𝑡 ≤ 1,
|𝑓 (𝑡)𝑡𝑠−1| ≪ 𝑡−𝑏+Re(𝑠)−1, 𝑡 ≥ 1.

由之得到紧子集上的正规收敛性,以及在 {𝑠 ∈ ℂ ∶ 𝑎′ ≤ Re(𝑠) ≤ 𝑏′}上的界. 进一步,对
于任何紧子集 𝐸 ⊂ ℝ>0 和 𝐾 ⊂ {𝑠 ∈ ℂ ∶ 𝑎 < Re(𝑠) < 𝑏},基于对 𝑓 的估计,函数族

{𝐾 ∋ 𝑠 ↦ 𝑓(𝑡)𝑡𝑠}𝑡∈𝐸

显然等度连续并且对 𝑠 全纯. 因之 ℳ𝑓(𝑠) 的全纯性质是分析学的标准结果, 见命题
A.3.3.

接着来证明 (ii)的反演公式. 命 𝑓𝑐(𝜂) ∶= 𝑓(𝑒𝜂)𝑒𝑐𝜂 ,其中 𝜂 ∈ ℝ. 注意到

|𝑓𝑐(𝜂)| ≪
⎧⎪
⎨
⎪⎩

𝑒(𝑐−𝑎)𝜂 , 𝜂 → −∞
𝑒(𝑐−𝑏)𝜂 , 𝜂 → +∞,

所以 𝑎 < 𝑐 < 𝑏确保 𝑓𝑐 是 ℝ上的速降函数. 换元 𝑡 = 𝑒𝜂 给出

ℳ(𝑓)(𝑐 + 𝑖𝑦) = ∫ℝ>0
𝑓(𝑡)𝑡𝑐+𝑖𝑦 d×𝑡 = ∫ℝ

𝑓𝑐(𝜂)𝑒𝑖𝑦𝜂 d𝜂 = (𝑓𝑐)∨
(

𝑦
2𝜋 ) ;

最后一个等号基于 §A.5 对 Fourier 变换的约定. 对 𝑓𝑐 应用 Fourier 反演 (定理 A.5.2)
以导出

𝑓𝑐(𝜂)𝑒−𝑐𝜂 = 𝑒−𝑐𝜂 lim
𝑇 →+∞ ∫

𝑇

−𝑇
(𝑓𝑐)∨(𝑦)𝑒−2𝜋𝑖𝑦𝜂 d𝑦

= 𝑒−𝑐𝜂

2𝜋 lim
𝑇 →+∞ ∫

𝑇

−𝑇
(𝑓𝑐)∨

(
𝑦

2𝜋 ) 𝑒−𝑖𝑦𝜂 d𝑦

= 1
2𝜋 lim

𝑇 →+∞ ∫
𝑇

−𝑇
ℳ(𝑓)(𝑐 + 𝑖𝑦)𝑒−(𝑐+𝑖𝑦)𝜂 d𝑦.

重新以 𝑒𝜂 = 𝑡换元即所求.
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例 7.2.2 取 𝑓(𝑡) = 𝑒−𝑡,那么以上估计中可取 𝑎 = 0而 𝑏任意大,是故ℳ𝑓(𝑠)在 Re(𝑠) > 0
时收敛并给出 §2.1讨论过的 Γ函数. 已知 Γ(𝑠)可以延拓为 ℂ上的亚纯函数,而且根据
熟知的复 Stirling公式,当 𝑐限制在有界区间 [𝑐1, 𝑐2] ⊂ ℝ时,有一致的近似估计

|Γ(𝑐 + 𝑖𝑦)| ∼ √2𝜋|𝑦|𝑐− 1
2 𝑒−𝜋|𝑦|/2, |𝑦| → ∞; (7.2.1)

特别地, Γ(𝑐 + 𝑖𝑦)对 |𝑦|速降,故Mellin反演公式成立. 详见 [62, 3.12]或 [25, II.0.4].

所谓 Dirichlet级数是形如 ∑𝑛≥1 𝑎𝑛𝑛−𝑠 的无穷级数,其中 𝑎 = (𝑎𝑛)∞
𝑛=1 是复数列而 𝑠

容许在 ℂ的某个开子集中变动,使得级数收敛. 在收敛的前提下, Dirichlet级数对加法
和乘法封闭

∑
𝑛≥1

𝑎𝑛𝑛−𝑠 + ∑
𝑛≥1

𝑏𝑛𝑛−𝑠 = ∑
𝑛≥1

(𝑎𝑛 + 𝑏𝑛)𝑛−𝑠,

∑
𝑛≥1

𝑎𝑛𝑛−𝑠 ⋅ ∑
𝑛≥1

𝑏𝑛𝑛−𝑠 = ∑
𝑛≥1

(𝑎 ⋆ 𝑏)𝑛𝑛−𝑠,
(7.2.2)

此处定义 Dirichlet卷积
(𝑎 ⋆ 𝑏)𝑛 ∶= ∑

𝑑∣𝑛
𝑎𝑑𝑏𝑛/𝑑 .

若 𝑎1 = 1而且 𝑎𝑛 满足

gcd(𝑛, 𝑚) = 1 ⟹ 𝑎𝑛𝑚 = 𝑎𝑛𝑎𝑚,

则形式的操作立刻给出 Euler乘积

∑
𝑛≥1

𝑎𝑛𝑛−𝑠 = ∏
𝑝∶素数

∑
𝑒≥0

𝑎𝑝𝑒𝑝−𝑒𝑠,

其严谨的成立条件则是 ∑𝑛≥1 |𝑎𝑛|𝑛− Re(𝑠) 收敛 (定理 A.4.6); 这是诸位在 §2.2学习 Rie-
mann 𝜁 函数的 Euler乘积时用过的技术.

练习 7.2.3 证明当 Re(𝑠) > 1 时 𝜁(𝑠)−1 = ∑𝑛≥1 𝜇(𝑛)𝑛−𝑠, 此处 𝜇(𝑛) 是数论中的 Möbius
函数.

练习 7.2.4 对于复数列 𝑎 = (𝑎𝑛)𝑛≥1,定义 Lambert级数

𝔏(𝑞) ∶=
∞

∑
𝑛=1

𝑎𝑛𝑞𝑛

1 − 𝑞𝑛 , |𝑞| < 1.

证明若存在𝑀 ≥ 0使得 |𝑎𝑛| ≪ 𝑛𝑀 ,则 𝔏(𝑞)收敛,并且 𝔏(𝑞) = ∑∞
𝑛=1(𝑎 ⋆ 1)𝑛𝑞𝑛,其中 1代
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表常值列 (1)𝑛≥1. 依此对所有 𝑟 ∈ ℝ证明

∞

∑
𝑛=1

𝑛𝑟𝑞𝑛

1 − 𝑞𝑛 =
∞

∑
𝑛=1

𝜎𝑟(𝑛)𝑞𝑛,
∞

∑
𝑛=1

𝜇(𝑛)𝑞𝑛

1 − 𝑞𝑛 = 𝑞.

定理 7.2.5 设存在𝑀 ∈ ℝ使得复数列 (𝑎𝑛)𝑛≥1 满足估计

(a) |𝑎𝑛| ≪ 𝑛𝑀 ,或者
(b) ∑𝑚≤𝑛 |𝑎𝑚| ≪ 𝑛𝑀+1,

则以下性质成立.

(i) 设 𝑡 ∈ ℂ,则 ̃𝑓 (𝑡) ∶= ∑𝑛≥1 𝑎𝑛𝑒−𝑛𝑡 在 Re(𝑡) > 0时收敛,而且当 𝑡 ∈ ℝ时

| ̃𝑓 (𝑡)| ≪ 𝑡−𝑀−1, 𝑡 → 0+,
| ̃𝑓 (𝑡)| ≪ 𝑒−𝑡, 𝑡 → +∞.

(ii) Dirichlet级数 𝐿(𝑠) ∶= ∑𝑛≥1 𝑎𝑛𝑛−𝑠 在 Re(𝑠) > 𝑀 + 1时收敛. 若 𝑎 > 𝑀 + 1,则 𝐿(𝑠)
在区域 {𝑠 ∶ Re(𝑠) ≥ 𝑎}上一致有界.

相对于参数 𝑡, 𝑠,无穷级数 ̃𝑓 (𝑡)和 𝐿(𝑠)皆在紧子集上正规收敛,并且在收敛范围内
分别对 𝑡, 𝑠全纯.

(iii) 当 Re(𝑠) > 𝑀 + 1时ℳ ̃𝑓(𝑠)由收敛积分定义,对 𝑠全纯,此时

Γ(𝑠)𝐿(𝑠) = (ℳ ̃𝑓)(𝑠) = ∫ℝ>0

̃𝑓 (𝑡)𝑡𝑠 d×𝑡;

对于任意𝑀 + 1 < 𝑎 < 𝑏 < +∞,上式作为 𝑠的函数在竖带 𝑎 ≤ Re(𝑠) ≤ 𝑏上一致有
界,并且对 | Im(𝑠)|速降.

(iv) 当实数 𝑐 > 𝑀 + 1时,对所有 𝑡 > 0皆有

̃𝑓 (𝑡) = 1
2𝜋𝑖 ∫Re(𝑠)=𝑐

Γ(𝑠)𝐿(𝑠)𝑡−𝑠 d𝑠.

条件∑𝑚≤𝑛 |𝑎𝑚| ≪ 𝑛𝑀+1 应理解为 |𝑎𝑚|在平均意义下按 𝑛𝑀 增长. 断言 (iv)的积分
按命题 7.2.1 (ii)的方法诠释.

证明 显然条件 (a) ⟹ (b),是故以下仅假定 (b).
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先处理 (ii). 命 𝐴𝑛 ∶= ∑𝑚≤𝑛 |𝑎𝑚|, 𝑏𝑛 ∶= 𝑛− Re(𝑠). Abel分部求和法蕴涵

𝑛

∑
𝑚=1

|𝑎𝑚|𝑚− Re(𝑠) =
𝑛

∑
𝑚=1

(𝐴𝑚 − 𝐴𝑚−1)𝑏𝑚, 𝐴0 ∶= 0

=
𝑛

∑
𝑚=1

𝐴𝑚𝑏𝑚 −
𝑛−1

∑
𝑚=0

𝐴𝑚𝑏𝑚+1 =
𝑛

∑
𝑚=1

𝐴𝑚 (𝑏𝑚 − 𝑏𝑚+1) + 𝐴𝑛𝑏𝑛+1

≤
𝑛

∑
𝑚=1

𝐴𝑛 |𝑏𝑚 − 𝑏𝑚+1| + 𝐴𝑛𝑏𝑛+1.

由于 𝐴𝑛 ≪ 𝑛𝑀+1,当 Re(𝑠) > 𝑀 + 1时 𝐴𝑛𝑏𝑛+1 → 0. 又由微分均值定理知 |𝑏𝑚 − 𝑏𝑚+1|可
以用 𝑚− Re(𝑠)−1 来控制,故∑𝑚≥1 𝐴𝑚 |𝑏𝑚 − 𝑏𝑚+1|在 Re(𝑠) > 𝑀 + 1时也收敛;相关估计在
区域 {𝑠 ∶ Re(𝑠) ≥ 𝑎}上是一致的. 按熟知的办法推导全纯性,见命题 A.3.4.

回头处理 (i). 设 𝑡 ∈ ℝ. 条件 (b)蕴涵 |𝑎𝑛| ≪ 𝑛𝑀+1,故 𝑡 > 0时的收敛性是根审敛法
的直接应用. 至于 | ̃𝑓 (𝑡)|的估计,令 𝑄 ∶= 𝑒−𝑡. 在上述分部求和中改取 𝑏𝑚 ∶= 𝑄𝑚,则

𝑛

∑
𝑚=1

|𝑎𝑚|𝑄𝑚 =
𝑛

∑
𝑚=1

𝐴𝑚 (𝑏𝑚 − 𝑏𝑚+1) + 𝐴𝑛𝑏𝑛+1

= (1 − 𝑄)
𝑛

∑
𝑚=1

𝐴𝑚𝑄𝑚 + 𝐴𝑛𝑄𝑛+1 𝑛→+∞ (1 − 𝑄) ∑
𝑚≥1

𝐴𝑚𝑄𝑚

≪ (1 − 𝑄) ∑
𝑚≥1

𝑚𝑀+1𝑄𝑚.

当 𝑡 → 0时 1 − 𝑄 = 𝑡 + 𝑜(𝑡),由∑𝑚≥1 𝑚𝑀+1𝑄𝑚 的大致公式 (参照命题 3.6.7的证明)
可见

(1 − 𝑄) ∑
𝑚≥1

𝑚𝑀+1𝑄𝑚 ≪ (1 − 𝑄)−𝑀−1 ∼ 𝑡−𝑀−1.

这便给出 𝑡 → 0+时的估计. 另一方面,

| ̃𝑓 (𝑡)| ≤ ∑
𝑚≥1

|𝑎𝑚|𝑄𝑚 = 𝑄
(

|𝑎1| + ∑
𝑚≥1

|𝑎𝑚+1|𝑄𝑚
)

.

易见级数∑𝑚≥1 |𝑎𝑚+1| ⋅ |𝑄|𝑚 收敛而且对 𝑡递减. 于是上式蕴涵 𝑡 → +∞时 | ̃𝑓 (𝑡)| ≪ 𝑄.
如是证得 (i).

对于 (iii), ℳ ̃𝑓(𝑠) 的收敛范围和全纯性质是 (i) 和命题 7.2.1 的结论. 形式地计
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算可得

∫ℝ>0

̃𝑓 (𝑡)𝑡𝑠 d×𝑡 = ∫ℝ>0
∑
𝑛≥1

𝑎𝑛𝑒−𝑛𝑡𝑡𝑠 d×𝑡

= ∑
𝑛≥1

𝑎𝑛 ∫ℝ>0
𝑒−𝑛𝑡𝑡𝑠 d×𝑡

(换元 𝑡 𝑛𝑡) = ∑
𝑛≥1

𝑎𝑛𝑛−𝑠Γ(𝑠) = Γ(𝑠)𝐿(𝑠),

第三个等号用上了例 7.2.2; 为了确保收敛并交换积分与求和, 我们先在区域 Re(𝑠) >
max{0, 𝑀 + 1}上应用命题 7.2.1和 (i)的估计,以 Fubini定理证成上述等式. 由于ℳ ̃𝑓(𝑠)
和 Γ(𝑠)𝐿(𝑠) 都能延拓到 Re(𝑠) > 𝑀 + 1 上, 等式 Γ(𝑠)𝐿(𝑠) = ℳ ̃𝑓(𝑠) 随之延拓. 在竖带
𝑎 ≤ Re(𝑠) ≤ 𝑏上的性状缘于 𝐿(𝑠)在竖带上一致有界和 Γ对 | Im(𝑠)|速降,见 (7.2.1).
最后, (iv)直接导自 (iii)和命题 7.2.1的Mellin反演公式.

推论 7.2.6 设数列 (𝑎𝑛)∞
𝑛=1, (𝑎†

𝑛)∞
𝑛=1满足定理 7.2.5的估计,相应的 Dirichlet级数分别记为

𝐿(𝑠), 𝐿†(𝑠),则
∀𝑠, 𝐿(𝑠) = 𝐿†(𝑠) ⟺ ∀𝑛, 𝑎𝑛 = 𝑎†

𝑛.

证明 根据定理 7.2.5, Dirichlet级数 𝐿(𝑠)透过反演公式确定了 ̃𝑓 (𝑡) = ∑𝑛≥1 𝑎𝑛𝑄𝑛,其中
𝑡 > 0而 𝑄 ∶= 𝑒−𝑡. 视 ̃𝑓 为单位开圆盘 {𝑄 ∈ ℂ ∶ |𝑄| < 1}上的全纯函数;由于幂级数展
开唯一, (𝑎𝑛)∞

𝑛=1 也随之被确定了.

由此可知 Dirichlet级数 𝐿(𝑠)蕴藏了数列 (𝑎𝑛)∞
𝑛=1 的一切信息.

7.3 应用: 从 𝜽级数到平方和问题
对于一般的格都可以定义 𝜗 级数, 但本节只考虑最经典的 Jacobi 𝜗 级数. 它以

𝜏 ∈ ℋ 为参数,定义为
𝜗(𝜏) ∶= ∑

𝑛∈ℤ
𝑞𝑛2

2 , 𝑞2 ∶= 𝑒𝜋𝑖𝜏 ,

显见 |𝑞2| < 1,故级数在紧集上正规收敛,对 𝜏 全纯. 我们将研究与之相关的Mellin变换
与模形式.

注记 7.3.1 一般意义下的 𝜗级数带两个变元

𝜗(𝑧; 𝜏) ∶= ∑
𝑛∈ℤ

𝑞𝑛2
2 𝜂𝑛, 𝑞2 ∶= 𝑒𝜋𝑖𝜏 , 𝜂 ∶= 𝑒2𝜋𝑖𝑧,

其中 (𝑧, 𝜏) ∈ ℂ × ℋ . 收敛与全纯毫无问题 (参阅 §A.3),而 𝜗(𝜏) = 𝜗(0; 𝜏). 这是模形式理
论中所谓 Jacobi形式的典型例子. 关于几何与表示论面向的讨论可见 [42],经典视角则
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可参照 [62,第九章];这里的 𝜗(𝜏; 𝑧)对应于 [62]的 𝜗3,后者也是 Jacobi原始的记法.

定理 7.3.2 (函数方程) 我们有 𝜗(𝜏 + 2) = 𝜗(𝜏). 对任意满足 Re(𝜂) > 0之复数 𝜂,记√𝜂为
其在右半平面的平方根,则

𝜗(𝜏) = 1
√−𝑖𝜏

𝜗 (
−1
𝜏 ) .

证明 第一个断言缘于 𝑞2(𝜏 + 2) = 𝑞2(𝜏). 第二个断言其等式两边对 𝜏 全纯,于是仅须对
𝜏 = 𝑖𝜂 ∈ 𝑖ℝ>0 来验证. 首先定义含参数 𝜂 > 0的辅助函数

𝑓𝜂(𝑥) ∶= 𝑒−𝜋𝜂𝑥2 , 𝑥 ∈ ℝ;

它在 ℝ 上是 𝐶∞ 速降函数. 根据初等 Fourier 分析的一条标准结果 (如 [26, Example
2.2.9]配合 (A.5.2)),我们有

(𝑓𝜂)∨ = 1
√𝜂

𝑓1/𝜂 . (7.3.1)

于是 (𝑓𝜂)∨ 也是 ℝ 上的 𝐶∞ 速降函数. 应用 Poisson 求和公式 (定理 A.5.4) 并代入
𝜂 = 𝜏/𝑖 = −𝑖𝜏 和 (7.3.1),得到 𝜗(𝜏)等于

∑
𝑛∈ℤ

exp (𝜋𝑖𝑛2𝜏) = ∑
𝑛∈ℤ

𝑓𝜂(𝑛) = ∑
𝑛∈ℤ

(𝑓𝜂)∨(𝑛)

= 1
√−𝑖𝜏 ∑

𝑛∈ℤ
exp (𝜋𝑖 ⋅ −1

𝜏 ⋅ 𝑛2
) .

右式给出 1
√−𝑖𝜏

𝜗 (
−1
𝜏 ),明所欲证.

定义 ℝ>0 上的函数

𝑓(𝑡) ∶= 1
2 (𝜗(𝑖𝑡) − 1) = ∑

𝑛≥1
𝑒−𝜋𝑛2𝑡,

̃𝑓 (𝑡) ∶= 𝑓 (
𝑡
𝜋 ) = ∑

𝑛≥1
𝑒−𝑛2𝑡

(7.3.2)

置入定理 7.2.5的框架, ̃𝑓 对应于数列 (𝑎𝑛)∞
𝑛=1 如下

𝑎𝑛 ∶=
⎧⎪
⎨
⎪⎩

1, 𝑛 ∶平方数
0, 𝑛 ∶非平方数.

显然有∑𝑚≤𝑛 𝑎𝑛 ≤ √𝑛. 这相当于说定理 7.2.5所需的估计对𝑀 = − 1
2 成立. 因此Mellin

变换ℳ ̃𝑓(𝑠)在 Re(𝑠) > 1
2 时收敛并且对 𝑠全纯.
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定理 7.3.3 (B. Riemann) 定义 𝑓 如 (7.3.2). Mellin变换ℳ𝑓(𝑠)在 Re(𝑠) > 1
2 时收敛并给

出 𝑠的全纯函数. 它具有在 ℂ上的亚纯延拓,其唯一极点在 𝑠 = 0, 1
2 处,分别是留数为

− 1
2 和

1
2 的单极点,并且满足函数方程

ℳ𝑓(𝑠) = ℳ𝑓 (
1
2 − 𝑠) .

进一步, ℳ𝑓(𝑠) = 𝜋−𝑠Γ(𝑠)𝜁(2𝑠).

证明 关于ℳ𝑓(𝑠)的收敛范围,全纯性等显然和ℳ ̃𝑓(𝑠)相同;实际上

ℳ ̃𝑓(𝑠) = ∫ℝ>0
𝑓 (

𝑡
𝜋 ) 𝑡𝑠 d×𝑡 = 𝜋𝑠

∫ℝ>0
𝑓(𝑡)𝑡−𝑠 d×𝑡 = 𝜋𝑠ℳ𝑓(𝑠).

由之前观察遂知ℳ𝑓(𝑠), ℳ ̃𝑓(𝑠)在 Re(𝑠) > 1
2 时收敛并全纯.

以下将同步导出亚纯延拓和函数方程. 首先将ℳ𝑓(𝑠)拆分为

∫
1

0
𝑓(𝑡)𝑡𝑠 d×𝑡 + ∫

∞

1
𝑓(𝑡)𝑡𝑠 d×𝑡.

回忆命题 7.2.1证明可知 ∫∞
1 对任何 𝑠都收敛,而 ∫1

0 的收敛范围是 Re(𝑠) > 1
2 . 对积

分 ∫1
0 施行换元 𝑢 ∶= 1

𝑡 : 注意到 d𝑢
𝑢 = − d𝑡

𝑡 并应用定理 7.3.2,得出 ∫1
0 𝑓(𝑡)𝑡𝑠 d×𝑡等于

1
2 ∫

1

0 (
1

√𝑡
𝜗 (

𝑖
𝑡) − 1

)
𝑡𝑠 d×𝑡 = 1

2 ∫
∞

1 (√𝑢𝜗 (𝑖𝑢) − 1) 𝑢−𝑠 d×𝑢

= ∫
∞

1

𝜗(𝑖𝑢) − 1
2 ⋅ 𝑢−𝑠+ 1

2 d×𝑢 + 1
2 (∫

∞

1
𝑢−𝑠+ 1

2 d×𝑢 − ∫
∞

1
𝑢−𝑠 d×𝑢)

= ∫
∞

1
𝑓(𝑢)𝑢

1
2 −𝑠 d×𝑢 − 1

2 (
1

1
2 − 𝑠

+ 1
𝑠 )

.

综上,当 Re(𝑠) > 1
2 时

ℳ𝑓(𝑠) = ∫
∞

1
𝑓(𝑡)𝑡𝑠 d×𝑡 + ∫

∞

1
𝑓(𝑡)𝑡

1
2 −𝑠 d×𝑡 − 1

2 (
1

1
2 − 𝑠

+ 1
𝑠 )

.

定理 7.2.5蕴涵 𝑓(𝑡)在 𝑡 → +∞时按指数衰减,因而积分 ∫∞
1 𝑓(𝑡)𝑡𝑠 d×𝑡和 ∫∞

1 𝑓(𝑡)𝑡
1
2 −𝑠 d×𝑡

对所有 𝑠 ∈ ℂ皆收敛且全纯,故右式是 𝑠 ∈ ℂ的亚纯函数,其极点的描述正与断言相符,
并且右式显然对 𝑠 ↔ 1

2 − 𝑠对称,由此同时导出ℳ𝑓 的亚纯延拓,极点信息与函数方程.
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将 ̃𝑓 (𝑡) = ∑𝑛≥1 𝑒−𝑛2𝑡 代入定理 7.2.5,可知当 Re(𝑠) > 1
2 时

Γ(𝑠) ∑
𝑛≥1

𝑛−2𝑠 = ℳ ̃𝑓(𝑠) = 𝜋𝑠ℳ𝑓(𝑠),

整理后得到ℳ𝑓(𝑠) = 𝜋−𝑠Γ(𝑠)𝜁(2𝑠);根据亚纯延拓,此式对所有 𝑠 ∈ ℂ成立. 明所欲证.

以上证明未动用 𝜁(𝑠) = ∑𝑛≥1 𝑛−𝑠 的任何已知性质,它实际给出了 𝜁 的亚纯延拓,极
点描述与函数方程的另一套证明. 这一论证也出自 Riemann.

我们将目光转向数论中的平方和问题. 符号稍易,命

𝜃(𝜏) ∶= 𝜗(2𝜏) = ∑
𝑛∈ℤ

𝑞𝑛2 , 𝑞 ∶= 𝑒2𝜋𝑖𝜏 .

函数 𝜃 具有数论上的兴味: 基于幂级数在收敛范围 |𝑞| < 1 内的乘法, 对任意
𝑚 ∈ ℤ≥1 皆有

𝜃(𝜏)𝑚 = ∑
𝑛≥0

𝑟𝑚(𝑛)𝑞𝑛,

其中的系数
𝑟𝑚(𝑛) ∶= |{(𝑛𝑖)𝑘

𝑖=1 ∈ ℤ𝑘 ∶ 𝑛2
1 + ⋯ + 𝑛2

𝑘 = 𝑚}|

是整数写作 𝑚个平方和的表法个数. 且先介绍一个粗糙的估计. 记 ℝ𝑚 的标准范数为
‖ ⋅ ‖,而 𝔹𝑚 ∶= {𝑥 ∈ ℝ𝑚 ∶ ‖𝑥‖ ≤ 1}为单位闭球.

命题 7.3.4 定义 𝑅𝑚(𝑛) ∶= ∑ℎ≤𝑛 𝑟𝑚(ℎ),则

lim
𝑛→∞

𝑅𝑚(𝑛)
𝑛

𝑚
2

= vol(𝔹𝑚) = 𝜋
𝑚
2

Γ (1 + 𝑚
2 )

,

而且 𝑟𝑚(𝑛) ≪ 𝑛𝑚/2,估计中的常数依赖于 𝑚.

关于 𝑅𝑚(𝑛)或其种种变体的估计称为 Gauss圆内整点问题.

证明 不妨设 𝑛 > 𝑚,这时 𝑅𝑚(𝑛) = |√𝑛 ⋅ 𝔹𝑚 ∩ ℤ𝑚
| ≥ 1;对每个 𝑥 ∈ √𝑛 ⋅ 𝔹𝑚 ∩ ℤ𝑚 作相

应的方块 𝑥 + [0, 1]𝑚,诸方块内部无交,其并则记为ℛ,则 vol(ℛ) = 𝑅𝑚(𝑛). 我们断言

(√𝑛 − √𝑚) ⋅ 𝔹𝑚 ⊂ ℛ ⊂ (√𝑛 + √𝑚) ⋅ 𝔹𝑚.

首先, 若 𝑦 ∈ 𝑥 + [0, 1]𝑛 则三角不等式蕴涵 ‖𝑦‖ ≤ ‖𝑥‖ + √𝑛, 由此得到第二个 ⊂. 若
‖𝑦‖ ≤ √𝑛 − √𝑚,则 𝑥 ∶= (⌊𝑦𝑖⌋)

𝑚
𝑖=1 满足于 𝑦 ∈ 𝑥 + [0, 1]𝑛,而 ‖𝑥‖ ≤ ‖𝑦‖ + √𝑚 ≤ √𝑛,由

此得到第一个 ⊂. 下图是 𝑚 = 2, 𝑛 = 9的情形:
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3 ⋅ 𝔹𝑚

比较体积并取极限 𝑛 → ∞ 即得第一式; 关于 𝔹𝑚 体积的公式是熟知的. 由于 𝑟𝑚(𝑛) ≤
𝑅𝑚(𝑛),随之得到上界.

焦点转回 𝜃本身. 定理 7.3.2化为

𝜃(𝜏 + 1)𝑚 = 𝜃(𝜏)𝑚, 𝜃 (𝜏)𝑚 = 1

(√−2𝑖𝜏)
𝑚 𝜃 (

−1
4𝜏 )

𝑚
.

考虑 SL(2, ℚ)的元素

𝑇 ∶=
⎛
⎜
⎜
⎜
⎝

1 1

1

⎞
⎟
⎟
⎟
⎠

, 𝑉4 ∶= 1
2

⎛
⎜
⎜
⎜
⎝

−1

4

⎞
⎟
⎟
⎟
⎠

; 𝑉 2
4 =

⎛
⎜
⎜
⎜
⎝

−1

−1

⎞
⎟
⎟
⎟
⎠

.

当 𝑚 = 2𝑘时 (√−2𝑖𝜏)−𝑚 = (−2𝑖𝜏)−𝑘 = 𝑖𝑘(2𝜏)−𝑘,上式可改写作

𝜃2𝑘 = 𝜃2𝑘 |𝑘 𝑇 , 𝜃2𝑘 = 𝑖𝑘𝜃2𝑘 |𝑘 𝑉4 = 𝑖𝑘𝜃2𝑘 |𝑘 ( −1
4 ). (7.3.3)

这暗示 𝜃2𝑘有望成为权 𝑘的模形式;实际上,相应的离散子群可以取为同余子群 Γ0(4),并
且对 Γ0(4)/Γ1(4) = (ℤ/4ℤ)× 到 ℂ× 的某个同态具有等变性. 下面就来补全细节.

引理 7.3.5 同余子群 Γ0(4)在 PSL(2, ℝ)中的像由 𝑇 和 ̃𝑇 ∶= 𝑉4𝑇 𝑉 −1
4 = ( 1

4 1 )生成.

证明 设 𝛾 = ( 𝑎 𝑏
4𝑐 𝑑 ) ∈ Γ0(4). 我们对 𝑎2+𝑏2递归来说明±𝛾能由 𝑇 , ̃𝑇 表出. 设 𝑎2+𝑏2 = 1;

假若 𝑎 = 0,此时 det 𝛾 = −4𝑏𝑐 不可能为 1;若 𝑏 = 0则 𝛾 = ±( 1
4𝑚 1 ) = ± ̃𝑇 𝑚. 以下考虑

𝑎2 + 𝑏2 > 1情形;此时 𝑏 ≠ 0,否则 det 𝛾 = 1将蕴涵 |𝑎| = 1,与 𝑎2 + 𝑏2 > 1矛盾. 又由
𝑎 ∉ 2ℤ可知 |𝑎| ≠ 2|𝑏|. 下面应用一则初等的观察: 设 𝑥, 𝑦 ∈ ℝ满足 0 < |𝑥| < 2|𝑦|,那么
分析正负号可知 |𝑦 + 𝑥| < |𝑦|或 |𝑦 − 𝑥| < |𝑦|必居其一.

1. 若 |𝑎| < 2|𝑏|,上述观察给出 |𝑎 + 𝑏| < |𝑏|或 |𝑎 − 𝑏| < |𝑏|;此时分别以 𝛾𝑇 ±1 代 𝛾 来
缩小 𝑎2 + 𝑏2.

2. 若 |𝑎| > 2|𝑏|则 |4𝑏| < 2|𝑎|,上述观察给出 |𝑎 + 4𝑏| < |𝑎|或 |𝑎 − 4𝑏| < |𝑎|;此时分别
以 𝛾 ̃𝑇 ±1 代 𝛾 来缩小 𝑎2 + 𝑏2.
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明所欲证.

定义群同态

𝜒 ∶ (ℤ/4ℤ)× ⟶ ℂ×

±1 mod 4ℤ ⟼ ±1.

引理 7.3.6 取 𝜒 如上,设 𝑘 ∈ ℤ≥1,则对所有 𝛾 = ( 𝑎 𝑏
𝑐 𝑑 ) ∈ Γ0(4)都有 𝜃2𝑘 |𝑘 𝛾 = 𝜒(𝑑)𝑘𝜃2𝑘.

作为特例,当 𝛾 ∈ Γ1(4)时 𝜃2𝑘 |𝑘 𝛾 = 𝜃2𝑘.

证明 取 𝛾 = ( −1
−1 )则 𝜃2𝑘 |𝑘 ( −1

−1 ) = (−1)𝑘𝜃2𝑘 = 𝜒(−1)𝑘𝜃2𝑘. 取 𝛾 = 𝑇 则 𝜒(𝑑) = 1
而 𝜃2𝑘 |𝑘 𝑇 = 𝜃2𝑘. 最后取引理 7.3.5的 𝛾 = ̃𝑇 ,则 𝜒(𝑑) = 1而

𝜃2𝑘 |𝑘
̃𝑇 = 𝜃2𝑘 |𝑘 𝑉4 |𝑘 𝑇 |𝑘 𝑉 −1

4 = 𝜃2𝑘.

根据引理 7.3.5,这三个元素生成 Γ0(4). 证毕.

命题 7.3.7 设 𝑘 ∈ ℤ≥1,则 𝜃2𝑘 ∈ 𝑀𝑘 (Γ0(4), 𝜒𝑘). 它在尖点∞处取值为 1.

证明 首先证明 𝜃2𝑘 ∈ 𝑀𝑘(Γ0(4), 𝜒𝑘). 基于命题 1.5.11, 再配合引理 7.3.6 提供的
(Γ1(4), 𝜒)-等变性,仅须验证 𝜃2𝑘 在尖点∞处的 Fourier展开

𝜃(𝜏)2𝑘 = ∑
𝑛≥0

𝑟2𝑘(𝑛)𝑞𝑛

中的系数 𝑟2𝑘(𝑛)至多按多项式增长,然而这由命题 7.3.4确保. 显然 𝑟2𝑘(0) = 1.

当 ℎ为正奇数时, 𝜃ℎ 可以用半整权模形式的理论来解释. 特别地, 𝜃 是权为 1
2 的模

形式. Serre和 Stark的一个著名定理断言所有权为 1
2 ,级为某个算术子群 Γ ⊂ SL(2, ℤ)

的模形式都可以写作 𝜃𝑢,𝑣 ∶= ∑𝑛∈ℤ 𝑞𝑢(𝑛+𝑣)2
的线性组合,以此观之, 𝜃 级数也就穷尽了权

为 1
2 的模形式. 一般的半整权 ℎ + 1

2 模形式和整权 2ℎ模形式之间则有深刻的对应关系,
这是由志村五郎, Kohnen, Gelbart, Piatetski-Shapiro和Waldspurger等人奠基的工作.
我们业已将 𝑘平方和的表法数 𝑟𝑘(𝑛)诠释为模形式 (容许半整权)的 Fourier系数.

牛刀小试,首先琢磨 𝑟4(𝑛). 回忆定义 2.4.3构造的全纯函数 𝐸2, 𝐺2 以及

𝒢2(𝜏) ∶= 𝐺2(𝜏)
−8𝜋2 = 𝐸2(𝜏)

−24 = − 1
24 +

∞

∑
𝑛=1

𝜎1(𝑛)𝑞𝑛.

等式 (2.4.1)蕴涵 𝜏−2𝒢2(−1/𝜏) = 𝒢2(𝜏) − (4𝜋𝑖𝜏)−1,它不是模形式,但实解析函数 𝒢 ∗
2 (𝜏) ∶=

𝒢2(𝜏) + 1
8𝜋 Im(𝜏) 则满足于 𝛾 ∈ SL(2, ℤ) ⟹ 𝒢 ∗

2 |2 𝛾 = 𝒢 ∗
2 (练习 2.4.5).

练习 7.3.8 对所有𝑁 ∈ ℤ≥1证明𝒢2(𝜏)−𝑁𝒢2(𝑁𝜏) = 𝒢 ∗
2 (𝜏)−𝑁𝒢 ∗

2 (𝑁𝜏)属于𝑀2(Γ0(𝑁)).
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提示 可应用命题 1.5.11和 6.4.1.

基于以上练习, 𝑀2(Γ0(4))含有元素

𝒢2(𝜏) − 2𝒢2(2𝜏) = 1
24 + 𝑞 + 𝑞2 + ⋯ ,

𝒢2(2𝜏) − 2𝒢2(4𝜏) = 𝒢2(𝜏) − 4𝒢2(4𝜏)
2 − 𝒢2(𝜏) − 2𝒢2(2𝜏)

2
= 1

24 + 0 ⋅ 𝑞 + 𝑞2 + ⋯ .

观察 Fourier展开前两项可知两者线性无关. 因为维数公式给出 dimℂ 𝑀2(Γ0(4)) = 2 (例
4.3.4),以上两者给出𝑀2(Γ0(4))的一组基. 容易算出 𝑟4(1) = 8;代入 𝜃(𝜏)4 = 1 + 8𝑞 + ⋯ ∈
𝑀2(Γ0(4)),登时解出

𝜃(𝜏)4 = 8 (𝒢2(𝜏) − 2𝒢2(2𝜏)) + 16 (𝒢2(2𝜏) − 2𝒢2(4𝜏)) = 8(𝒢2(𝜏) − 4𝒢2(4𝜏)).

定理 7.3.9 (C. G. J. Jacobi) 对于 𝑛 ∈ ℤ≥1,我们有 𝑟4(𝑛) = 8 ∑𝑑∣𝑛
4∤𝑑

𝑑.

证明 鉴于 𝜃(𝜏)4 的上述表达式和 𝒢2 的展开,一切归结于

∑
𝑑∣𝑛

𝑑 − 4 ∑
𝑑∣ 𝑛

4

𝑑 = ∑
𝑑∣𝑛
4∤𝑑

𝑑,

其中∑𝑑∣ 𝑛
4
一项在 4 ∤ 𝑛时设为 0.

因为∑4∤𝑑∣𝑛 𝑑 中至少含 𝑑 = 1一项, 𝑟4(𝑛) ≥ 8,由此立得 Lagrange四平方和定理.
对于 𝜃(𝜏)8 = ∑𝑛≥0 𝑟8(𝑛)𝑞𝑛 ∈ 𝑀4(Γ0(4)), 用例 4.3.4 算出之 dimℂ 𝑀4(Γ0(4)) = 3 和

Eisenstein级数
𝒢4 ∶= 𝐸4

240 = 1
240 + ∑

𝑛≥1
𝜎3(𝑛)𝑞𝑛

如法炮制,可得

𝜃(𝜏)8 = 16𝒢4(𝜏) − 32𝒢4(2𝜏) + 256𝒢4(4𝜏),
𝑟8(𝑛) = 16 ∑

𝑑∣𝑛
(−1)𝑛−𝑑𝑑3.

这些结果可以上溯到 Eisenstein和 Smith,细节留给读者玩赏.
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7.4 Hecke特征形式的 𝑳函数
选定 𝑁, 𝑘 ∈ ℤ≥1. 设 𝑓(𝜏) = ∑𝑛≥0 𝑎𝑛(𝑓 )𝑞𝑛 ∈ 𝑆𝑘(Γ1(𝑁)),这里 𝑞 = 𝑒2𝜋𝑖𝜏 . 本节将在收

敛半径内定义 𝐿-函数 𝐿(𝑠, 𝑓 ),并在 𝑓 为正规化 Hecke特征形式时给出 𝐿(𝑠, 𝑓 )的 Euler
乘积. 注记 7.4.5将说明如何透过新形式理论来探讨一般尖点形式的 𝐿-函数.

定义 7.4.1 模形式 𝑓 ∈ 𝑀𝑘(Γ1(𝑁))的 𝑳-函数定义为 Dirichlet级数

𝐿(𝑠, 𝑓 ) ∶= ∑
𝑛≥1

𝑎𝑛(𝑓 )𝑛−𝑠.

显然 𝐿(𝑠, 𝑎𝑓1 + 𝑏𝑓2) = 𝑎𝐿(𝑠, 𝑓1) + 𝑏𝐿(𝑠, 𝑓2);注记 7.5.5将介绍另一种通行的定义,差
一个平移. 当务之急是估计 𝐿(𝑠, 𝑓 )的收敛范围.

引理 7.4.2 命𝑀 ∶=
⎧⎪
⎨
⎪⎩

𝑘−1
2 , 𝑓 ∈ 𝑆𝑘(Γ1(𝑁))

𝑘, 𝑓 ∈ 𝑀𝑘(Γ1(𝑁)) ∖ 𝑆𝑘(Γ1(𝑁)).

(i) Dirichlet级数𝐿(𝑠, 𝑓 )在Re(𝑠) > 𝑀+1时绝对收敛,对 𝑠全纯,在形如 {𝑠 ∶ Re(𝑠) ≥ 𝑎}
的区域上一致有界 (𝑎 > 𝑀 + 1).

(ii) 当 Re(𝑠) > 𝑀 + 1时

(2𝜋)−𝑠Γ(𝑠)𝐿(𝑠, 𝑓 ) = ∫ℝ>0
(𝑓 (𝑖𝑡) − 𝑎0(𝑓 ))𝑡𝑠 d×𝑡;

对于所有𝑀 + 1 < 𝑎 < 𝑏,上式在竖带 𝑎 ≤ Re(𝑠) ≤ 𝑏上一致有界,且对 | Im(𝑠)|速降.

证明 由定理 7.1.1 和 7.1.2 分别得到估计 ∑𝑚≤𝑛 |𝑎𝑛(𝑓 )| ≪ 𝑛𝑀+1 (当 𝑓 ∈ 𝑆𝑘(Γ1(𝑁)))
或 |𝑎𝑛(𝑓 )| ≪ 𝑛𝑀 (其余情形). 置 ̃𝑓 (𝑡) ∶= 𝑓 (

𝑖𝑡
2𝜋 ) − 𝑎0(𝑓 ), 其中 𝑡 > 0, 于是乎 ̃𝑓 (𝑡) =

∑𝑛≥1 𝑎𝑛(𝑓 )𝑒−𝑛𝑡 可以代入定理 7.2.5; 注意到 ℳ ̃𝑓(𝑠) = (2𝜋)𝑠 ∫ℝ>0 (𝑓(𝑖𝑡) − 𝑎0(𝑓 )) 𝑡𝑠 d×𝑡
即可.

定理 7.4.3 (E. Hecke) 择定同态 𝜒 ∶ (ℤ/𝑁ℤ)× → ℂ×, 按 0 延拓到 ℤ/𝑁ℤ. 若 𝑓 ∈
𝑀𝑘(Γ1(𝑁), 𝜒)是正规化 Hecke特征形式 (定义 6.3.10),定义𝑀 如引理 7.4.2,则 𝐿(𝑠, 𝑓 )具
有 Euler乘积

𝐿(𝑠, 𝑓 ) = ∏
𝑝∶素数

(1 − 𝑎𝑝(𝑓 )𝑝−𝑠 + 𝜒(𝑝)𝑝𝑘−1−2𝑠)
−1 , Re(𝑠) > 𝑀 + 1;

特别地,

⋄ 当 𝑛, 𝑚 ∈ ℤ≥1 互素时 𝑎𝑛𝑚(𝑓 ) = 𝑎𝑛(𝑓 )𝑎𝑚(𝑓 );
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⋄ 对所有素数 𝑝和 𝑒 ∈ ℤ≥1,皆有 𝑎𝑝𝑒+1 (𝑓 ) = 𝑎𝑝(𝑓 )𝑎𝑝𝑒 (𝑓 ) − 𝜒(𝑝)𝑝𝑘−1𝑎𝑝𝑒−1 (𝑓 ).

证明 以下均假设 Re(𝑠) > 𝑀 + 1. 引理 7.4.2 确保 𝐿(𝑠, 𝑓 ) 收敛, 或者更精确地说
∑𝑛≥1 |𝑎𝑛(𝑓 )|𝑛− Re(𝑠) 收敛.

其余是 §6.3的 Hecke算子理论的应用. 首先回忆到 𝑇𝑛𝑓 = 𝑎𝑛(𝑓 )𝑓 (推论 6.3.9),而
gcd(𝑛, 𝑚) = 1 蕴涵 𝑇𝑛𝑇𝑚 = 𝑇𝑛𝑚 = 𝑇𝑚𝑇𝑛 (定义 6.3.3). 综之, (𝑎𝑛(𝑓 ))𝑛≥1 满足 gcd(𝑚, 𝑛) =
1 ⟹ 𝑎𝑚𝑛(𝑓 ) = 𝑎𝑚(𝑓 )𝑎𝑛(𝑓 ). 代入定理 A.4.6遂产生 Euler乘积

∑
𝑛≥1

𝑎𝑛(𝑓 )𝑛−𝑠 = ∏
𝑝∶素数(∑

𝑒≥0
𝑎𝑝𝑒 (𝑓 )𝑝−𝑒𝑠

)
,

并且右式的无穷乘积绝对收敛. 剩下任务是对每个素数 𝑝证明

(1 − 𝑎𝑝(𝑓 )𝑝−𝑠 + 𝜒(𝑝)𝑝𝑘−1−2𝑠) ⋅ ∑
𝑒≥0

𝑎𝑝𝑒 (𝑓 )𝑝−𝑒𝑠 = 1.

将乘积展开,可见此式等价于

𝑎𝑝𝑒+1 (𝑓 ) = 𝑎𝑝(𝑓 )𝑎𝑝𝑒 (𝑓 ) − 𝜒(𝑝)𝑝𝑘−1𝑎𝑝𝑒−1 (𝑓 ), 𝑒 ≥ 1.

然而定义 6.3.3给出
𝑇𝑝𝑒+1 ∶= 𝑇𝑝𝑇𝑝𝑒 − 𝑝𝑘−1 ⟨𝑝⟩ 𝑇𝑝𝑒−1 , 𝑒 ≥ 1,

而 ⟨𝑝⟩ 𝑓 = 𝜒(𝑝)𝑓 . 这些算子作用在 𝑓 上便给出所求等式.

例 7.4.4 取 𝑁 = 1, 这时 𝜒 = 1. 例 5.6.5 业已说明模判别式 Δ(𝜏) = ∑𝑛≥1 𝜏(𝑛)𝑞𝑛 是
𝑆12(SL(2, ℤ))中的正规化 Hecke特征形式. 于是

∑
𝑛≥1

𝜏(𝑛)𝑛−𝑠 = ∏
𝑝∶素数

(1 − 𝜏(𝑝)𝑝−𝑠 + 𝑝11−2𝑠)
−1 , Re(𝑠) > 13

2 ,

而且

⋄ 当 𝑛, 𝑛′ ∈ ℤ≥1 互素时 𝜏(𝑛𝑛′) = 𝜏(𝑛)𝜏(𝑛′);
⋄ 对所有素数 𝑝和 𝑒 ∈ ℤ≥1 皆有 𝜏(𝑝𝑒+1) = 𝜏(𝑝)𝜏(𝑝𝑒) − 𝑝11𝜏(𝑝𝑒−1).

这就回答了我们在 §2.4提及的一些 Ramanujan的猜想. 定理 7.1.1给出估计 𝜏(𝑛) ≪ 𝑛6,
但要证明 §2.4中更精细的猜想 |𝜏(𝑝)| ≤ 2𝑝11/2 则需要深刻的几何工具,不属本书范围.

注记 7.4.5 定义 6.4.8引入的新形式必然是正规化 Hecke特征形式,故具备定理 7.4.3的
Euler乘积. 推而广之,推论 6.5.6表明 𝑆𝑘(Γ1(𝑁))由一组形如 𝑓(𝜏) ∶= ℎ(𝑑𝜏)的模形式张
成,其中

ℎ ∈ 𝑆𝑘(Γ1(𝑁′))new 是新形式, 𝑑, 𝑁′ ∈ ℤ≥1, 𝑑𝑁′ ∣ 𝑁.
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于是
𝑓(𝜏) = ∑

𝑛≥1
𝑎𝑛(ℎ)𝑞𝑑𝑛, Re(𝑠) > 𝑀 + 1 ⟹ 𝐿(𝑠, 𝑓) = 𝑑−𝑠𝐿(𝑠, ℎ).

若 ℎ对 (ℤ/𝑁′ℤ)× 的作用按特征标 𝜒 变化,那么将 𝜒 透过 ℤ/𝑁ℤ ↠ ℤ/𝑁′ℤ拉回,便给
出 𝑓 对 (ℤ/𝑁ℤ)× 作用的特征标;见引理 6.4.3 (i). 原则上,尖点形式的 𝐿-函数的性状可
如是归结为新形式的情形.

练习 7.4.6 Eisenstein级数的 Dirichlet级数可以用显式表作已知的其它 Dirichlet级数,
从而导出其亚纯延拓等性质. 且看级为 SL(2, ℤ)的基本例子. 设 𝑘 > 2为偶数,在收敛范
围内考虑

𝒢𝑘(𝜏) ∶= −𝐵𝑘
2𝑘 + ∑

𝑛≥1
𝜎𝑘−1(𝑛)𝑞𝑛 ∈ 𝑀𝑘(SL(2, ℤ)),

𝐿(𝑠, 𝒢𝑘) ∶= ∑
𝑛≥1

𝜎𝑘−1(𝑛)𝑛−𝑠.

试证
𝐿(𝑠, 𝒢𝑘) = 𝜁(𝑠)𝜁(𝑠 − 𝑘 + 1).

此时 𝐿(𝑠, 𝒢𝑘)从 𝜁 函数继承 Euler乘积和亚纯延拓. 提示 按 (7.2.2)的符号, 𝜎𝑘−1(𝑛) =
(𝑎 ⋆ 𝑏)𝑛,其中 𝑎𝑛 ∶= 𝑛𝑘−1 而 𝑏𝑛 ∶= 1.

7.5 函数方程
在探讨 𝐿(𝑠, 𝑓 ) 的延拓与函数方程之前, 重温定义 6.4.4 引入的算子 𝑤𝑁 ∶ 𝑓 ↦

𝑓 |𝑘 𝛼𝑁 ,其中 𝛼𝑁 ∶= ( −1
𝑁 )满足于 𝛼2

𝑁 = ( −𝑁
−𝑁 )和 𝛼𝑁 Γ1(𝑁)𝛼−1

𝑁 = Γ1(𝑁). 算子 𝑤𝑁
保持子空间 𝑆𝑘(Γ1(𝑁))不变. 引理 3.7.5表明 𝑤𝑁 是 𝑆𝑘(Γ1(𝑁))上的酉算子,显式写为

𝑤𝑁 𝑓(𝜏) = (𝑓 |𝑘 𝛼𝑁 ) (𝜏) = 𝑁− 𝑘
2 𝜏−𝑘𝑓 (

−1
𝑁𝜏 ) .

按定义立见
𝑤2

𝑁 𝑓 = 𝑓 |𝑘 𝛼2
𝑁 = 𝑓 |𝑘 ( −𝑁

−𝑁 ) = (−1)𝑘𝑓.

这就提示我们将 𝑤𝑁 调整为酉对合;留意到酉对合必然自伴.

定义 7.5.1 (Fricke对合,或 Atkin–Lehner对合) 从𝑤𝑁定义算子𝑊𝑁 ∶= 𝑖𝑘𝑤𝑁 ,显式写作

𝑊𝑁 ∶ 𝑀𝑘(Γ1(𝑁)) ⟶ 𝑀𝑘(Γ1(𝑁))

𝑓 ⟼ [𝑖𝑘𝑓 |𝑘 𝛼𝑁 ∶ 𝜏 ↦ 𝑖𝑘𝑁− 𝑘
2 𝜏−𝑘𝑓 (

−1
𝑁𝜏 )] .
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它限制为 𝑆𝑘(Γ1(𝑁))到自身的酉对合. 对级为 Γ0(𝑁)的模形式也有类似操作,不再赘述.

练习 7.5.2 证明若 𝑓 ∈ 𝑀𝑘(Γ1(𝑁), 𝜒),则𝑊𝑁 𝑓 ∈ 𝑀𝑘(Γ1(𝑁), 𝜒−1).

在对合𝑊𝑁 的作用下, 𝑀𝑘(Γ1(𝑁))分解为 ±1-特征子空间的直和

𝑀𝑘(Γ1(𝑁))± ∶= {𝑓 ∈ 𝑀𝑘(Γ1(𝑁)) ∶ 𝑊𝑁 𝑓 = ±𝑓} ;

对 𝑆𝑘(Γ1(𝑁))亦然. 举例明之, §7.3介绍的 𝜃2𝑘 是𝑀𝑘(Γ0(4), 𝜒𝑘) ∩ 𝑀𝑘(Γ1(4))+ 的元素. 诚
然, (7.3.3)表明它满足于𝑊4(𝜃2𝑘) = 𝑖𝑘𝜃2𝑘 |𝑘 𝛼4 = 𝜃2𝑘.

定义 7.5.3 设 𝑓 ∈ 𝑀𝑘(Γ1(𝑁)). 在引理 7.4.2给出的收敛范围 Re(𝑠) > 𝑀 + 1内定义

Λ𝑁 (𝑠, 𝑓 ) ∶= 𝑁𝑠/2(2𝜋)−𝑠Γ(𝑠)𝐿(𝑠, 𝑓 ).

定理 7.5.4 (E. Hecke) 对所有的 𝑓 = ∑𝑛≥0 𝑎𝑛(𝑓 )𝑞𝑛 ∈ 𝑀𝑘(Γ1(𝑁)),函数𝐿(𝑠, 𝑓 )和Λ𝑁 (𝑠, 𝑓 )
皆能延拓为 ℂ上的亚纯函数,满足以下性质.

(i) 函数 Λ𝑁 (𝑠, 𝑓 )在收敛范围 Re(𝑠) > 𝑀 + 1内全纯,可以表作Mellin变换

Λ𝑁 (𝑠, 𝑓 ) = ∫
∞

0 (
𝑓

(
𝑖𝑡

√𝑁 )
− 𝑎0(𝑓 )

)
𝑡𝑠 d×𝑡.

(ii) 函数 Λ𝑁 (𝑠, 𝑓 ) + 𝑎0(𝑓 )
𝑠 + 𝑎0(𝑊𝑁 𝑓)

𝑘 − 𝑠 能延拓为 ℂ上的全纯函数,在任意竖带域上有
界;

(iii) 我们有函数方程 Λ𝑁 (𝑠, 𝑓 ) = Λ𝑁 (𝑘 − 𝑠, 𝑊𝑁 𝑓);作为推论,

𝑓 ∈ 𝑀𝑘(Γ1(𝑁))± ⟹ Λ𝑁 (𝑠, 𝑓 ) = ±Λ𝑁 (𝑘 − 𝑠, 𝑓 ).

证明 引理 7.4.2在 Re(𝑠) > 𝑀 + 1时给出 𝐿(𝑠, 𝑓 )的收敛性,全纯性以及

Λ𝑁 (𝑠, 𝑓 ) = 𝑁
𝑠
2 (2𝜋)−𝑠Γ(𝑠)𝐿(𝑠, 𝑓 ) = 𝑁

𝑠
2 ∫ℝ>0

(𝑓(𝑖𝑢) − 𝑎0(𝑓 )) 𝑢𝑠 d×𝑢.

在收敛范围内对积分施行换元,得到

𝑁
𝑠
2 ∫

∞

0
𝑓(𝑖𝑢)𝑢𝑠 d×𝑢 = ∫

∞

0 (
𝑓

(
𝑖𝑡

√𝑁 )
− 𝑎0(𝑓 )

)
𝑡𝑠 d×𝑡, 𝑡 ∶= 𝑢√𝑁, d×𝑡 = d×𝑢.
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此即 (i). 右式再拆作两段积分

∫
1

0 (
𝑓

(
𝑖𝑡

√𝑁 )
− 𝑎0(𝑓 )

)
𝑡𝑠 d×𝑡 + ∫

∞

1 (
𝑓

(
𝑖𝑡

√𝑁 )
− 𝑎0(𝑓 )

)
𝑡𝑠 d×𝑡.

从定理 7.2.5 (i)可知 𝑓 (
𝑖𝑡

√𝑁 ) − 𝑎0(𝑓 )在 𝑡 → +∞时按指数衰减,故积分 ∫∞
1 对所有

𝑠 ∈ ℂ都收敛并定义 𝑠的全纯函数,在任意竖带上有界. 至于 ∫1
0 ,则以定义 7.5.1的公式

𝑓
(

𝑖
𝑡√𝑁 )

= 𝑡𝑘 ⋅ (𝑊𝑁 𝑓)
(

𝑖𝑡
√𝑁 )

和 d𝑡
𝑡 = −d(1/𝑡)

1/𝑡 ,在 Re(𝑠) ≫ 0的前提下作如下翻转

∫
1

0
𝑓

(
𝑖𝑡

√𝑁 )
𝑡𝑠 d×𝑡 − 𝑎0(𝑓 ) ∫

1

0
𝑡𝑠 d×𝑡 = ∫

∞

1
𝑓

(
𝑖

𝑡√𝑁 )
𝑡−𝑠 d×𝑡 − 𝑎0(𝑓 )

𝑠

= ∫
∞

1 (
(𝑊𝑁 𝑓)

(
𝑖𝑡

√𝑁 )
− 𝑎0(𝑊𝑁 𝑓)

)
𝑡𝑘−𝑠 d×𝑡 + 𝑎0(𝑊𝑁 𝑓) ∫

∞

1
𝑡𝑘−𝑠 d×𝑡 − 𝑎0(𝑓 )

𝑠

= ∫
∞

1 (
(𝑊𝑁 𝑓)

(
𝑖𝑡

√𝑁 )
− 𝑎0(𝑊𝑁 𝑓)

)
𝑡𝑘−𝑠 d×𝑡 − 𝑎0(𝑓 )

𝑠 − 𝑎0(𝑊𝑁 𝑓)
𝑘 − 𝑠 .

前提确保积分 ∫1
0 𝑡𝑠 d×𝑡和 ∫∞

1 𝑡𝑘−𝑠 d×𝑡皆收敛. 综上,当 Re(𝑠) ≫ 0时

Λ𝑁 (𝑠, 𝑓 ) + 𝑎0(𝑓 )
𝑠 + 𝑎0(𝑊𝑁 𝑓)

𝑘 − 𝑠 =

∫
∞

1 (
𝑓

(
𝑖𝑡

√𝑁 )
− 𝑎0(𝑓 )

)
𝑡𝑠 d×𝑡 + ∫

∞

1 (
(𝑊𝑁 𝑓)

(
𝑖𝑡

√𝑁 )
− 𝑎0(𝑊𝑁 𝑓)

)
𝑡𝑘−𝑠 d×𝑡.

(7.5.1)

之前已说明这些积分 ∫∞
1 对所有 𝑠 ∈ ℂ收敛而且全纯,在竖带上有界,于是 (ii)得证,并

且说明 Λ𝑁 (𝑠, 𝑓 )和 𝐿(𝑠, 𝑓 )有到 ℂ的亚纯延拓.

最后,因为𝑊𝑁 是对合,替换 𝑠 ↔ 𝑘 − 𝑠和 𝑓 ↔ 𝑊𝑁 𝑓 对调 𝑎0(𝑓 )
𝑠 和 𝑎0(𝑊𝑁 𝑓)

𝑘−2 ,而且不
改变 (7.5.1)的右式. 这就得出了函数方程 (iii).

若 𝑓 ∈ 𝑆𝑘(Γ1(𝑁)),则𝑊𝑁 𝑓 亦然,此时 Λ𝑁 (𝑠, 𝑓 )是 ℂ上的全纯函数.

当𝑁 = 1时𝑊1 = id,此时函数方程 Λ1(𝑠, 𝑓 ) = Λ1(𝑘 − 𝑠, 𝑓 )对所有 𝑓 皆成立.

对于 𝑓 ∈ 𝑆𝑘(Γ1(𝑁)), 应用 d𝑡2

𝑡2 = 2 d𝑡
𝑡 , 定理 7.5.4 对 Λ𝑁 (𝑠, 𝑓 ) 的积分表达式还可以
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改写作

2 ∫ℝ>0
𝑓

⎛
⎜
⎜
⎜
⎝

⎛
⎜
⎜
⎜
⎝

𝑡

𝑡−1

⎞
⎟
⎟
⎟
⎠

𝑖
√𝑁

⎞
⎟
⎟
⎟
⎠

𝑡2𝑠 d×𝑡, 或者 ∫ℝ>0
𝑓

⎛
⎜
⎜
⎜
⎝

⎛
⎜
⎜
⎜
⎝

𝑡

1

⎞
⎟
⎟
⎟
⎠

𝑖
√𝑁

⎞
⎟
⎟
⎟
⎠

𝑡𝑠 d×𝑡.

换言之,这是沿着 Lie群理论所谓的 “环面”子群 ( ∗
∗ ) ⊂ SL(2, ℝ) (皆取单位连通分支)

或 ( ∗
1 ) ∩ GL(2, ℝ)+ 作用于 𝑖

√𝑁
的轨道作积分,外加来自 𝑡2𝑠 或 𝑡𝑠 的 “扭曲”;这些轨道

无非是连接 𝑖和∞的测地线.
推而广之,模形式或更一般的自守形式沿着特定子流形的积分称为周期积分,它们

往往联系于种种来自数论或表示论的微妙信息,举例明之,取 𝑓 ∈ 𝑆𝑘(Γ1(𝑁)):

⊳ 测地周期 如前述,沿过 𝑖, ∞的测地线作以 𝑡𝑠 予以扭曲的周期积分,本质上给出了
𝑓 的 𝐿-函数 𝐿(𝑠, 𝑓 ) (定理 7.5.4),就群论角度也无妨称为环面周期;

⊳ 幂幺周期 沿幂幺子群 ( 1 ∗
1 )的轨道作以 𝑥 + 𝑖𝑦 ↦ 𝑒2𝜋𝑖𝑛𝑥 扭曲的周期积分,给出的是

Fourier系数 𝑎𝑛(𝑓 )乘上 𝑒2𝜋𝑖𝑛𝑦 (注记 1.5.5);这些轨道也可以看作 §1.2介绍过的极
限圆,切 ℝ ⊔ {∞}于∞.

显然, 𝐿(𝑠, 𝑓 )和 𝑎𝑛(𝑓 )都是模形式理论至为关心的主题,反过来也说明周期积分的
地位.

注记 7.5.5 谨介绍另一种常见的定义: 对于 𝑓 ∈ 𝑀𝑘(Γ1(𝑁)),令 𝜆𝑓 (0) = 𝑎0(𝑓 )而 𝑛 ≥ 1
时令 𝜆𝑓 (𝑛) = 𝑎𝑛(𝑓 )𝑛−(𝑘−1)/2. 如此则 𝑓 的 Fourier展开写作

𝑓(𝜏) = 𝜆𝑓 (0) + ∑
𝑛≥1

𝑛
𝑘−1

2 𝜆𝑓 (𝑛)𝑞𝑛.

定义 Dirichlet级数

𝐿∘(𝑠, 𝑓 ) ∶= ∑
𝑛≥1

𝜆𝑓 (𝑛)𝑛−𝑠 = 𝐿 (𝑠 + 𝑘 − 1
2 , 𝑓) .

当 𝑓 是正规化 Hecke特征形式时, 𝑓 ∈ 𝑀𝑘(Γ1(𝑁), 𝜒)的 Euler乘积遂改写作

𝐿∘(𝑠, 𝑓 ) = ∏
𝑝∶素数

(1 − 𝜆𝑓 (𝑝)𝑝−𝑠 + 𝜒(𝑝)𝑝−2𝑠)
−1 ;

而对于 𝑓 ∈ 𝑆𝑘(Γ1(𝑁))情形, 𝐿∘(𝑠, 𝑓 )在 Re(𝑠) > 1时收敛. 准此要领,定义

Λ∘
𝑁 (𝑠, 𝑓 ) ∶= Λ𝑁 (𝑠 + 𝑘 − 1

2 , 𝑓)

= 𝑁
𝑠
2 + 𝑘−1

4 (2𝜋)−𝑠− 𝑘−1
2 Γ (𝑠 + 𝑘 − 1

2 ) 𝐿∘(𝑠, 𝑓 ),
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定理 7.5.4的函数方程改写为

Λ∘
𝑁 (𝑠, 𝑓 ) ∶= 𝑁

𝑠
2 + 𝑘−1

4 (2𝜋)−𝑠− 𝑘−1
2 Γ (𝑠 + 𝑘 − 1

2 ) 𝐿∘(𝑠, 𝑓 ),

Λ∘
𝑁 (𝑠, 𝑓 ) = Λ∘

𝑁 (1 − 𝑠, 𝑊𝑁 𝑓).

如此一来,函数方程与收敛范围皆与 Riemann 𝜁 函数相似.

本节的最后回到对合𝑊𝑁 . 我们在 §6.4提过,新形式可以视为尖点形式的基本构件,
自 Euler乘积观照 (定理 7.4.3),还可以说新形式具有 “正确”的 𝐿-函数. 以下说明这套理
论如何与定理 7.5.4接榫.

引理 7.5.6 对合𝑊𝑁 保持 𝑆𝑘(Γ1(𝑁))的子空间 𝑆𝑘(Γ1(𝑁))old 和 𝑆𝑘(Γ1(𝑁))new.

证明 因为𝑊𝑁 是 𝑆𝑘(Γ1(𝑁))上的酉算子,证明它保持 𝑆𝑘(Γ1(𝑁))old 即可. 命题 6.4.6的
证明过程 (或练习 6.4.7)业已验证 𝑤𝑁 = 𝑖−𝑘𝑊𝑁 保持 𝑆𝑘(Γ1(𝑁))old.

命题 7.5.7 若 𝑓 ∈ 𝑆𝑘(Γ1(𝑁))new 是新形式,则存在唯一的新形式 𝑓 ∗ ∈ 𝑆𝑘(Γ1(𝑁))new 和
𝛾𝑓 ∈ ℂ× 使得𝑊𝑁 𝑓 = 𝛾𝑓 𝑓 ∗;进一步, 𝑓 ∗∗ = 𝑓 而 𝛾𝑓 𝛾𝑓 ∗ = 1.

证明 引理 6.4.5 说明对于所有 𝑇 ∈ 𝕋1(𝑁) 在 𝑆𝑘(Γ1(𝑁)) 上的作用, 其伴随算子为
𝑊𝑁 𝑇 𝑊 −1

𝑁 ;特别地𝑊𝑁 ⟨𝑑⟩ 𝑊 −1
𝑁 = ⟨𝑑⟩−1. 另一方面,定理 6.1.8又说明 𝑝 ∤ 𝑁 时 𝑇𝑝 的伴

随算子是 ⟨𝑝⟩−1 𝑇𝑝. 以上两点和𝑊 2
𝑁 = id导出𝑊𝑁 𝑓 是所有 ⟨𝑑⟩和所有 𝑇𝑝 (要求 𝑝 ∤ 𝑁)

的共同特征向量. 既然𝑊𝑁 𝑓 ∈ 𝑆𝑘(Γ1(𝑁))new ∖ {0},引理 6.5.4遂确定所求之 𝛾𝑓 和 𝑓 ∗ 使
得𝑊𝑁 𝑓 = 𝛾𝑓 𝑓 ∗.

从 𝑊𝑁 𝑓 = 𝛾𝑓 𝑓 ∗ 导出 𝑓 = 𝑊 2
𝑁 𝑓 = 𝛾𝑓 𝛾𝑓 ∗ 𝑓 ∗∗. 既然新形式之间线性无关 (定理

6.5.5),立见 𝑓 = 𝑓 ∗∗ 而 𝛾𝑓 𝛾𝑓 ∗ = 1. 证毕.

综之,定理 7.5.4对新形式 𝑓 可以改写作 Λ𝑁 (𝑠, 𝑓 ) = 𝛾𝑓 Λ𝑁 (𝑘 − 𝑠, 𝑓 ∗)或 Λ∘
𝑁 (𝑠, 𝑓 ) =

𝛾𝑓 Λ∘
𝑁 (1 − 𝑠, 𝑓 ∗)的形式.

7.6 凸性界
研究 𝐿-函数的基本难点在于无论 Dirichlet级数或 Euler乘积都只对 Re(𝑠) ≫ 0收

敛,然而 𝐿-函数在某些临界区域内的性状更值得关切,比如函数方程的对称轴,无论用
收敛区域或它对函数方程的翻转都无法够着. Phragmén–Lindelöf原理 (定理 A.6.4)为此
提供了一个初步的工具.

对于任意竖带 {𝑠 ∈ ℂ ∶ 𝑎 ≤ Re(𝑠) ≤ 𝑏}上的连续函数 𝐹 , 定义 𝜇 = 𝜇𝐹 ∶ [𝑎, 𝑏] →
ℝ ⊔ {∞}如下: 𝜇(𝑐)是当 𝑦遍历 ℝ时让估计 𝑓(𝑐 + 𝑖𝑦) ≪ (1 + |𝑦|)𝑀 成立的最小指数𝑀
(下确界);详阅 §A.6. 函数 𝜇是 Phragmén–Lindelöf原理关切的对象.
第一步是估计 Dirichlet级数在收敛范围内的 𝜇值.
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命题 7.6.1 设复数列 (𝑎𝑛)∞
𝑛=1 服从于估计 |𝑎𝑛| ≪ 𝑛𝑀 ,或更弱的∑𝑚≤𝑛 |𝑎𝑚| ≪ 𝑛𝑀+1. 那么

Dirichlet级数 𝐹 (𝑠) ∶= ∑𝑛≥1 𝑎𝑛𝑛−𝑠 在 𝑐 > 𝑀 + 1时满足 𝜇𝐹 (𝑐) = 0.

证明 根据定理 7.2.5,此 Dirichlet级数在 Re(𝑠) > 𝑀 + 1时收敛并全纯,而且在该范围
内的任何竖带上有界,于是 𝑐 > 𝑀 + 1 ⟹ 𝜇(𝑐) ≤ 0.

设 𝑎𝑚 是第一个非零系数,那么

|𝐹 (𝑠)| ≥ 𝑚− Re(𝑠)
(

|𝑎𝑚| − ∑
𝑛≥𝑚+1

(
𝑚
𝑛 )

Re(𝑠)
|𝑎𝑛|

)
.

留意到 𝑚 < 𝑛 导致 (𝑚/𝑛)Re(𝑠) 对 Re(𝑠) 递减. 按照控制收敛定理, 上式的括号项在
Re(𝑠) → +∞时趋近于 |𝑎𝑚| > 0;特别地,当 Re(𝑠) ≫ 0时 |𝐹 (𝑠)|有仅依赖于 Re(𝑠)并且
> 0的下界,故 𝑐 ≫ 0 ⟹ 𝜇𝐹 (𝑐) = 0.

对于任意之 𝑐 > 𝑀 + 1,任取 𝐶 ≫ 𝑐. 因为 Dirichlet级数 𝐹 (𝑠)在 𝑐 ≤ Re(𝑠) ≤ 𝐶 上一
致有界,可以应用 Phragmén–Lindelöf定理 A.6.4导出 𝜇𝐹 ∶ [𝑐, 𝐶] → ℝ ⊔ {∞}的函数图
形全在 (𝑐, 𝜇𝐹 (𝑐))和 (𝐶, 0)的连线下方;已知 𝜇𝐹 (𝑐) ≤ 0,而在 𝐶 附近 𝜇𝐹 = 0,当下看穿唯
一可能是 𝜇𝐹 (𝑐) = 0.

例 7.6.2 按定理 2.2.7或 7.3.3, Riemann 𝜁 函数的函数方程写作

𝜁(1 − 𝑠) = 𝜋
1
2 −𝑠Γ (

𝑠
2) Γ (

1 − 𝑠
2 )

−1
𝜁(𝑠).

我们希望对所有 𝑐 ∈ ℝ估计 𝜇(𝑐) = 𝜇𝜁 (𝑐);当然,这里得避开唯一的极点 𝑠 = 1. 以
下取 𝑇 > 1. 首先,由命题 7.6.1知道 𝜇(𝑇 ) = 0. 当 𝑐 = 1 − 𝑇 时,函数方程连同 (7.2.1)
蕴涵之

Γ (
𝑇 + 𝑖𝑦

2 )

Γ (
1 − 𝑇 − 𝑖𝑦

2 )

∼ √2𝜋|𝑦|(𝑇 −1)/2 exp(−𝜋|𝑦|/2)
√2𝜋|𝑦|−𝑇 /2 exp(−𝜋|𝑦|/2)

= |𝑦|𝑇 − 1
2 , |𝑦| → +∞

给出 𝜇(1 − 𝑇 ) = 𝑇 − 1
2 ; 这里 𝜋

1
2 −𝑠 不影响估计. 下一步是应用定理 A.6.4 来对竖带

{𝑐 ∶ 1 − 𝑇 < 𝑐 < 𝑇 }估计 𝜇. 有两种方法避开 𝜁 的极点:

⋄ 以 𝜁1(𝑠) ∶= 𝑠(1 − 𝑠)𝜁(𝑠)代 𝜁(𝑠)得到 ℂ上的全纯函数,相应地 𝜇1(𝑐) = 𝜇(𝑐) + 2 (引
理 A.6.2),对 𝜇1 完成估计后再平移回 𝜇;

⋄ 在相关估计中容许竖带被拦腰截断,这不影响结论,所有分析工具仍照常运作.

这里且遵循第一套方法. 首先断言 𝜁1 在竖带 1 − 𝑇 ≤ 𝑐 ≤ 𝑇 上是 “有限阶”的,亦即存在
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𝐶, 𝜆 ≥ 0使得在竖带内 𝜁1(𝑧) ≪ exp(𝐶|𝑧|𝜆): 诚然,定理 7.3.3或其证明将 𝜁1(2𝑠)表为

𝜋𝑠Γ(𝑠)−1
(2𝑠(1 − 2𝑠) ∫

∞

1 (𝑡𝑠 + 𝑡
1
2 −𝑠

) 𝑓(𝑡) d×𝑡 − 1) .

函数 𝜋𝑠 显然有限阶. 又因为 𝑓(𝑡)对 𝑡按指数衰减,含参积分 ∫∞
1 在竖带上一致有界. 最

后, Γ(𝑠)−1也是有限阶的,估计详见 [36,第六章,定理 1.6 (ii)]. 综之, 𝜁1(2𝑠)在竖带上有限
阶,故 𝜁1(𝑠)亦然.

定理 A.6.4施于 𝜁1,配合 𝜇1 = 𝜇 + 2立刻导致: 当 1 − 𝑇 < 𝑐 < 𝑇 时

𝜇(𝑐) ≤ 𝑘𝑇 (𝑐), 𝑘𝑇 ∶仿射函数, 𝑘𝑇 (1 − 𝑇 ) = 𝑇 − 1
2 , 𝑘𝑇 (𝑇 ) = 0.

在中点处遂有 𝜇 (
1
2 ) ≤ 𝑘𝑇 (

1
2 ) = 𝑇

2 − 1
4 . 让 𝑇 → 1+可见 𝜇 (

1
2 ) ≤ 1

4 . 综上:

𝜁 (
1
2 + 𝑖𝑦) ≪𝜖 (1 + |𝑦|)

1
4 +𝜖 , 𝜖 ∶任意小的正数.

称此为 𝜁 函数的凸性界,因为其根本在于 Phragmén–Lindelöf定理 A.6.4蕴涵的凸性.
图示 𝜇(𝑇 ) = 0和 𝜇(1 − 𝑇 ) = 𝑇 − 1

2 如下 (𝑇 > 1),以实线标记:

0 11
2

直观的猜测是 𝜇应该按虚线方式延伸到 [0, 1]区间. 这就引向解析数论中的 Lindelöf假
设: 它断言 𝜇 (

1
2 ) = 0,换言之,

∀𝜖 > 0, 𝜁 (
1
2 + 𝑖𝑦) ≪𝜖 (1 + |𝑦|)𝜖 .

已知 Riemann假设强过 Lindelöf假设,然而即便是后者也仍悬而未决. 凸性界 1
4 + 𝜖

应属 Lindelöf本人的成就,迄今最好的结果是 13
84 + 𝜖 (J. Bourgain).

例 7.6.3 考虑 𝑓 ∈ 𝑆𝑘(Γ1(𝑁))给出的 𝐿-函数;为了方便与前例对比,这里使用注记 7.5.5
的版本 𝐿∘(𝑠, 𝑓 ) = ∑𝑛≥1 𝜆𝑓 (𝑛)𝑛−𝑠,并对之估计 𝜇 = 𝜇𝐿∘(𝑠,𝑓 ).

取 𝑇 > 1. 由命题 7.6.1 知道 𝜇(𝑇 ) = 0; 以 𝑊𝑁 𝑓 代 𝑓 亦然. 注记 7.5.5 的函数方
程写作

𝐿∘(1 − 𝑠, 𝑓 ) = 𝑁𝑠− 1
2 (2𝜋)1−2𝑠Γ (𝑠 + 𝑘 − 1

2 ) Γ (−𝑠 + 𝑘 + 1
2 )

−1
𝐿∘(𝑠, 𝑊𝑁 𝑓).
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同样代入 𝑠 = 𝑇 + 𝑖𝑦并以 (7.2.1)估计 Γ因子,得出

Γ (𝑇 + 𝑖𝑦 + 𝑘−1
2 )

Γ (−𝑇 − 𝑖𝑦 + 𝑘+1
2 )

∼ |𝑦|2𝑇 −1;

函数方程中其它项不影响虚数方向的估计. 一切类似于例 7.6.2,只是指数加倍. 于是

𝜇 (1 − 𝑇 ) = 2𝑇 − 1.

一如例 7.6.2,由定理 7.5.4或其证明给出的积分表达式可知𝐿∘(𝑠, 𝑓 ) = 𝐿 (𝑠 + 𝑘−1
2 , 𝑓)

满足定理 A.6.4所需的增长估计,代入就得到 𝜇 (
1
2 ) ≤ 𝑇 − 1

2 . 让 𝑇 → 1+以导出

𝐿∘
(

1
2 + 𝑖𝑦, 𝑓) ≪𝜖 (1 + |𝑡|)

1
2 +𝜖 , 𝜖 > 0 ∶任意小.

循往例,称上式为 𝐿∘(𝑠, 𝑓 )的凸性界.

对凸性界的改进统称为次凸性界,具体的指数或依赖于𝑁 , 𝑘等等,在数论上有丰富
的应用,详见 [27, 39]. 值得瞩目的是 P. Michel和 A. Venkatesh [40]对于一类广泛的自守
𝐿-函数 (涵摄例 7.6.3情形)一致地突破了凸性界;他们的论证基于表示理论的框架,涉
及 𝐿-函数与周期积分的联系,以及均匀分布等几何性质,可以说已迈出了解析数论的传
统畛域.
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本章暂时断开模形式的研究,转向与之关系密切,彼此又环环相扣的几个题目: 椭
圆函数,复环面的射影嵌入,复椭圆曲线及其加法结构,旁及 Jacobi簇的复解析初步理
论. 与这些主题相关的理论是 19世纪数学极耀眼的成就,尤其是复乘理论; §8.6仅是复
乘的粗浅介绍,我们将以之证明 𝑗 函数在复乘点上取值为代数数. 本章最后的 §8.7介绍
椭圆函数的若干应用,包括它和椭圆积分的关系.

受限于篇幅,本章主要着墨于 ℂ上的椭圆曲线和 Jacobi簇,不深入一般的域或概形
上的情形;第十章还会触及这些概念.

本章将用到关于平面代数曲线的一些基本知识,但我们尽量在复系数的框架下讨
论,以使用分析学的工具. 部分论证取法于 [43]的附录;该份讲义流畅而极富洞见,在此
一并推荐给读者.

如无另外说明,本章的 ℙ𝑛 皆代表复射影空间 ℙ𝑛(ℂ), Riemann曲面皆假设连通.

8.1 椭圆函数
令 Λ = ℤ𝑢 ⊕ ℤ𝑣为 ℂ中的格 (定义 3.8.1). 循 §3.8惯例,必要时调换次序,不妨设 𝑢, 𝑣

与 ℂ的标准定向相反. 运用伸缩 𝑧 ↦ 𝑣−1𝑧,总可以化 Λ为与之同构的格 Λ𝜏 ∶= ℤ𝜏 ⊕ ℤ,
其中 𝜏 ∈ ℋ .

定义 8.1.1 周期格为 Λ的椭圆函数意谓 Riemann曲面 ℂ/Λ上的亚纯函数.

一旦选定 Λ的基 𝑢, 𝑣, 椭圆函数无非是 ℂ上的双周期亚纯函数: 𝑓(𝑧 + 𝑢) = 𝑓(𝑧),
𝑓(𝑧 + 𝑣) = 𝑓(𝑧),这般函数完全由在它平行四边形 {𝑎𝑢 + 𝑏𝑣 ∶ 𝑎, 𝑏 ∈ [0, 1]}或其任一平移
上的取值所确定. 若要求 𝑓 全纯,那么 𝑓 必有界,故 Liouville定理 [63, §3.5,定理 3]将
导致 𝑓 为常值函数.

和一般 Riemann曲面的情形相同,对 ℂ/Λ上的亚纯函数 𝑓 可定义它在点 𝑥 ∈ ℂ/Λ
处的消没次数 ord𝑥(𝑓 ) ∈ ℤ ⊔ {∞};若视 𝑓 为 ℂ上亚纯函数,则留数 Res𝑥 𝑓 也有定义且



224 第 8章 椭圆函数和复椭圆曲线

只依赖于 𝑥 + Λ;这和一般 Riemann曲面上的留数是一回事: Res𝑥(𝑓 ) = Res𝑥(𝑓 d𝑧),其中
𝑧是 ℂ/Λ上的标准局部坐标.
以下如不另外申明,周期格 Λ都是选定的. 容易看出全体椭圆函数对逐点加法和乘

法构成域,包含所有常值函数作为子域 ℂ,这实际就是 Riemann曲面 ℂ/Λ的亚纯函数域.

引理 8.1.2 设 𝑓 为椭圆函数,则

(i) ∑𝑥 ord𝑥(𝑓 ) = 0;

(ii) ∑𝑥 Res𝑥(𝑓 ) = 0;

(iii) 作为 ℂ/Λ中元素, ∑𝑥 ord𝑥(𝑓 ) ⋅ 𝑥 = 0.

此处的求和皆取遍 𝑥 ∈ ℂ/Λ,至多有限项非零.

证明 工具是定理 B.6.3. 取 ℂ/Λ上亚纯微分形式 𝜔 ∶= 𝑓 −1 d𝑓 得 (i);取 𝜔 = 𝑓 d𝑧得 (ii).
对于 (iii),取 𝜔 = 𝑧𝑓 −1 d𝑓 ;这里必须注意到 𝜔不再是 ℂ/Λ上的微分形式,所以须选

定一个平行四边形 (Λ的基本区域) 𝑃 ∶= 𝑤 + {𝑎𝑢 + 𝑏𝑣 ∶ 0 ≤ 𝑎, 𝑏 ≤ 1},沿 𝜕𝑃 正向积分,
如下图所示.

𝑤 𝑤 + 𝑣

𝑤 + 𝑣 + 𝑢𝑤 + 𝑢

𝑃

这里取 𝑤 ∈ ℂ使得 𝑓 在 𝜕𝑃 上既无极点又无零点, 0 ∉ 𝑃 . 在围道上 log 𝑓 局部可定义,
不同 “分支”相差 2𝜋𝑖ℤ;留数定理遂给出 ℂ中的等式

∑
𝑥∈𝑃

ord
𝑥

(𝑓 ) ⋅ 𝑥 = ∑
𝑥∈𝑃

Res𝑥(𝜔)

= 1
2𝜋𝑖 (∫𝑤→𝑤+𝑣

+ ∫𝑤+𝑣→𝑤+𝑣+𝑢
+ ∫𝑤+𝑣+𝑢→𝑤+𝑢

+ ∫𝑤+𝑢→𝑤) 𝑧 d log 𝑓.

左式 mod Λ的类即是∑𝑥∈ℂ/Λ ord𝑥(𝑓 ) ⋅ 𝑥. 右式则应用 𝑓 的周期性来处理:

(∫𝑤→𝑤+𝑣
+ ∫𝑤+𝑣+𝑢→𝑤+𝑢) 𝑧 d log 𝑓 = −𝑢 ∫𝑤→𝑤+𝑣

d log 𝑓,

(∫𝑤+𝑣→𝑤+𝑣+𝑢
+ ∫𝑤+𝑢→𝑤) 𝑧 d log 𝑓 = −𝑣 ∫𝑤+𝑢→𝑤

d log 𝑓.

一旦在顶点 𝑤附近选定 log 𝑓 的定义,便可以沿边 [𝑤, 𝑤 + 𝑣]解析延拓;因为 𝑓 有
周期 𝑣,于是

∫𝑤→𝑤+𝑣
d log 𝑓 = log 𝑓(𝑤 + 𝑣) − log 𝑓(𝑤) ∈ 2𝜋𝑖ℤ.
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同理 ∫𝑤+𝑢→𝑤 d log 𝑓 ∈ 2𝜋𝑖ℤ. 综之∑𝑥∈𝑃 ord𝑥(𝑓 ) ⋅ 𝑥 ∈ ℤ𝑢 ⊕ ℤ𝑣 = Λ.

命题 8.1.3 计入重数,非常值椭圆函数至少有两个极点.

证明 引理 8.1.2 (i)说明非常值的 𝑓 至少有一个极点 𝑦;若 𝑦是唯一极点,则 (ii)将导致
Res𝑦(𝑓 ) = 0,从而 𝑦至少是二阶极点.

环面 ℂ/Λ 自然地构成交换复 Lie 群, 当然的加法律是 (𝑥 + Λ) + (𝑦 + Λ) = (𝑥 +
𝑦) + Λ. 复环面之间的态射定为全纯的群同态,借此使得全体复环面成一范畴. 同态集
Hom(ℂ/Λ1, ℂ/Λ2)对态射的逐点加法成交换群,其结构已在命题 3.8.3中澄清了.
以下构造以 Λ为周期格的椭圆函数. 谨先介绍Weierstrass的方法. 初步思路是从任

意亚纯函数 𝑓0 出发,对群作用取平均 𝑓(𝑧) ∶= ∑𝜔∈Λ 𝑓0(𝑧 + 𝜔). 由于 Λ无穷,这里涉及
收敛性问题. 是以我们需要若干基本估计.

引理 8.1.4 设 𝑟 ∈ ℝ>0 而 𝑧 ∈ ℂ满足 |𝑧| < 𝑟. 级数

∑
𝜔∈Λ

|𝜔|≥2𝑟

|𝑧 + 𝜔|−𝑐

在 𝑐 > 2时收敛,其上界可由 (𝑟, 𝑐, Λ)的函数决定.

证明 对任意 𝑡 > 0,定义 𝑃 (𝑡) ∶= {𝑎𝑢 + 𝑏𝑣 ∶ 𝑎, 𝑏 ∈ ℝ, max{|𝑎|, |𝑏|} = 𝑡};直观上它是一
个平行四边形的边界. 对于 𝑛 ∈ ℤ≥1,初等计算给出 |𝑃 (𝑛) ∩ Λ| = 8𝑛. 此外,显然存在依
赖于 (Λ, 𝑟)的常数 𝐵 > 0和𝑁 ∈ ℤ≥1,使得

𝜔 ∈ 𝑃 (1) ⟹ |𝜔| ≥ 𝐵 + 𝑟
𝑁 .

由此推知当 𝑛 ≥ 𝑁 时

𝜔 ∈ 𝑃 (𝑛) ⟹ |𝜔| ≥ 𝑛 (𝐵 + 𝑟
𝑁 ) ≥ 𝐵𝑛 + 𝑟 ⟹ |𝜔 + 𝑧| ≥ |𝜔| − |𝑧| ≥ 𝐵𝑛.

此外, |𝜔| ≥ 2𝑟蕴涵 |𝜔 + 𝑧| ≥ 2𝑟 − |𝑧| > 𝑟. 于是乎∑ 𝜔∈Λ
|𝜔|≥2𝑟

|𝑧 + 𝜔|−𝑐 有上界

∑
𝑛<𝑁

|𝑃 (𝑛) ∩ Λ|𝑟−𝑐 + ∑
𝑛≥𝑁

|𝑃 (𝑛) ∩ Λ|𝐵−𝑐𝑛−𝑐 = ∑
𝑛<𝑁

|𝑃 (𝑛) ∩ Λ|𝑟−𝑐 + 8𝐵−𝑐
∑
𝑛≥𝑁

𝑛−𝑐+1,

明所欲证.

根据命题 8.1.3,最简单的椭圆函数理应是在 ℂ/Λ上有一个二阶极点,其余处可逆
的函数 𝑓 ; 将此二阶极点平移到 0,那么这类函数必为偶函数 𝑓(𝑧) = 𝑓(−𝑧): 这是因为
𝑓(𝑧) − 𝑓(−𝑧)将给出 ℂ/Λ上的全纯奇函数,从而为 0.
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于是合情的想法是从 𝑓0(𝑧) ∶= 𝑧−2 出发对 Λ 取平均来构造椭圆函数. 然而引理
8.1.4对此不适用,须修改级数来确保收敛性.

定义–定理 8.1.5 给定格 Λ,含参数 𝑧 ∈ ℂ的级数

℘(𝑧) = 1
𝑧2 + ∑

𝜔∈Λ
𝜔≠0

(
1

(𝑧 − 𝜔)2 − 1
𝜔2 ) ,

℘′(𝑧) = −2 ∑
𝜔∈Λ

1
(𝑧 − 𝜔)3

在 ℂ的紧子集上正规收敛 (见定义 A.3.1),前提是要舍弃有限多项来回避极点. 作为推
论, ℘(𝑧)和 ℘′(𝑧)定义 ℂ上的亚纯函数. 它们满足

⋄ ℘′ = d℘
d𝑧 ;

⋄ ℘(𝑧) = ℘(−𝑧)而 ℘′(𝑧) = −℘′(−𝑧);

⋄ 在 𝑧 = 0附近, ℘(𝑧) = 𝑧−2 + 𝑂(𝑧2)而℘′(𝑧) = −2𝑧−3 + 𝑂(𝑧),而且℘(𝑧)的极点都来
自 Λ,这里用标准符号 𝑂(𝑧𝑎)代表被 𝑧𝑎 整除的幂级数;

⋄ ℘, ℘′ 都是周期格为 Λ的椭圆函数.

证明 关于 ℘′(𝑧)的诸性质由引理 8.1.4确保;例如,对给定之 𝑟 > 0,舍弃级数中对应到
|𝜔| < 2𝑟的项便得到 {𝑧 ∶ |𝑧| < 𝑟}上的全纯函数,从而见得℘′(𝑧)是 ℂ上的亚纯函数. 它
对 Λ的周期性和 ℘′(𝑧) = −℘′(−𝑧)可在极点之外检验,一切缘于简单的级数重排.

对于 ℘(𝑧),运用以下对所有满足 |𝑧| < |𝜔|的复数 𝑧, 𝑤皆成立的等式

|
1

(𝑧 − 𝜔)2 − 1
𝜔2 | = |

𝑧(2𝜔 − 𝑧)
𝜔2(𝑧 − 𝜔)2 | = |𝑧| ⋅ |2 − 𝑧/𝜔|

|𝜔|3 ⋅ |1 − 𝑧/𝜔|2 (8.1.1)

可知当 |𝑧| < 𝑟而 |𝜔| ≥ 2𝑟趋近 +∞时,左式约略按 |𝜔|−3 增长,故扣除 |𝜔| < 2𝑟的项以
后得到在 |𝑧| < 𝑟上的收敛级数, ℘(𝑧)的亚纯性质水到渠成. 这一论证还说明了:

⋄ ℘的极点都来自 Λ (对给定的 𝑟观察舍弃掉的有限多项);
⋄ ℘(𝑧) − 𝑧−2 在 𝑧 = 0取值为 0 (取 𝑟充分小使得唯一舍弃的项是 𝑧−2).

基于以上结果, 当 𝑧 限制在紧子集上时可以逐项求导. 于是推得 ℘′ = d℘
d𝑧 .

级数重排给出 ℘(𝑧) = ℘(−𝑧). 既然 ℘(𝑧) − 𝑧−2 在 𝑧 = 0 处取 0, 由 ℘ 的偶性遂得
℘(𝑧) = 𝑧−2 + 𝑂(𝑧2). 对 Laurent级数求导给出 ℘′(𝑧) = −2𝑧−3 + 𝑂(𝑧).

既然℘的导函数在 Λ平移下不变,对任何 𝜔 ∈ Λ都存在常数 𝑐使得 ∀𝑧, ℘(𝑧 + 𝜔) =
℘(𝑧) + 𝑐;于是

℘(−𝑧) − 𝑐 = ℘(−𝑧 − 𝜔) = ℘(𝑧 + 𝜔) = ℘(𝑧) + 𝑐.

由此立见 𝑐 = 0,亦即 ℘(𝑧)是周期格为 Λ的椭圆函数.
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注记 8.1.6 兹断言椭圆函数 ℘(𝑧)由以下性质刻画.

(i) 在 𝑧 = 0附近, ℘(𝑧) = 𝑧−2 + 𝑂(𝑧2);

(ii) 在 ℂ/Λ上 ℘(𝑧)无其它极点.

先前已说明 ℘具备性质 (i)和 (ii). 反之,若椭圆函数 𝑓 也满足 (i), (ii),那么 𝑓(𝑧) − ℘(𝑧)
是在 𝑧 = 0处取值为 0的全纯椭圆函数,故 𝑓 − ℘ = 0.

引理 8.1.7 设 𝑓 为格 Λ的椭圆函数, 不恒为零并且是偶函数, 则对任意 𝑥 ∈ ℂ/Λ皆有
ord𝑥(𝑓 ) = ord−𝑥(𝑓 ). 若 2𝑥 = 0 ∈ ℂ/Λ ,则 ord𝑥(𝑓 ) ∈ 2ℤ.

证明 偶性显然蕴涵 ord𝑥(𝑓 ) = ord−𝑥(𝑓 ). 对于第二部分,我们将 𝑥等同于 ℂ中的某个
代表元,将 𝑓 视作 ℂ上的周期亚纯函数. 首先处理特例 𝑥 = 0: 观察 Laurent展开式立见
任何亚纯偶函数 𝑓 都满足 ord0(𝑓 ) ∈ 2ℤ;对于一般的 𝑥,令 𝑓1(𝑧) ∶= 𝑓(𝑧 + 𝑥),它仍是 Λ
的椭圆函数, ord0(𝑓1) = ord𝑥(𝑓 ),并且

𝑓1(−𝑧) = 𝑓(−𝑧 + 𝑥) = 𝑓(𝑧 − 𝑥) = 𝑓(𝑧 + 𝑥 + Λ) = 𝑓1(𝑧)

表明 𝑓1 仍是偶函数,故一般情形得证.

定理 8.1.8 由所有周期格为 Λ的椭圆函数构成的域等于 ℂ(℘, ℘′).

证明 设 𝑓 为周期格 Λ的椭圆函数,也视为 ℂ上的亚纯函数. 因

𝑓(𝑧) = 𝑓(𝑧) + 𝑓(−𝑧)
2 + 𝑓(𝑧) − 𝑓(−𝑧)

2 ,

问题化简到 𝑓 是偶函数或奇函数的情形. 若 𝑓 奇则 ℘′(𝑧)𝑓 (𝑧)偶;综之,以下仅考虑不
恒为 0的偶函数 𝑓 .

对任意 𝑥 ∈ ℂ/Λ记 𝑚𝑥 ∶= ord𝑥(𝑓 ). 定义 ℂ上的亚纯函数

𝑔(𝑧) ∶= ∏
±𝑥∈ℂ/Λ

2𝑥≠0

(℘(𝑧) − ℘(𝑥))𝑚𝑥 ⋅ ∏
𝑥∈ℂ/Λ

𝑥≠0, 2𝑥=0

(℘(𝑧) − ℘(𝑥))𝑚𝑥/2 ;

连乘积只取 𝑥 ∼ −𝑥的等价类,这里用上了引理 8.1.7;显然 𝑔 ∈ ℂ(℘).
定义–定理 8.1.5言明对每个 𝑥 ∈ ℂ/Λ, 𝑥 ≠ 0 + Λ者,函数℘(𝑧) − ℘(𝑥)在 𝑧 ∈ Λ时有

二阶极点,其余处全纯. 于是引理 8.1.2蕴涵 ℘(𝑧) − ℘(𝑥)视为 ℂ/Λ上亚纯函数恰有两个
零点,计入重数,其描述如下. 当 2𝑥 ≠ 0时零点无非是 ±𝑥,必为相异单零点;当 2𝑥 = 0
时 𝑥是其零点,既然 𝑚𝑥 ∈ 2ℤ,它实为二阶零点. 这就穷尽了 ℘(𝑧) − ℘(𝑥)的所有零点.

当 𝑦 ∈ ℂ/Λ非零时,以上讨论导致 ord𝑦(𝑓 ) = ord𝑦(𝑔);应用引理 8.1.2可知对 𝑦 = 0亦
然. 因此存在 𝑐 ∈ ℂ× 使 𝑓 = 𝑐𝑔 ∈ ℂ(℘). 明所欲证.
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必要时,记 ℘ = ℘Λ 和 ℘′ = ℘′
Λ 来申明 Λ的角色. 令 𝛼 ∈ ℂ×,以下公式就定义–定

理 8.1.5观之是明白的.

℘𝛼Λ(𝛼𝑧) ∶= 𝛼−2℘Λ(𝑧),
℘′

𝛼Λ(𝛼𝑧) = 𝛼−3℘′
Λ(𝑧).

练习 8.1.9 对 (𝑧, 𝜏) ∈ ℂ × ℋ 定义 𝑞 ∶= 𝑒𝜋𝑖𝜏 , 𝜂 ∶= 𝑒2𝜋𝑖𝑧 和

𝜗(𝑧; 𝜏) ∶= ∑
𝑛∈ℤ

𝑞𝑛2𝜂𝑛,

𝑃 (𝑧; 𝜏) ∶= ∏
𝑛≥1

(1 + 𝑞2𝑛−1𝜂) (1 + 𝑞2𝑛−1𝜂−1) ;

参看注记 7.3.1 (该处记 𝑞为 𝑞2). 定义 ℂ中的格 Λ𝜏 ∶= ℤ ⊕ ℤ𝜏.

1. 证明 𝜗(𝑧 + 𝜏; 𝜏) = (𝑞𝜂)−1𝜗(𝑧; 𝜏), 𝑃 (𝑧 + 𝜏; 𝜏) = (𝑞𝜂)−1𝑃 (𝑧; 𝜏),从而说明 𝑧 ↦ 𝜗(𝑧;𝜏)
𝑃 (𝑧;𝜏) 是

以 Λ𝜏 为周期格的椭圆函数.

2. 固定 𝜏,证明 𝑧 ↦ 𝑃 (𝑧; 𝜏)的零点集是 𝑧 = 1
2 + 𝜏

2 + Λ𝜏 . 证明它们也是 𝜗(𝑧; 𝜏)的零点,
而 𝜗(𝑧; 𝜏)/𝑃 (𝑧; 𝜏)只和 𝑞相关,记作 𝜙(𝑞).

3. 证明

𝜗 (
1
2 ; 4𝜏) = 𝜗 (

1
4 ; 𝜏) ,

𝑃 (
1
2 ; 4𝜏) = 𝑃 (

1
4; 𝜏) ⋅ ∏

𝑛≥1
(1 − 𝑞4𝑛−2) (1 − 𝑞8𝑛−4) ,

lim
𝑞→0

𝜙(𝑞) = 1.

4. 由上式证明 𝜙(𝑞) = ∏𝑛≥1(1 − 𝑞2𝑛),由之导出 Jacobi三重积公式

∑
𝑛∈ℤ

𝑞𝑛2𝜂𝑛 = ∏
𝑛≥1

(1 − 𝑞2𝑛) (1 + 𝑞2𝑛−1𝜂) (1 + 𝑞2𝑛−1𝜂−1) .

5. 在三重积中代入 (𝑧, 𝜏) (−𝜏
4 + 1

2 , 3𝜏
2 ),记 𝑞𝑡 ∶= 𝑒𝑡𝜋𝑖𝜏 ,相应地 (𝑞, 𝜂) (𝑞

3
2 , −𝑞− 1

2 ),
由此导出 Euler五边形数定理

∑
𝑛∈ℤ

(−1)𝑛𝑞
3𝑛2+𝑛

2 = ∏
𝑛≥1

(1 − 𝑞𝑛).

此即我们在推导 𝜂函数的 Fourier展开 (2.4.3)时使用的公式 (2.4.2).
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8.2 射影嵌入

令 𝒳 为亏格 1的紧 Riemann曲面,见 §B.4,取定其中一点 𝑂. 本节宗旨是定义射影
嵌入 𝜄 ∶ 𝒳 ↪ ℙ2,并从中构造不变量以分类 (𝒳 , 𝑂).

对任意 𝐷 ∈ Div(𝒳),考虑 (B.7.1)定义之 ℂ-向量空间 Γ(𝒳, 𝐷). 因为 𝑔(𝒳) = 1,注记
B.7.13给出简单的公式

deg 𝐷 ≥ 1 ⟹ ℓ(𝐷) ∶= dim Γ(𝒳, 𝐷) = deg 𝐷. (8.2.1)

考虑 𝐷 = 𝑘𝑂,容易看出存在 𝒳 上的亚纯函数 𝑥, 𝑦使得

𝑘 dim Γ(𝒳, 𝑘𝑂) Γ(𝒳, 𝑘𝑂)的生成元 特性

0 1 1 常值函数

1 1 1

2 2 1, 𝑥 ord𝑂(𝑥) = 2

3 3 1, 𝑥, 𝑦 ord𝑂(𝑦) = 3

4 4 1, 𝑥, 𝑦, 𝑥2

5 5 1, 𝑥, 𝑦, 𝑥2, 𝑥𝑦

6 6 1, 𝑥, 𝑦, 𝑥2, 𝑥𝑦, 𝑥3, 𝑦2 线性相关

(8.2.2)

第三列也枚举了 Γ(𝒳, 𝑘𝑂)中 𝑥, 𝑦构成的所有单项式, 𝑘 = 0, … , 6.

复射影平面 ℙ2是复二维的复流形,事实上还是代数簇,其局部坐标卡由以下同构于
ℂ2 的开集给出

𝑈0 ∶= (1 ∶ ∗ ∶ ∗), 𝑈1 ∶= (∗ ∶ 1 ∶ ∗), 𝑈2 ∶= (∗ ∶ ∗ ∶ 1).

对于任意 (𝐴 ∶ 𝐵 ∶ 𝐶) ∈ ℙ2,线性方程 𝐴𝑋 + 𝐵𝑌 + 𝐶𝑍 = 0在 ℙ2 中截出一条射影直线
ℓ ≃ ℙ1.

我们希望研究基 {𝑥, 𝑦, 1}给出的下述映射.
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定义–命题 8.2.1 我们有良定的全纯映射

𝜄 ∶ 𝒳 ⟶ ℙ2

𝑝 ⟼
⎧⎪
⎨
⎪⎩

(𝑥(𝑝) ∶ 𝑦(𝑝) ∶ 1), 𝑝 ≠ 𝑂
(0 ∶ 1 ∶ 0), 𝑝 = 𝑂,

它在 ℙ2 中的像为闭. 特别地, (0 ∶ 1 ∶ 0)是 𝜄(𝒳)和 “无穷远直线” (∗ ∶ ∗ ∶ 0) = ℙ2 ∖ 𝑈2
的唯一交点.

证明 在 𝑥, 𝑦的唯一极点 𝑂附近取局部坐标 𝑢使得 𝑢(𝑂) = 0,则存在非零常数 𝑐, 𝑐′使得

(𝑥 ∶ 𝑦 ∶ 1) = (𝑐𝑢−2 + 𝑂(𝑢−1) ∶ 𝑐′𝑢−3 + 𝑂(𝑢−2) ∶ 1)
= (𝑐𝑢 + 𝑂(𝑢2) ∶ 𝑐′ + 𝑂(𝑢) ∶ 𝑢3) (同乘以 𝑢3) ;

它趋近于 (0 ∶ 1 ∶ 0) =∶ 𝜄(𝑂). 既然 𝒳 紧, 𝜄的像闭.

对于任意 𝐷 = ∑𝑝 𝑛𝑝𝑝 ∈ Div(𝒳)和 𝑠 ∈ Γ(𝒳, 𝐷),定义

ord
𝑝

(𝑠, 𝐷) ∶= ord
𝑝

(𝑠) + 𝑛𝑝.

举例明之,由上述的局部坐标 𝑢可见 ord𝑂(𝑥, 3𝑂) = 1, ord𝑂(𝑦, 3𝑂) = 0而 ord𝑂(1, 3𝑂) = 3;
除子 3𝑂在此的效应正好契合 𝜄(𝑂)定义中来自 𝑢3 的调整.

几何中习惯将 𝑠看作由 𝐷确定的线丛 𝒪(𝐷)的全纯截面,那么 𝑠在点 𝑝处作为线丛
截面的消没次数正是 ord𝑝(𝑠, 𝐷). 这边不深掘相关的理论框架.

引理 8.2.2 映射 𝜄 ∶ 𝒳 → ℙ2 是闭浸入: 换言之 𝜄是单射,而且对每个 𝑝 ∈ 𝒳 ,全纯切映
射 𝑇𝑝,hol𝒳 → 𝑇𝜄(𝑝),holℙ2 也单.

证明 考虑 𝒳 的相异点 𝑝 ≠ 𝑞. 根据 (8.2.1),存在 𝑠 ∈ Γ(𝒳, 3𝑂 − 𝑝)使得 𝑠 ∉ Γ(𝒳, 3𝑂 −
𝑝 − 𝑞). 将 𝑠表作 𝑢𝑥 + 𝑣𝑦 + 𝑤,令 ℓ𝑠 ∶= {(𝐴 ∶ 𝐵 ∶ 𝐶) ∈ ℙ2 ∶ 𝑢𝐴 + 𝑣𝐵 + 𝑤𝐶 = 0},那么以
上条件相当于 𝜄(𝑝) ∈ ℓ𝑠 而 𝜄(𝑞) ∉ ℓ𝑠. 故 𝜄(𝑝) ≠ 𝜄(𝑞).

类似地, 给定 𝑝 ∈ 𝒳 , 仍用 (8.2.1) 选取 𝑠 = 𝑢𝑥 + 𝑣𝑦 + 𝑤 ∈ Γ(𝒳, 3𝑂 − 𝑝) 使得
𝑠 ∉ Γ(𝒳 , 3𝑂 − 2𝑝). 对于 𝑝 ≠ 𝑂 (或 𝑝 = 𝑂), 考虑定义在 𝑝附近的全纯函数 𝑓 ∶= 𝑠 (或
𝑓 ∶= 𝑠/𝑦). 无论哪种情形都有 ord𝑝(𝑓 ) = 1,并且存在 𝜄(𝑝)附近的全纯函数 𝑔 使得 𝑓 = 𝑔𝜄
(当 𝑝 ≠ 𝑂时取 𝑔(𝐴 ∶ 𝐵 ∶ 1) = 𝑢𝐴 + 𝑣𝐵 + 𝑤,否则取 𝑔(𝐴 ∶ 1 ∶ 𝐶) = 𝑢𝐴 + 𝑣 + 𝑤𝐶). 因为
d𝑓 = d𝑔 d𝜄,这就表明 d𝜄(𝑝) ≠ 0,否则将有 ord𝑝(𝑓 ) ≥ 2.

为了刻画 𝜄(𝒳)的像,首务自然是研究 𝑥和 𝑦所能满足的代数关系,这又等价于研究
{𝑥𝑎𝑦𝑏 ∶ 𝑎, 𝑏 ≥ 0}在 ℂ上的线性关系. 从表 (8.2.2)立见随着 𝑘 = 2𝑎 + 3𝑏增大,最低次的
线性关系出现在 Γ(𝒳, 6𝑂): 精确到 ℂ×,表列 7个生成元之间满足唯一的线性关系,其中



§8.2 射影嵌入 231

𝑥3和 𝑦2的系数皆非零,因它们是唯二在 𝑂处恰有 6阶极点者. 将 𝑥和 𝑦适当伸缩后,可
确保有系数在 ℂ上的代数关系

𝑦2 + 𝑎1𝑥𝑦 + 𝑎3𝑦 = 𝑥3 + 𝑎2𝑥2 + 𝑎4 + 𝑎6; (8.2.3)

称之为Weierstrass方程. 左式通过 𝑦 𝑦 + (𝑎1𝑥 + 𝑎3)/2配方,不改变 𝑦的极点阶数,得
到新的代数关系

𝑦2 = (𝑥 − 𝑎)(𝑥 − 𝑏)(𝑥 − 𝑐). (8.2.4)

易验证多项式 𝑌 2 −(𝑋 −𝑎)(𝑋 −𝑏)(𝑋 −𝑐) ∈ ℂ[𝑋, 𝑌 ]不可约. 代入𝑋  𝑋/𝑍和 𝑌  𝑌 /𝑍,
通分得到 ℙ2 中由齐次方程

𝐸 ∶ 𝑌 2𝑍 − (𝑋 − 𝑎𝑍)(𝑋 − 𝑏𝑍)(𝑋 − 𝑐𝑍) = 0.

定义的代数曲线 (复 1维);由定义立见

𝐸 ∩ 𝑈2 = 𝐸 ∩ (∗ ∶ ∗ ∶ 1) ≃ {(𝑥, 𝑦) ∈ ℂ2 ∶ 𝑦2 = (𝑥 − 𝑎)(𝑥 − 𝑏)(𝑥 − 𝑐)} ,
𝐸 ∩ (∗ ∶ ∗ ∶ 0) = {(0 ∶ 1 ∶ 0)}.

按射影几何的术语,我们也称 𝐸 ∩ 𝑈2 是曲线 𝐸 的仿射部分,而 (0 ∶ 1 ∶ 0)是 𝐸 的无穷
远点.

引理 8.2.3 上述映射 𝜄 ∶ 𝒳 → 𝐸 是双射,而且 𝑎, 𝑏, 𝑐 相异.

展开证明之前,首先说明 𝑎, 𝑏, 𝑐 相异蕴涵 𝐸 是光滑的,在此按微分形式或梯度的观
点理解光滑性. 令 𝑃 (𝑋) ∶= (𝑋 − 𝑎)(𝑋 − 𝑏)(𝑋 − 𝑐). 当 𝑎, 𝑏, 𝑐 相异时,微分形式

d(𝑌 2 − 𝑃 (𝑋)) = 2𝑌 d𝑌 − 𝑃 ′(𝑋) d𝑋

在𝐸 ∩𝑈2上处处非零,因之仿射部分光滑. 在无穷远点 (0 ∶ 1 ∶ 0)附近,将𝐸 ∩(∗ ∶ 1 ∶ ∗)
用 𝑍 − (𝑋 − 𝑎𝑍)(𝑋 − 𝑏𝑍)(𝑋 − 𝑐𝑍) = 0来表示;左式在 (𝑋, 𝑍) = (0, 0)处的梯度是 (0, 1),
因此 𝐸 在无穷远点 (0 ∶ 1 ∶ 0)处亦光滑.

于是 𝐸给出 ℙ2中的光滑代数曲线,全纯版本的隐函数定理在 𝐸上给出一族局部坐
标卡. 作为引理 8.2.3的推论, 𝜄 ∶ 𝒳 ∼→ 𝐸 实际是紧 Riemann曲面的同构,映 𝑂为无穷远
点. 以下就来证明引理 8.2.3.

证明 断言可以从复代数几何的一般理论导出,以下给出更直接的论证.

视 𝑥为态射 𝒳 → ℙ1. 因为 𝑥唯一极点是二阶的 𝑂,此态射次数为 2 (推论 B.6.4),特
别地 𝑥为满射并且在 𝑂处分歧. 对仿射部分 𝐸 ∩ 𝑈2 = 𝐸 ∖ {(0 ∶ 1 ∶ 0)}可考虑两个坐标
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投影 𝑝𝑋(𝑋 ∶ 𝑌 ∶ 1) = 𝑋 和 𝑝𝑌 (𝑋 ∶ 𝑌 ∶ 1) = 𝑌 . 请打量交换图表

𝒳 ∖ {𝑂}

ℂ 𝐸 ∖ {(0 ∶ 1 ∶ 0)} ℂ
𝜄

𝑦 𝑥

𝑝𝑋𝑝𝑌

对每个 𝛼 ∈ ℂ审视 𝜄的限制 𝑥−1(𝛼) ↪ 𝑝−1
𝑋 (𝛼),这相当于考虑映射

𝑥−1(𝛼) {𝛽 ∈ ℂ ∶ 𝛽2 = (𝛼 − 𝑎)(𝛼 − 𝑏)(𝛼 − 𝑐)} .𝑦 (8.2.5)

对 𝑥 ∶ 𝒳 → ℙ1 应用 §B.3的分歧复叠理论: 留意到 𝑂 ∈ Ram(𝑥). 兹断言

𝐸′ ∶= {(𝛼 ∶ 𝛽 ∶ 1) ∈ 𝐸 ∶ 𝛼 ∉ 𝑥(Ram(𝑓 ))} ⊂ 𝜄(𝒳).

诚然,选定 (𝛼 ∶ 𝛽 ∶ 1) ∈ 𝐸′,则 |𝑥−1(𝛼)| = 2 (见推论 B.3.6);另一方面 (8.2.5)右项至多也
只有两个元素,故 (8.2.5)对 𝛼为双射. 取 𝑝 ∈ 𝑥−1(𝛼)使 𝑦(𝑝) = 𝛽,则 𝜄(𝑝) = (𝛼 ∶ 𝛽 ∶ 1).

复代数曲线没有拓扑意义下的孤立点. 又因为 𝐸 ∖ 𝐸′ 有限而 𝜄(𝒳)在 𝐸 中闭,上述
断言遂导致 𝜄(𝒳) = 𝐸.

以上满性也说明 (8.2.5)总是双射. 今考虑 (8.2.5)右项元素个数,可知 2次分歧复
叠 𝑥满足 𝑥 (Ram(𝑥)) = {𝑎, 𝑏, 𝑐, ∞},而且分歧点 𝑝皆满足 𝑒(𝑝) = 2 (命题 B.3.8); Riemann–
Hurwitz公式 (定理 B.4.9)写作

2𝑔(𝒳) − 2⎵⎵⎵⎵
=0

= (2𝑔(ℙ1) − 2)⎵⎵⎵⎵⎵
=−2

deg 𝑥⎵
=2

+ ∑
𝑝∈Ram(𝑥)

(𝑒(𝑝) − 1)⎵⎵⎵
=1

,

于是 |Ram(𝑥)| = 4,其元素只能是 𝑎, 𝑏, 𝑐, ∞各自对 𝑥的唯一逆像;故 𝑎, 𝑏, 𝑐 相异.

以上从 (𝒳 , 𝑂)到 𝐸 的构造依赖于 𝑥 ∈ Γ(𝒳, 2𝑂). 如果 𝑥1, 𝑥2 ∈ Γ(𝒳, 2𝑂)在 𝑂处皆
有二阶极点,关于 (8.2.2)的讨论表明这等价于说 {1, 𝑥1}和 {1, 𝑥2}是 Γ(𝒳, 2𝑂)的两组
基,亦即

∃𝛾 =
⎛
⎜
⎜
⎜
⎝

𝑎11 𝑎12

𝑎21 𝑎22

⎞
⎟
⎟
⎟
⎠

∈ GL(2, ℂ),
⎧⎪
⎨
⎪⎩

𝑥2 = 𝑎11 ⋅ 𝑥1 + 𝑎12 ⋅ 1

1 = 𝑎21 ⋅ 𝑥1 + 𝑎22 ⋅ 1

考虑极点可知 𝑎21 = 0而 𝑎22 = 1,故在线性分式变换作用下 𝛾(∞) = ∞而 𝛾𝑥1 = 𝑥2.
⋄ 在此变换下, 𝑥 ∶ 𝒳 → ℙ1 的分歧点 𝑎, 𝑏, 𝑐, ∞相应地被 𝛾 搬动;
⋄ 反之,若 𝛾 ∈ StabPGL(2,ℂ)(∞),则能以 𝛾∘𝑥代 𝑥,化分歧点 (𝑎, 𝑏, 𝑐, ∞)为 (𝛾𝑎, 𝛾𝑏, 𝛾𝑐, ∞).

综上,精确到 StabPGL(2,ℂ)(∞)作用,集合 {𝑎, 𝑏, 𝑐, ∞}由 (𝒳 , 𝑂)唯一确定.
为了得到更标准的方程,用交比 (1.1.1)取唯一的 𝛾 使 (𝛾𝑎, 𝛾𝑏, 𝛾∞) = (0, 1, ∞);任取
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𝑏 − 𝑎的平方根,则坐标变换具体写作

𝑥 𝛾𝑥 = (𝑥, 𝑏; 𝑎, ∞) = 𝑥 − 𝑎
𝑏 − 𝑎 , 𝑦 (𝑏 − 𝑎)−3/2𝑦.

令 𝜆 ∶= 𝛾𝑐 = 𝑐−𝑎
𝑏−𝑎 ,方程 (8.2.4)进一步化为 Legendre形式,无穷远点 (0 ∶ 1 ∶ 0)不动:

𝑌 2 = 𝑋(𝑋 − 1)(𝑋 − 𝜆), 𝜆 ∈ ℂ ∖ {0, 1}.

虽然 𝜆 = (𝑐, 𝑏; 𝑎, ∞)对 StabPGL(2,ℂ)(∞)不变,它仍依赖 𝑎, 𝑏, 𝑐 的顺序,还不是 (𝒳 , 𝑂)
的不变量. 对所有排列求 𝜆的值,得到

𝜆, 1
𝜆 , 1 − 𝜆, 1

1 − 𝜆, 𝜆
𝜆 − 1 , 𝜆 − 1

𝜆 .

这也是 𝜆 ∈ ℂ ∖ {0, 1}在 ⟨( 1
1 ), ( −1 1

1 )⟩ ≃ 𝔖3作用下的轨道. 初等的不变量计算或稍后
的练习表明此轨道完全由复数

𝑗(𝒳, 𝑂) ∶= 28 ⋅ (𝜆2 − 𝜆 + 1)3

𝜆2(𝜆 − 1)2 (8.2.6)

来确定. 我们总结出以下定理.

定理 8.2.4 设 𝒳, 𝒳 ′ 是亏格为 1的紧 Riemann曲面, 𝑂 ∈ 𝒳 而 𝑂′ ∈ 𝒳 ′,那么存在同构
𝜙 ∶ 𝒳 ∼→ 𝒳 ′ 使得 𝜙(𝑂) = 𝑂′ 当且仅当 𝑗(𝒳, 𝑂) = 𝑗(𝒳 ′, 𝑂′).

在 §8.3将确定复环面的 𝑗-不变量,由之可见每个 𝑗 ∈ ℂ都被某个 (𝒳 , 𝑂)取到;这一
事实当然也有代数论证,见 [17, VI.1.6]的具体公式.

练习 8.2.5 视 𝜆为变元,让 𝔖3 ≃ ⟨( 1
1 ), ( −1 1

1 )⟩ ⊂ PGL(2, ℂ)按 (𝜎𝑓)(𝜆) = 𝑓(𝜎−1𝜆)忠
实地作用在有理函数域 ℂ(𝜆)上,并且按 (8.2.6)定义 𝑗 ∈ ℂ(𝜆). 循序证明以下陈述.

1. 用基础的 Galois理论 (如 [59,引理 9.1.6])说明 ℂ(𝜆)是 ℂ(𝜆)𝔖3 的 6次扩域.

2. 验证 𝑗 ∈ ℂ(𝜆)𝔖3 ,因而 [ℂ(𝜆) ∶ ℂ(𝑗)] ≥ [ℂ(𝜆) ∶ ℂ(𝜆)𝔖3 ] = 6.

3. 说明 𝜆满足系数在 ℂ(𝑗)中的 6次方程,因而 ℂ(𝜆)𝔖3 = ℂ(𝑗).

4. 若 𝑥, 𝑦 ∈ ℂ ∖ {0, 1}的𝔖3-轨道无交,那么存在 𝑓 ∈ ℂ[𝜆]使得 𝑓(𝑥) = 0而 𝑓(𝜎𝑦) ≠ 0
对所有 𝜎 ∈ 𝔖3 成立. 取 ℎ ∶= ∏𝜎∈𝔖3

𝜎(𝑓) ∈ ℂ(𝑗), 从 ℎ(𝑥) = 0和 ℎ(𝑦) ≠ 0推导
𝑗(𝑥) ≠ 𝑗(𝑦).

如此便说明不变量 𝑗 足以区分 ℂ ∖ {0, 1}中的𝔖3-轨道.

注记 8.2.6 设 𝑥, 𝑦为 𝒳 上不恒为零的亚纯函数,使得 𝑦2 = 𝑃 (𝑥)的三次多项式 𝑃 (𝑋)如
存在则是唯一的. 设 𝑦2 = 𝑃1(𝑥) = 𝑃2(𝑥),那么 (𝑃1 − 𝑃2)(𝑥) = 0而 𝑥 ∶ 𝒳 → ℙ1 是满态射,
故 𝑃1 − 𝑃2 = 0.
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练习 8.2.7 应用 𝜆的交比诠释,证明若 𝒳 可以嵌入为仿射部分形如 𝑌 2 = 𝑋3 − 𝐶 的三
次平面射影曲线,其中 𝐶 ≠ 0而 𝑂嵌为 (0 ∶ 1 ∶ 0),那么 𝑗(𝒳, 𝑂) = 0.

提示 取𝐶的任意立方根 𝛼和𝜔 ∶= −1+√−3
2 ,那么𝑋3−𝐶 = (𝑋−𝛼)(𝑋−𝜔𝛼)(𝑋−𝜔2𝛼);

按此算出 𝜆 = 𝜔 + 1和 𝑗 = 0.

上面说明了亏格 1的紧 Riemann曲面可以实现为 ℙ2 中的三次光滑曲线. 其逆命题
是代数几何学中的一个初等结果,在此述而不证.

定理 8.2.8 设 𝐸 是 ℙ2 中的三次光滑曲线,则 𝐸 的亏格为 1.

对于一般的 𝑔 ≥ 0,当然也能探究亏格为 𝑔,带 𝑛个点 𝑂1, … , 𝑂𝑛 的紧 Riemann曲面
的分类问题,并寻求合适的粗模空间ℳ𝑔,𝑛. 本节的结果相当于说ℳ1,1 是仿射直线. 推

论 8.4.6将说明对任意亏格 1的 𝒳 ,自同构群 Aut(𝒳)在 𝒳 上可递,所以ℳ1,1
∼→ ℳ1,0.

至于一般的ℳ𝑔,𝑛,读者可参阅 [43, Appendix, II]的介绍.

8.3 复环面的情形
接续 §8.2的脉络. 选定 ℂ中的格 Λ,置𝒳Λ ∶= ℂ/Λ,并取 𝑂为零点;这是一个亏格 1

的紧 Riemann曲面. 取定义–定理 8.1.5的椭圆函数 ℘ = ℘Λ,那么

1 ∈ Γ(𝒳Λ, 𝑂), ℘ ∈ Γ(𝒳Λ, 2𝑂), ℘′ ∈ Γ(𝒳Λ, 3𝑂).

观察极点阶数,代入 §8.2的讨论可知 1, ℘, ℘′ 为 Γ(𝒳Λ, 3𝑂)的一组基. 综之,早先的
射影嵌入 𝜄可取为

𝜄 = (℘ ∶ ℘′ ∶ 1) ∶ 𝒳Λ → ℙ2.

练习 8.3.1 试避开 Riemann–Roch定理,径以定理 8.1.8或其证明来导出以上性质.

如 §8.2所见, ℘, ℘′ 必满足某个不可约三次多项式;注记 8.2.6确保这样的多项式是
唯一的. 它可按下述手法从 Λ明确地给出. 定义

𝐺𝑘(Λ) ∶= ∑
𝜔∈Λ
𝜔≠0

𝜔−𝑘, 𝑘 ∈ ℤ>2.

在引理 8.1.4中取 2𝑟 ≤ min {|𝜔| ∶ 𝜔 ∈ Λ, 𝜔 ≠ 0}和 𝑧 = 0可得 𝐺𝑘(Λ)收敛. 对于
𝛼 ∈ ℂ×,显见 𝐺𝑘(𝛼Λ) = 𝛼−𝑘𝐺𝑘(Λ);取 𝛼 = −1可见 𝑘 ∉ 2ℤ ⟹ 𝐺𝑘 = 0.

由于存在 𝛼 ∈ ℂ× 和 𝜏 ∈ ℋ 使得 𝛼Λ = Λ𝜏 ∶= ℤ𝜏 ⊕ ℤ,关于 𝐺𝑘 的性质完全反映在
𝜏 ↦ 𝐺𝑘(Λ𝜏 )上;后者正是 §2.3定义的 Eisenstein级数 𝐺𝑘(𝜏).
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命题 8.3.2 在 𝑧 = 0附近, ℘ = ℘Λ 具有 Laurent展开

℘(𝑧) = 1
𝑧2 + ∑

𝑛∈2ℤ≥1

(𝑛 + 1)𝐺𝑛+2(Λ)𝑧𝑛;

证明 可假定 |𝑧| < min {|𝜔| ∶ 𝜔 ∈ Λ, 𝜔 ≠ 0}. 对于 𝜔 ∈ Λ ∖ {0},直接计算

1
(𝑧 − 𝜔)2 − 1

𝜔2 = 𝜔−2
((1 − 𝑧

𝜔)
−2

− 1)

= 𝜔−2
⎛
⎜
⎜
⎝
(∑

𝑛≥0

𝑧𝑛

𝜔𝑛 )

2

− 1
⎞
⎟
⎟
⎠

= ∑
𝑛≥1

(𝑛 + 1) 𝑧𝑛

𝜔𝑛+2 .

此式对 𝜔求和便得到 ℘(𝑧) − 𝑧−2. 二重级数的收敛性不成问题: 在以上推导中以 |𝑧|, |𝜔|
代替 𝑧, 𝜔,再应用估计 (8.1.1)便有

∑
𝑛≥1

(𝑛 + 1) |𝑧|𝑛

|𝜔|𝑛+2 = 1
(|𝑧| − |𝜔|)2 − 1

|𝜔|2⎵⎵⎵⎵⎵⎵⎵⎵⎵⎵
>0

≤ |𝑧| ⋅ (2 − |𝑧|/|𝜔|)
|𝜔|3 ⋅ (1 − |𝑧|/|𝜔|)2 ≈ |𝜔|−3.

所以∑𝜔≠0 ∑𝑛≥1(𝑛 + 1)|𝑧|𝑛|𝜔|−𝑛−2 收敛无虞. 交换求和顺序后得到

℘(𝑧) − 1
𝑧2 = ∑

𝑛≥1
(𝑛 + 1)𝐺𝑛+2(Λ)𝑧𝑛.

最后,回忆到 𝑛 ∉ 2ℤ ⟹ 𝐺𝑛+2 = 0.

约定 8.3.3 对于三次多项式 4𝑋3 − 𝑔2𝑋 − 𝑔3,定义其判别式为 𝑔3
2 − 27𝑔2

3 : 设 4𝑋3 − 𝑔2𝑋 −
𝑔3 = 4 ∏3

𝑖=1(𝑋 − 𝛼𝑖),那么∏𝑖<𝑘(𝛼𝑖 − 𝛼𝑘)2 = 4−2(𝑔3
2 − 27𝑔2

3);这兼容于 [59, §5.8]的定义.

定理 8.3.4 命 𝑔2(Λ) ∶= 60𝐺4(Λ)而 𝑔3(Λ) ∶= 140𝐺6(Λ),则

(i) 我们有 (℘′)2 = 4℘3 − 𝑔2(Λ)℘ − 𝑔3(Λ);

(ii) 记 (ℂ/Λ)[2] ∶= {𝛼 ∈ ℂ/Λ ∶ 2𝛼 = 0}, 则 (℘, ℘′) 满足的代数方程 𝑌 2 = 4𝑋3 −
𝑔2(Λ)𝑋 − 𝑔3(Λ)可以表作

𝑌 2 = 4 ∏
𝛼∈(ℂ/Λ)[2]

𝛼≠0

(𝑋 − ℘(𝛼)) ,

而且右式的 ℘(𝛼)为三个相异复数;
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(iii) 当 Λ = Λ𝜏 ∶= ℤ𝜏 ⊕ ℤ时, 4𝑋3 − 𝑔2(Λ)𝑋 − 𝑔3(Λ)的判别式等于

26𝜋12

33 ⋅ (𝐸4(𝜏)3 − 𝐸6(𝜏)2) = (2𝜋)12Δ(𝜏) = (√2𝜋 ⋅ 𝜂)
24

;

(iv) 定义于 (8.2.6)的不变量 𝑗(𝒳Λ, 𝑂)等于

1728𝑔2(Λ)3

𝑔2(Λ)3 − 27𝑔3(Λ)2 ,

当 Λ = Λ𝜏 时它也等于 𝑗(𝜏) = 𝐸4(𝜏)3/Δ(𝜏).

关于 𝜂(𝜏), Δ(𝜏)和 𝑗(𝜏)的定义详见 §2.4.

证明 对于 (i),先用命题 8.3.2导出

℘(𝑧) = 𝑧−2 + 3𝐺4(Λ)𝑧2 + 5𝐺6(Λ)𝑧4 + 𝑂(𝑧6),

于是乎
℘′(𝑧) = −2𝑧−3 + 6𝐺4(Λ)𝑧 + 20𝐺6(Λ)𝑧3 + 𝑂(𝑧5).

由此可见 (℘′)2 − (4℘3 − 𝑔2(Λ)℘ − 𝑔3(Λ))是在 0处取 0值的全纯椭圆函数,故恒为 0.
对于 (ii), 首先注意到 ℘′ 计重数在 ℂ/Λ 上有三个零点 (引理 8.1.2), 而且 ℘′(𝑧) =

−℘′(−𝑧)蕴涵 𝛼 ∈ (ℂ/Λ)[2] ∖ {0}时 ℘′(𝛼) = 0. 既然 (ℂ/Λ)[2]有 4个元素,这就穷尽了
℘′ 的三个一阶零点. 现在 (℘′)2 恰有三个二阶零点在 (ℂ/Λ)[2] ∖ {0},唯一极点在 𝑂 (六
阶). 另一方面,定理 8.1.8证明中业已说明对每个 𝛼 ∈ (ℂ/Λ)[2] ∖ {0},函数℘(𝑧) − ℘(𝛼)在
𝛼处也是二阶零点,唯一极点在 𝑂 (二阶). 于是存在常数 𝑐使得 (℘′)2 = 𝑐 ∏𝛼(℘ − ℘(𝛼));
考察 𝑧 = 0附近 𝑧−6 的系数可见 𝑐 = 4.

计入所有逆像及重数,推论 B.6.4说明 ℘ ∶ 𝒳 → ℙ1 对任何值都恰取 2次. 对于二
阶点 𝛼 如上,已知 ℘(𝑧) − ℘(𝛼)在 𝛼 处是二阶零点,所以当 𝛼 变化时 ℘(𝛼)取相异值. 最
后,注记 8.2.6说明 (℘, ℘′)能满足的三次方程 𝑌 2 = 4𝑋3 − 𝑔2𝑋 − 𝑔3 是唯一的.

对于 (iii), 基于 𝐺𝑘 = 2𝜁(𝑘)𝐸𝑘, 应用 Δ = 1
1728 (𝐸3

4 − 𝐸2
6 ) (推论 4.4.4), 推论 2.2.9 和

(2.2.3)来直接计算便是.
对 (iv),同样作繁而不难的计算.

模判别式 Δ因此得名. 定理 8.3.4 (ii)蕴涵 Δ在ℋ 上没有零点,这一性质在 §2.4是
由无穷乘积来说明的.

另外一种观点是将 (℘′)2 = 4℘3 − 𝑔2℘ + 𝑔3 诠释为 ℘满足的非线性微分方程,详见
§8.7.

为了 §10.1的应用,以下记录射影嵌入的坐标函数 ℘Λ(𝑧), ℘′
Λ(𝑧)在 Λ = Λ𝜏 时的一

则展开式. 论证纯然是经典的,用到一个简单的求和公式: 对一切满足 |𝑥| < 1的复数 𝑥
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皆有∑∞
𝑘=1 𝑘𝑥𝑘 = 𝑥

(1−𝑥)2 .

命题 8.3.5 设 (𝑧, 𝜏) ∈ ℂ × ℋ . 命 (𝑡, 𝑞) ∶= (𝑒2𝜋𝑖𝑧, 𝑒2𝜋𝑖𝜏). 记 ℘ = ℘Λ𝜏 ,那么

(2𝜋𝑖)−2℘(𝑧) = 1
12 + ∑

𝑛∈ℤ

𝑞𝑛𝑡
(1 − 𝑞𝑛𝑡)2 − 2

∞

∑
𝑛=1

𝑛𝑞𝑛

1 − 𝑞𝑛 ,

(2𝜋𝑖)−3℘′(𝑧) = ∑
𝑛∈ℤ

𝑞𝑛𝑡(1 + 𝑞𝑛𝑡)
(1 − 𝑞𝑛𝑡)3 .

证明 因为 0 < |𝑞| < 1,右式的无穷级数皆收敛,并对 𝑧全纯. 依据解析延拓,不妨假设
− Im(𝜏) < Im(𝑧) < Im(𝜏). 按定义,

℘(𝑧) = 1
𝑧2 + ∑

(𝑚,𝑛)∈ℤ2

(𝑚,𝑛)≠(0,0)

(
1

(𝑧 − 𝑚𝜏 − 𝑛)2 − 1
(𝑚𝜏 + 𝑛)2 )

= 1
𝑧2 + ∑

𝑛≠0

1
(𝑧 − 𝑛)2 − 2

∞

∑
𝑛=1

1
𝑛2

⎵⎵⎵⎵⎵⎵⎵⎵⎵⎵⎵⎵
𝑚=0部分

+ ∑
𝑚≠0

∑
𝑛∈ℤ (

1
(𝑧 − 𝑚𝜏 − 𝑛)2 − 1

(𝑚𝜏 + 𝑛)2 ) .

由引理 2.3.2 (代入 ±𝑧)和 𝜁(2) = 𝜋2

6 可知

1
𝑧2 + ∑

𝑛≠0

1
(𝑧 − 𝑛)2 = (2𝜋𝑖)2𝑡

(1 − 𝑡)2 ,

−2
∞

∑
𝑛=1

1
𝑛2 = −2𝜁(2) = (2𝜋𝑖)2 ⋅ 1

12 .

原式中∑𝑚≠0 ⋯部分则改写成

∞

∑
𝑚=1 (∑

𝑛∈ℤ (
1

(𝑧 + 𝑚𝜏 + 𝑛)2 + 1
(−𝑧 + 𝑚𝜏 + 𝑛)2 ) − 2 ∑

𝑛∈ℤ

1
(𝑚𝜏 + 𝑛)2 )

.

再次应用引理 2.3.2 (代入 ±𝑧 + 𝑚𝜏 ∈ ℋ ),可将上式含 𝑧的部分化为

(2𝜋𝑖)2
∞

∑
𝑚=1 (

𝑞𝑚𝑡
(1 − 𝑞𝑚𝑡)2 + 𝑞𝑚𝑡−1

(1 − 𝑞𝑚𝑡−1)2 ) = (2𝜋𝑖)2
∞

∑
𝑚=1 (

𝑞𝑚𝑡
(1 − 𝑞𝑚𝑡)2 + 𝑞−𝑚𝑡

(1 − 𝑞−𝑚𝑡)2 )

= (2𝜋𝑖)2
∑
𝑛∈ℤ

𝑞𝑛𝑡
(1 − 𝑞𝑛𝑡)2 − (2𝜋𝑖)2𝑡

(1 − 𝑡)2 .
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剩下部分按引理 2.3.2 (代入 𝑚𝜏 ∈ ℋ )和 Lambert级数的基础知识 (练习 7.2.4)化为

− 2
∞

∑
𝑚=1

∑
𝑛∈ℤ

1
(𝑚𝜏 + 𝑛)2 = −2(2𝜋𝑖)2

∞

∑
𝑚=1

∞

∑
𝑛=1

𝑛𝑞𝑚𝑛

= −2(2𝜋𝑖)2
∞

∑
𝑘=1

⎛
⎜
⎜
⎝
∑
𝑑∣𝑘

𝑑
⎞
⎟
⎟
⎠

𝑞𝑘 = −2(2𝜋𝑖)2
∞

∑
𝑛=1

𝑛𝑞𝑛

1 − 𝑞𝑛 .

这些部分组合成为 (2𝜋𝑖)−2℘(𝑧)的所求展开. 由于收敛性不成问题,在∑下求导便
给出 (2𝜋𝑖)−3℘′(𝑧).

8.4 Jacobi簇与椭圆曲线
前几节已经说明:

⋄ 所有亏格 1的紧 Riemann曲面 𝒳 在选定基点 𝑂后都能嵌入为 ℙ2 中的三次光滑
曲线 𝐸,方程写作 𝑌 2 = 𝑋3 + 𝑎𝑋 + 𝑏,或用齐次形式表作 𝑌 2𝑍 = 𝑋3 + 𝑎𝑋𝑍2 + 𝑏𝑍3.

⋄ 对于复环面 ℂ/Λ,其射影嵌入及 𝐸 的方程可由 Λ明确地表达.

本节将证明所有亏格 1, 带基点 𝑂 的紧 Riemann 曲面 (𝒳 , 𝑂) 都典范地同构于
(ℂ/Λ, 0),其中 Λ是由 𝒳 确定的格. 我们将从一般的紧 Riemann曲面 𝒳 及选定的基点
𝑂 ∈ 𝒳 起步. 记亏格为 𝑔 = 𝑔(𝒳),以 Ω = Ω𝒳 表典范丛 (定义 B.5.7),则 Riemann–Roch
定理 (见注记 B.7.13和命题 B.7.10)蕴涵

dimℂ Γ(𝒳, Ω) = 𝑔.

对任意 𝜔 ∈ Γ(𝒳, Ω)和 𝑄 ∈ 𝒳 ,沿着道路 𝛾 ∶ 𝑂 → 𝑄的积分

𝜙(𝛾, 𝜔) ∶ ∫𝛾∶𝑂→𝑄
𝜔

依赖于 𝛾 的选取,但因为 𝒳 是复一维,全纯 1-形式 𝜔自动是闭的, Stokes定理蕴涵该积
分仅依赖于 𝛾 的定端同伦等价类. 若考虑另一道路 𝛾′ ∶ 𝑂 → 𝑄,则

∫𝛾
𝜔 − ∫𝛾′

𝜔 = ∮𝛿
𝜔, 𝛿 ∶= 𝛾 − 𝛾′;

此处 𝛿由以下环路给出: 先沿 𝛾 自 𝑂走到 𝑃 ,再沿 𝛾′逆行返回 𝑂. 同样由 Stokes定理知
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∫𝛿 𝜔只和环路 𝛿在 H1(𝒳; ℤ)中的类有关,于是得到 ℤ-模的同态

H1(𝒳; ℤ) ⟶ Γ(𝒳 , Ω)∨

𝛿 ⟼ [𝜔 ↦ ∫𝛿
𝜔] .

(8.4.1)

记该映射的像为 𝐿,形如 ∫𝛿 𝜔的积分值叫作 𝒳 的周期.

引理 8.4.1 映射 (8.4.1)是单射. 其像 𝐿是 Γ(𝒳, Ω)∨ 中的格,见定义 3.8.1.

证明 令 𝕜 ∶= ℝ 或 ℂ, 根据 de Rham 定理, H1(𝒳; 𝕜) 的元素由 𝒳 上 𝕜-值的光滑闭
微分 1-形式表示. 微分形式沿闭链的积分给出 H1(𝒳; 𝕜) 和 H1(𝒳; 𝕜) 的对偶. 空间
H1(𝒳; ℂ) ≃ H1(𝒳; ℝ) ⊗

ℝ
ℂ上有自明的复共轭作用,与 𝒳 上光滑微分形式的复共轭相容;

共轭不动子空间正是 H1(𝒳; ℝ).
注意到若 𝛿 ∈ H1(𝒳; ℝ),那么 ∫𝛿 𝜔 = ∫𝛿 𝜔.
倘若读者愿意承认 𝒳 上的 Hodge理论,则可将 H1(𝒳; ℂ)分解成子空间 H0,1(𝒳) ∶=

Γ(𝒳, Ω)及其复共轭 H1,0(𝒳) ∶= Γ(𝒳, Ω)的直和.
照搬 (8.4.1)的手法,定义 ℝ-线性映射

𝑇 ∶ H1(𝒳; ℝ) → Γ(𝒳, Ω)∨, 𝑇 (𝛿) ∶ 𝜔 ↦ ∫𝛿
𝜔.

若 𝛿 ∈ ker(𝑇 ),则对所有 𝜔1, 𝜔2 ∈ Γ(𝒳, Ω)都有 ∫𝛿 𝜔1 + 𝜔2 = ∫𝛿 𝜔1 + ∫𝛿 𝜔2 = 0;对偶性遂
给出 𝛿 = 0. 于是 𝑇 是单射. 然而可定向紧拓扑曲面的分类理论说明 H1(𝒳; ℤ)是秩 2𝑔
的自由 ℤ-模,这就表明 (8.4.1)也是单射.
取 H1(𝒳; ℤ)的 ℤ-基 𝛿1, … , 𝛿2𝑔;它们也是 H1(𝒳; ℝ)的 ℝ-基,所以 𝑇 (𝛿1), … , 𝑇 (𝛿2𝑔)

仍然 ℝ-线性无关. 既然 dimℝ Γ(𝒳, Ω) = 2𝑔,这就表明 𝐿是格.

定义 8.4.2 由于 (8.4.1)的像 𝐿是格, Γ(𝒳, Ω)∨/𝐿是 𝑔 维复环面,称为 𝒳 的 Jacobi簇;
另一方面它又是 𝑔维交换复 Lie群,其加法来自 Γ(𝒳, Ω)∨ 的加法. 以下良定的映射称为
Abel–Jacobi映射:

𝜙 ∶ 𝒳 ⟶ Jac(𝒳) ∶= Γ(𝒳, Ω)∨

𝐿

𝑄 ⟼ [𝜔 ↦ ∫𝛾∶𝑂→𝑄
𝜔] , 𝛾 ∶ 𝑂 → 𝑄为任意道路

𝑂 ⟼ 0.

商掉 𝐿 是因为从 𝑂 到 𝑄 的道路彼此未必同伦等价. 我们上升到泛复叠空间
( ̃𝒳 , �̃�) → (𝒳, 𝑂)来绕过这个问题;常识表明 ̃𝒳 仍是 Riemann曲面,而 𝜔 ∈ Γ(𝒳, Ω)拉回
到 ̃𝒳 记为 �̃�,仍可沿任意道路 �̃� → �̃�对 �̃�求积分,其中 �̃� ↦ 𝑄;积分值仅依赖端点. 于
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是有交换图表
̃𝒳 Γ(𝒳, Ω)∨

𝒳 Jac(𝒳).

̃𝜙

商

𝜙

⟨ ̃𝜙(�̃�), 𝜔⟩ = ∫̃𝑂→�̃�
�̃�. (8.4.2)

图中所有箭头皆全纯,垂直箭头都是复叠,而且 ̃𝜙(�̃�) = 0.

引理 8.4.3 透过自然同构 Γ(𝒳, Ω) ≃ Γ(𝒳, Ω)∨∨ 将 𝜔视同 Γ(𝒳, Ω)∨ 上的平移不变全纯
微分形式 𝜔♮;后者可降到 Jac(𝒳),记作 𝜔♭. 那么 𝜙∗(𝜔♭) = 𝜔在 Γ(𝒳, Ω)中成立.

证明 问题的本质是 “无穷小”的,可拉到 (8.4.2)的上层来考虑,故仅需证明 Γ( ̃𝒳 , Ω)中
的等式 ̃𝜙∗(𝜔♮) = �̃�. 这又化约为对所有 ̃𝑃 ∈ ̃𝒳 证

∫̃𝜙(�̃�)→ ̃𝜙( ̃𝑃 )
𝜔♮ = ∫̃𝑂→ ̃𝑃

�̃�,

左式在向量空间中积分闭形式,道路可任取,不妨就取为线段,于是左式化为

⟨𝜔♮, ̃𝜙( ̃𝑃 )⟩ − ⟨𝜔♮, ̃𝜙(�̃�)⟩ = ⟨ ̃𝜙( ̃𝑃 ), 𝜔⟩ − ⟨ ̃𝜙(�̃�), 𝜔⟩ ,

按 (8.4.2),末项正是 ∫�̃�→ ̃𝑃 �̃�.

当 𝑔 = 0时 Jac(𝒳) = {0}. 当 𝑔 > 0时, Abel–Jacobi映射 𝒳
𝜙

Jac(𝒳)是闭嵌入. 记

Pic0(𝒳) ∶= ker [deg ∶ Pic(𝒳) → ℤ] ,

此群由形如 𝑃 − 𝑂 ∈ Div(𝒳)的元素生成 (𝑃 ∈ 𝒳 ). Jacobi簇的一个重要诠释是群同构

Pic0(𝒳) ∼⟶ Jac(𝒳 )
𝑛

∑
𝑖=1

(𝑃𝑖 − 𝑂) ⟼
𝑛

∑
𝑖=1

𝜙(𝑃𝑖);
(8.4.3)

详见 [43, Appendix, III]或 [60, §3.5]. 相关理论可以推及一般的代数曲线,这是曲线论最
重要的工具之一,但需要概形的语言. 本节仅限于陈述之后需要的性质. 今后专论 𝑔 = 1
情形.

引理 8.4.4 设 𝑔(𝒳) = 1,则存在处处非零的全纯微分形式 𝜔使得 Γ(𝒳, Ω) = ℂ𝜔.

证明 记 𝒳 的典范除子类为 𝐾𝒳 . 亏格 1的条件下, Riemann–Roch定理 (注记 B.7.13配
合命题 B.7.10)给出

deg 𝐾𝒳 = 0, dim Γ(𝒳, Ω) = ℓ(𝐾𝒳 ) = 1.
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取Ω的全纯截面 𝜔使得 Γ(𝒳, Ω) = ℂ𝜔. 从 deg(div(Ω, 𝜔)) = deg 𝐾𝒳 = 0可知 div(Ω, 𝜔) =
0,所以 𝜔处处非零.

对于亏格 1情形,选取引理 8.4.4中的 𝜔. 通过对 𝜔求值,我们得到 Γ(𝒳, Ω)∨ ≃ ℂ.
于是 (8.4.1)的像 𝐿可视同 ℂ的子群,由所有周期 ∫𝛿 𝜔构成,其中 𝛿 ∈ H1(𝒳; ℤ).

定理 8.4.5 设 𝑔(𝒳) = 1并选取 𝜔如上,以等同 Γ(𝒳, Ω)∨ 和 ℂ. 那么:
⋄ ℂ上的微分形式 d𝑧可下降到 Jac(𝒳),满足 𝜙∗(d𝑧) = 𝜔;
⋄ Abel–Jacobi映射 𝜙 ∶ 𝒳 → Jac(𝒳)是紧 Riemann曲面的同构.

作为推论,所有亏格 1的紧 Riemann曲面都透过 Abel–Jacobi映射同构于复环面.

证明 引理 8.4.3表明 𝜙∗(d𝑧) = 𝜔. 其推论是 𝜙的切映射处处非退化.
显然 Jac(𝒳)是紧 Riemann曲面. 命题 B.4.4断言 𝜙或者是常值,或者是有限分歧复

叠映射. 已知 𝜙的切映射恒非零,故 𝜙必无分歧点. 众所周知 𝜋1(Jac(𝒳), 0) = 𝐿,故存在
ℤ-子模 𝐿′ ⊂ 𝐿连同交换图表

̃𝒳 Γ(𝒳, Ω)∨

𝒳 Γ(𝒳, Ω)∨/𝐿′

Jac(𝒳) = Γ(𝒳, Ω)∨/𝐿

̃𝜙

𝜙

∃ ∼ (𝐿 ∶ 𝐿′) = deg(𝜙 ∶ 𝒳 → Jac(𝒳)).

上图蕴涵对于映至同一点 𝑄 ∈ 𝒳 的 �̃�, �̃�′ ∈ ̃𝒳 ,必有 ̃𝜙(�̃�′) − ̃𝜙(�̃�) ∈ 𝐿′. 回顾 ̃𝜙的构
造可知所有这些 ̃𝜙(�̃�′) − ̃𝜙(�̃�)恰好生成了 {∫𝛿 𝜔 ∶ 𝛿 ∈ H1(𝒳 ; ℤ)},即 𝐿. 于是 𝐿 = 𝐿′而
𝜙是同构. 明所欲证.

推论 8.4.6 设 𝒳 为亏格 1的紧 Riemann曲面,则 Aut(𝒳)在 𝒳 上的作用可递.

证明 由定理 8.4.5可假设 𝒳 = ℂ/Λ. 考虑群加法给出的平移自同构便知可递.

若干观察如下.

1. Jac(⋅)是函子: 设 𝑓 ∶ (𝒳, 𝑂) → (𝒳 ′, 𝑂′)是保基点的态射,那么它自然诱导出 ℂ-线
性映射 𝑓 ∗ ∶ Γ(𝒳 ′, Ω′) → Γ(𝒳, Ω)和 ℤ-线性映射 𝑓∗ ∶ H1(𝒳; ℤ) → H1(𝒳 ′; ℤ),两
者一道诱导复 Lie群的态射 Jac(𝒳) → Jac(𝒳 ′).

2. 设𝒳 = ℂ/Λ而 𝑂 ∶= 0. 考虑 ℂ/Λ上的标准微分形式 d𝑧,则 Γ(𝒳, Ω) = ℂ d𝑧等同于
ℂ. 兹断言周期格 𝐿等于 Λ: 诚然, H1(ℂ/Λ; ℤ)自然地等同于 Λ,这使得

𝐿 = {∫
𝜆

0
d𝑧 ∶ 𝜆 ∈ Λ} = Λ ⊂ ℂ.
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另一方面, Abel–Jacobi映射映 𝒳 的元素 𝑥 + Λ为 (∫𝑥
0 d𝑧) + Λ = 𝑥 + Λ. 综上,复环

面的 Jacobi簇 Jac(ℂ/Λ)可以自然地等同于 ℂ/Λ,使得 𝜙 ∶ ℂ/Λ → Jac(ℂ/Λ)等同于
id.

3. 考虑复环面的射影嵌入 (定理 8.3.4)

𝜄 ∶= (℘ ∶ ℘′ ∶ 1) ∶ ℂ/Λ ∼→ (𝐸 ∶ 𝑌 2 = 4𝑋3 − 𝑔2𝑋 + 𝑔3) ⊂ ℙ2.

将ℂ/Λ上的微分形式 d𝑧透过 𝜄移植到𝐸上,记为𝜔. 根据上一段, 𝐿 ⊂ Γ(𝐸, Ω𝐸)∨便
透过𝜔等同于Λ ⊂ ℂ,故 Jac(𝐸)等同于ℂ/Λ. 兹断言Abel–Jacobi映射𝜙 ∶ 𝐸 ∼→ ℂ/Λ
正是 𝜄的逆.

注意到 𝜄∗ (d𝑋/𝑌 ) = d℘/℘′ = d𝑧, 于是 𝜔 = d𝑋/𝑌 . 另一方面, 定理 8.4.5 又给出
𝜙∗(d𝑧) = 𝜔. 这就蕴涵了 𝜄∗𝜙∗(d𝑧) = 𝜄∗(𝜔) = d𝑧. 复环面 ℂ/Λ的自同构 𝜙 ∘ 𝜄的全纯
切映射是 id,由此导出 𝜙 ∘ 𝜄 = id;见命题 3.8.3.

定义 8.4.7 (椭圆曲线) 复数域 ℂ上的椭圆曲线意谓一组资料 (𝐸, 𝑂),其中 𝐸是亏格 1的
紧 Riemann曲面而 𝑂 ∈ 𝐸. 全体椭圆曲线构成范畴 Ellℂ,态射 (𝐸1, 𝑂1) → (𝐸2, 𝑂2)定义
为满足 𝑓(𝑂1) = 𝑂2 的 Riemann曲面态射 𝑓 ∶ 𝐸1 → 𝐸2.

定理 8.2.4已分类了所有椭圆曲线. 复环面连同其零元自动是椭圆曲线.

命题 8.4.8 任何椭圆曲线 (𝐸, 𝑂)都带有自然的群结构,由以下性质刻画: 设 ℂ/Λ为复环
面而 𝑓 ∶ (ℂ/Λ, 0) ∼→ (𝐸, 𝑂),则 (𝐸, 𝑂)的群结构透过 𝑓 拉回为 ℂ/Λ上自然的群结构. 椭
圆曲线之间的态射自动是群同态.

证明 定理 8.4.5说明这样的 𝑓 总是存在,取为 𝜙−1 即可. 设有不同的选取

(ℂ/Λ, 0) (𝐸, 𝑂)

(ℂ/Λ′, 0)

𝑓

𝑔∶=𝑓 ′−1𝑓
𝑓 ′

𝑓, 𝑓 ′ ∶ 同构.

那么 𝑔(0) = 0蕴涵 𝑔是复 Lie群之间的同构,所以 (𝐸, 𝑂)的群结构无关 𝑓 的选取.
根据命题 3.8.3,复环面之间保零点的态射自动是复 Lie群的同态,所以椭圆曲线之

间的态射也必为群同态.

记复环面及复 Lie 群同态给出的范畴为 Tori(1). 定理 8.4.5 给出范畴间的一对

函子 Tori(1) Ellℂ
incl

Jac
, 其中 incl意谓包含函子. Abel–Jacobi映射给出函子的同构

id
∼→ incl ∘ Jac和 id

∼→ Jac ∘incl (后者亦见推论 8.4.6后的观察 2),所以这是范畴等价. 椭
圆曲线的分类问题因之等于复环面的分类问题. 定理 3.8.8已经由解析途径分类了复环
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面. 首先 𝑌 (1) = 𝑌 (SL(2, ℤ))给出 Tori(1)的粗模空间;对于 𝜏 ∈ ℋ ,命 Λ𝜏 ∶= ℤ𝜏 ⊕ ℤ,那
么定理 3.3.5表明模不变量 ℂ/Λ𝜏 ↦ 𝑗(𝜏)给出紧 Riemann曲面的同构

𝑗 ∶ 𝑋(1) = 𝑌 (1) ⊔ {∞} ∼⟶ ℙ1, ∞ ↦ ∞.

至于椭圆曲线的分类则取道代数,由定义于 (8.2.6)的不变量 𝑗(𝒳, 𝑂)给出 (定理 8.2.4).
两相比较,定理 8.3.4显式给出复环面 ℂ/Λ𝜏 的射影嵌入,并说明由之算出的 𝑗 (ℂ/Λ𝜏 , 𝑂)
正与 𝑗(𝜏)殊途同归. 一切顺理成章.

此外,复环面之间的同源概念也自然地移植到椭圆曲线上,见 §3.8.

练习 8.4.9 对于亏格 1 的紧 Riemann 曲面 𝒳 , 尝试直接证明 H1(𝒳; ℂ) = Γ(𝒳, Ω) ⊕
Γ(𝒳, Ω).

8.5 加法结构和若干例子
在 §8.3 说明了任意椭圆曲线皆能嵌入为三次平面射影曲线 𝐸, 其齐次方程形如

𝑌 2𝑍 = 𝑋3 + 𝑎𝑋𝑍2 + 𝑏𝑍3,基点为 𝑂 = (0 ∶ 1 ∶ 0). 这类曲线显然是代数几何学的对象,
我们自然要问: 如何运用代数几何的语言刻画命题 8.4.8赋予 𝐸 的群结构? 这是将椭圆
曲线理论拓展到其它域上的必由之路.
首先,观察到 ℙ2 中任一直线在射影几何意义下交 𝐸 于三点,计重数. 这是代数几何

学中 Bézout定理的特例，直接证明也不难: 定义 𝐸 的齐次方程透过直线的参数式拉回
为 ℙ1 上的三次方程,当然恰有三根.

以下谈论直线和 𝐸 的交点时,一概计入重数.
⋄ 若已知两交点,则第三个交点可以用三次方程根与系数的关系直接求出;
⋄ 直线 ℓ和 𝐸 在点 𝑃 处的相交数 ≥ 2若且唯若 ℓ是 𝐸 在 𝑃 处的切线,而切线存在
缘于 𝐸 的光滑性;

例 8.5.1 举例明之, 𝐸 在 𝑂 = (0 ∶ 1 ∶ 0)处的切线是 ℓ ∶= {𝑍 = 0}: 将 ℓ等同于以 𝑋, 𝑌
为齐次坐标的 ℙ1,那么 𝐸 的方程拉回到 ℙ1 变为 𝑋3 = 0,截出三阶零点 (0 ∶ 1) ∈ ℙ1. 注
意到 𝐸 ∩ {𝑍 = 0} = {𝑂}.

另外, 对于 𝐸 上任意点 𝑃 = (𝑥0 ∶ 𝑦0 ∶ 1), 连接 𝑃 和 (0 ∶ 1 ∶ 0) 的直线由方程
ℓ ∶ 𝑋 − 𝑥0𝑍 = 0确定;就仿射部分 𝐸 ∖ {𝑍 = 0}观照, ℓ无非是平面上过 𝑃 点并且平行
𝑌 -轴的直线.

引理 8.5.2 设三次首一多项式 𝑃 无重根,则 𝑌 2 = 𝑃 (𝑋)在 ℙ2 中定义光滑代数曲线 𝐸.
坐标投影 𝑥 ∶ (𝑋 ∶ 𝑌 ∶ 1) ↦ 𝑋 和 𝑦 ∶ (𝑋 ∶ 𝑌 ∶ 1) ↦ 𝑌 分别延拓为次数为 2和 3的态射
𝐸 → ℙ1,它们的极点都在 𝐸 ∩ {𝑍 = 0}中.

证明 光滑性是代数几何的初等结果,见诸引理 8.2.3陈述之后的讨论. 关于 𝑥, 𝑦极点的
描述为自明,至于次数,注意到若 𝑥使 𝑃 (𝑥) ≠ 0,则方程 𝑦2 = 𝑃 (𝑥)对 𝑦恰有两个相异解;
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给定一般的 𝑦使 𝑃 (𝑥) − 𝑦2 无重根,则 𝑦2 = 𝑃 (𝑥)对 𝑥恰有 3个相异解. 有鉴于此, 𝑥, 𝑦的
次数乃是定义 B.3.7的直接结论.

定理 8.5.3 (K. Weierstrass) 赋予 𝐸 来自命题 8.4.8的加法群结构,使得 𝑂 = (0 ∶ 1 ∶ 0)
为其幺元,那么对所有 𝐴, 𝐵, 𝐶 ∈ 𝐸,

𝐴 + 𝐵 + 𝐶 = 𝑂 ⟺ 存在直线 ℓ ⊂ ℙ2 交 𝐸 于 𝐴, 𝐵, 𝐶.

证明 考虑拓扑空间

ℐ ∶= {(𝐴, 𝐵, 𝐶, ℓ) ∶ (𝐴, 𝐵, 𝐶) ∈ 𝐸3, 直线 ℓ ⊂ ℙ2 与 𝐸 交点为 𝐴, 𝐵, 𝐶} .

所述交点自然都计入重数. 所谓的射影对偶性断言 ℙ2 中所有直线构成的空间也是 ℙ2:
令 𝑎𝑋 + 𝑏𝑌 + 𝑐𝑍 = 0对应到 (𝑎 ∶ 𝑏 ∶ 𝑐)即可. 兹断言 pr12 ∶ (𝐴, 𝐵, 𝐶, ℓ) ↦ (𝐴, 𝐵)给出
同胚 ℐ ∼→ 𝐸2. 为此只消指明它的逆映射: 若 𝐴 ≠ 𝐵,则过这两点有唯一的直线 ℓ; 若
𝐴 = 𝐵,则 𝐸 在该处有良定的切线 ℓ. 无论对哪种情形,定义 ℓ和 𝐸 在 𝐴, 𝐵 之外的第三
个交点为 𝐶 . 容易看出 (𝐴, 𝐵) ↦ (𝐴, 𝐵, 𝐶, ℓ)连续,并与 pr12 互逆.

接着对所有 (𝐴, 𝐵, 𝐶, ℓ) ∈ ℐ 证明 𝐴 + 𝐵 + 𝐶 = 𝑂. 根据欲证性质的 “闭性”和上述
同胚,无妨对 𝐴, 𝐵 稍事扰动以假设其 𝑋-坐标不同而 𝑍-坐标为 1,那么 ℓ的方程能表作
𝑐𝑋 + 𝑌 + 𝑑𝑍 = 0. 考虑 𝑋, 𝑌 坐标的投影 𝑥, 𝑦 ∶ 𝐸 ∖ {𝑍 = 0} → ℂ;根据引理 8.5.2, 𝐸 上
的亚纯函数

𝑅 ∶= 𝑐𝑥 + 𝑦 + 𝑑

唯一的极点是 𝑂 (三阶),给出三次态射 𝐸 → ℙ1. 引理 8.1.2蕴涵 𝑅计重数恰有三个零点;
已知零点 𝐴, 𝐵相异且各自贡献至少一个重数. 取 Abel–Jacobi映射之逆 ℂ/Λ ∼→ 𝐸. 引理
8.1.2施于 ℂ/Λ遂蕴涵第三个零点 𝐶 必满足 𝐴 + 𝐵 + 𝐶 = 𝑂.
这就说明了 ⟸ 方向. 至于 ⟹ 方向,假定 𝐴, 𝐵, 𝐶 满足 𝐴 + 𝐵 + 𝐶 = 𝑂,证明的

第一段已表明存在唯一的 𝐶′, ℓ使得 (𝐴, 𝐵, 𝐶′, ℓ) ∈ ℐ ,而上一步又说明 𝐴 + 𝐵 + 𝐶′ = 𝑂.
群的消去律蕴涵 𝐶 = 𝐶′,故 ℓ交 𝐸 于 𝐴, 𝐵, 𝐶 三点. 明所欲证.

设 𝐸 是嵌入 𝜄 = (℘ ∶ ℘′ ∶ 1) ∶ ℂ/Λ ∼→ 𝐸 ⊂ ℙ2(ℂ)的像. 在经典文献中,共线性质
也写作

𝜄(𝑢) + 𝜄(𝑣) + 𝜄(𝑤) = 0 ⟹

|
|
|
|
|
|
||

℘(𝑢) ℘′(𝑢) 1

℘(𝑣) ℘′(𝑣) 1

℘(𝑤) ℘′(𝑤) 1

|
|
|
|
|
|
||

= 0,

其中 𝑢, 𝑣, 𝑤 ∈ ℂ/Λ ∖ {0}. 这是解析几何的初等常识.

注记 8.5.4 基于定理 8.5.3的 ⟸ 方向,可以具体描绘椭圆曲线 (𝐸, 𝑂)上的加法: 它是
𝐸 上具备以下性质的唯一加法群结构:
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⋄ 𝑃 , 𝑄, 𝑅共线 ⟹ 𝑃 + 𝑄 + 𝑅 = 𝑂,

⋄ 𝑂是加法幺元.

实际构造如下.

1. 取逆是简单的: 由于 𝑃 + (−𝑃 ) + 𝑂 = 𝑂,为了从 𝑃 确定 −𝑃 ,仅须作过 𝑃 , 𝑂 的直
线 ℓ,并取 −𝑃 为 ℓ和 𝐸 的第三个交点. 根据例 8.5.1,如果 𝑃 ≠ 𝑂,则 ℓ是过 𝑃 而
平行 𝑌 -轴的直线,所以 𝑃 ↦ −𝑃 无非是镜射 (𝑋 ∶ 𝑌 ∶ 𝑍) ↦ (𝑋 ∶ −𝑌 ∶ 𝑍). 如果
𝑃 = 𝑂,则 ℓ = {𝑍 = 0}在 𝑂处交 𝐸 三次,故 −𝑂 = 𝑂,仍是镜像.

2. 加法 𝑃 + 𝑄的办法是先取过 𝑃 , 𝑄的直线 ℓ (当 𝑃 = 𝑄时取切线), ℓ和 𝐸的第三个
交点 𝑅容易用 𝑃 , 𝑄的坐标来表示,其对 𝑋-轴的镜像即是 𝑃 + 𝑄.

此中奥妙在于 (𝐸, 𝑂)的加法完全由代数几何的方法确定,无关 ℘, ℘′ 等超越函数.

−4 −2 2 4

−6

−4

−2

2

4

6 𝐸 ∶ 𝑌 2 = 𝑋3 + 7

𝑃

𝑄 𝑅

𝑃 + 𝑄 = −𝑅

ℓ

图 8.5.1: 𝐸 ∶ 𝑌 2 = 𝑋3 + 7在实数部分的加法结构示意图

练习 8.5.5 在 𝐸 上和某条直线相切三次的点称为拐点,证明 𝐸 上恰有 9个拐点.

练习 8.5.6 尝试从三次平面光滑曲线的代数几何出发,证明定理 8.5.3和注记 8.5.4确定
的加法运算满足结合律等群论公理.

椭圆曲线的群结构还有以下的内禀描述,请对照 (8.4.3)的解析理论. 先回忆定义
B.7.2的除子类群 Pic(𝐸) ∶= Div(𝐸)/𝒫 .
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定理 8.5.7 令 (𝐸, 𝑂)为椭圆曲线. 映射

Φ ∶ 𝐸 ⟶ Pic0(𝐸) ∶= ker [deg ∶ Pic(𝐸) → ℤ]
𝑄 ⟼ 𝑄 − 𝑂 mod 𝒫

是群同构,而且下图交换

𝐸 Pic0(𝐸)

Jac(𝐸)

Φ

𝜙 (8.4.3) 𝜙 ∶ Abel–Jacobi映射.

证明 我们断言对任何 𝐷 ∈ Div(𝐸), deg 𝐷 = 1者,存在唯一的 𝑄使得 𝐷 ≡ 𝑄 mod 𝒫 ;
承认这点,两边同减 𝑂便得到 Φ为双射.

Riemann–Roch定理 (注记 B.7.13)蕴涵 ℓ(𝐷) = 1,于是精确到 ℂ×,存在唯一的 𝑓 使
得 𝐷′ ∶= div(𝑓 ) + 𝐷 ≥ 0;既然 deg 𝐷′ = deg 𝐷 = 1,必然表作 𝐷′ = 𝑄的形式,上述断言
得证.

现在说明 Φ 为群同构. 将 (𝐸, 𝑂) 实现为 ℙ2 上的三次曲线. 考虑 ℙ2 中的直线
ℓ ∶ 𝑎𝑋 + 𝑏𝑌 + 𝑐𝑍 = 0. 那么 ℓ交 𝐸 于 𝑃 , 𝑄, 𝑅三点 (计入重数)当且仅当 𝐸 上的有理函
数 𝑓 ∶= 𝑍−3(𝑎𝑋 + 𝑏𝑌 + 𝑐𝑍)|𝐸 满足

div(𝑓 ) = 𝑃 + 𝑄 + 𝑅 − 3𝑂 = (𝑃 − 𝑂) + (𝑄 − 𝑂) + (𝑅 − 𝑂).

此时 Φ(𝑃 ) + Φ(𝑄) + Φ(𝑅) = 0. 此外显然有 Φ(𝑂) = 0. 注记 8.5.4遂说明 Φ是群同构. 图
表交换是 (8.4.3)定义的显然结论.

推论 8.5.8 设 𝑁 ∈ ℤ ∖ {0}. 记椭圆曲线 (𝐸, 𝑂) 的 𝑁 倍自同态为 [𝑁]. 对于一切
𝐶 ∈ Pic0(𝐸),皆有𝑁𝐶 = [𝑁]∗𝐶;除子类的拉回详见定义–命题 B.4.7.

证明 应用定理 8.5.7可设 𝐶 = Φ(𝑄) = 𝑄 − 𝑂. 任取 𝑅0 ∈ [𝑁]−1(𝑄). 根据 [𝑁]∗的定义,
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在 Pic0(𝐸)中有

[𝑁]∗𝐶 =
⎛
⎜
⎜
⎝

∑
𝑅∈[𝑁]−1(𝑄)

𝑅 − ∑
𝑆∈𝐸[𝑁]

𝑆
⎞
⎟
⎟
⎠

= ∑
𝑅∈[𝑁]−1(𝑄)

Φ(𝑅) − ∑
𝑆∈𝐸[𝑁]

Φ(𝑆)

= Φ
⎛
⎜
⎜
⎝

∑
𝑅∈[𝑁]−1(𝑄)

𝑅 − ∑
𝑆∈𝐸[𝑁]

𝑆
⎞
⎟
⎟
⎠

= Φ
(

[𝑁2]𝑅0 + ∑
𝑆∈𝐸[𝑁]

𝑆 − ∑
𝑆∈𝐸[𝑁]

𝑆
)

= Φ ([𝑁]𝑄) = 𝑁Φ(𝑄) = 𝑁𝐶.

以上用到了 |𝐸[𝑁]| = 𝑁2. 证毕.

注记 8.5.9 (代数几何版本的Weil配对) 推论 8.5.8可以推广到任意代数闭域 𝕜上的椭
圆曲线. 当 char(𝕜) ∤ 𝑁 时,由此可赋予 𝑒𝑁 (𝑃 , 𝑄) (定义 3.8.9)基于代数几何的描述,速写
如下. 我们承认有自然的群同构

(Pic(𝐸), +) ≃ (𝐸 上的线丛, ⊗) / ≃

使得除子类拉回对应到线丛拉回. 记ℒ 为 Φ(𝑄) ∈ Pic0(𝐸)[𝑁]对应的线丛. 既然 [𝑁]是
以 𝐸[𝑁]为变换群的复叠态射 (非分歧), [𝑁]∗ℒ ≃ ℒ ⊗𝑁 平凡,而平凡线丛的自同构群
是 𝕜×,所以线丛 ℒ 的同构类由一个唯一的同态 𝜒ℒ ∶ 𝐸[𝑁] → 𝜇𝑁 (𝕜)确定 (所谓 “下降
资料”),对之有

𝑒𝑁 (𝑃 , 𝑄) = 𝜒ℒ (−𝑃 ) ∈ 𝜇𝑁 (𝕜).

基于除子的描述可见 [21, §7.4].

练习 8.5.10 (不变微分形式) 设 𝜔 ∈ Γ(𝐸, Ω𝐸),利用引理 8.4.4证明 𝜔对平移不变: 对所
有 𝐸 的点 𝑄,平移自同构 𝜏𝑄 ∶ 𝑃 ↦ 𝑃 + 𝑄皆满足 𝜏∗

𝑄𝜔 = 𝜔.
提示 设 𝜔非零. 因为 Γ(𝐸, Ω𝐸)是一维的,存在唯一的全纯映射 𝑟 ∶ 𝐸 → ℂ× 使得

𝜏∗
𝑄𝜔 = 𝑟(𝑄)𝜔. 那么 𝑟必取常值,但 𝑟(𝑂) = 1.

例 8.5.11 考虑嵌入 ℙ2 的椭圆曲线 𝐸 ∶ 𝑌 2 = 𝑃 (𝑋),其中 𝑃 为无重根的三次多项式,生
成元 𝜔 ∈ Γ(𝐸, Ω𝐸)可由 𝜔 ∶= d𝑋

𝑌 直接给出.
为了看清这点,首先对 𝐸 的方程两边微分,得到

2𝑌 d𝑌 = 𝑃 ′(𝑋) d𝑋, 𝜔 = 2𝑃 ′(𝑋)−1 d𝑌 .

因为 𝑃 , 𝑃 ′无公共根, 𝜔在 𝐸 ∖ {𝑍 = 0}上全纯. 根据引理 8.5.2,在 𝐸 和 𝑍 = 0的唯一交
点 𝑂 = (0 ∶ 1 ∶ 0)附近,可取 𝐸 的局部坐标 𝑢使得 𝑢(𝑂) = 0而 𝑥 ∼ 𝑢−2, 𝑦 ∼ 𝑢−3,由此知
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ord𝑂(𝜔) = 0. 综之, 𝜔 ∈ Γ(𝐸, Ω𝐸) ∖ {0}. 结合引理 8.4.4可知 𝜔张成 Γ(𝐸, Ω𝐸),处处非零.
配合上一道练习,可知 𝜔是 𝐸 上的不变微分形式.

例 8.5.12 依据定理 8.3.4,由 𝜏 ∈ ℋ 确定的复环面 ℂ/Λ𝜏 满足 𝑗(ℂ/Λ𝜏 , 0) = 𝑗(𝜏),而模不
变量 𝑗(𝜏)按推论 4.4.4写作

𝑗(𝜏) = 𝐸4(𝜏)3

Δ(𝜏) = 1728 ⋅ 𝐸4(𝜏)3

𝐸4(𝜏)3 − 𝐸6(𝜏)2 .

取 𝜌 ∶= 𝑒2𝜋𝑖/6 = 1+√−3
2 . 命题 4.4.1给出 𝐸4(𝜌) = 𝐸6(𝑖) = 0,故 𝑗(𝑖) = 1728而 𝑗(𝜌) = 0.

1. 考虑由 𝑌 2 = 𝑋3 −𝑋定义的三次曲线𝐸 ⊂ ℙ2,不再写出相应的齐次方程. 按 (8.2.6)
直接计算可得 𝑗(𝐸) = 2633 = 1728. 这就蕴涵作为椭圆曲线有 (𝐸, 𝑂) ≃ (ℂ/Λ𝑖, 0).

因为 ℤ[𝑖] = ℤ ⊕ ℤ𝑖 成环 (称为 Gauss 整数环), 由命题 3.8.3 易算出 (𝐸, 𝑂) 或
(ℂ/Λ𝑖, 0)的自同态环为 ℤ[𝑖].

2. 考虑 𝑌 2 = 𝑋3 − 432定义的三次曲线 𝐸′ ⊂ ℙ2. 依练习 8.2.7可得 𝑗(𝐸′, 𝑂) = 0,这
就蕴涵作为椭圆曲线有 (𝐸′, 𝑂) ≃ (ℂ/Λ𝜌, 0). 同样地,易证 ℤ[𝜌] = ℤ ⊕ ℤ𝜌成环 (称
为 Eisenstein整数环),从而 (𝐸′, 𝑂)或 (ℂ/Λ𝜌, 0)的自同态环为 ℤ[𝜌].

在这两个例子中,对应 𝑗 = 1728, 0的自同态环颇有来头,分别是虚二次数域 ℚ(√−1)和
ℚ(√−3)的代数整数环;这类现象是 §8.6的主题.

8.6 复乘初阶
复乘的深入研究可见 [49, §§4.4—5.4].
对于 ℂ中的格 Λ,可将 Λ ⊗ ℚ视同 ℂ的 ℚ-向量子空间⋃𝑚≥1

1
𝑚 Λ. 回忆命题 3.8.3:

以下都是 ℂ的子环

End(ℂ/Λ) = {𝑥 ∈ ℂ ∶ 𝑥Λ ⊂ Λ} ,

End(ℂ/Λ) ⊗ ℚ = ⋃
𝑚≥1

1
𝑚 End(ℂ/Λ)

= ⋃
𝑚≥1

{𝑥 ∈ ℂ ∶ 𝑥Λ ⊂ 1
𝑚Λ}

= {𝑥 ∈ ℂ ∶ 𝑥(Λ ⊗ ℚ) ⊂ Λ ⊗ ℚ} .

引理 8.6.1 设 𝜏 ∈ ℋ ,记Λ𝜏 ∶= ℤ𝜏⊕ℤ. 则End(Λ𝜏 )总是Λ𝜏的ℤ-子模,而且End(Λ𝜏 ) ⊋ ℤ
当且仅当存在非纯量矩阵 𝛾 ∈ GL(2, ℚ)+ 使得 𝛾𝜏 = 𝜏.
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证明 给定 𝑥 ∈ ℂ×,条件 𝑥Λ𝜏 ⊂ Λ𝜏 等价于存在 𝛾 = ( 𝑎 𝑏
𝑐 𝑑 ) ∈ M2(ℤ)使得

𝑥( 𝜏
1 ) = 𝛾( 𝜏

1 ). (8.6.1)

这蕴涵 𝑥 = 𝑐𝜏 + 𝑑 ∈ Λ𝜏 ,此外 𝛾𝜏 = 𝜏 (分式线性变换),故 det 𝛾 > 0. 由于 𝑥 ∉ ℤ时 𝑐 ≠ 0,
此时 𝛾 非纯量矩阵.

反过来设 𝛾 ∈ GL(2, ℚ)+ 满足 𝛾𝜏 = 𝜏. 不失一般性可设 𝛾 ∈ M2(ℤ) ∩ GL(2, ℚ)+. 那
么存在 𝑥 ∈ ℂ× 使 (8.6.1)成立. 假若 𝑥 ∈ ℤ,则 𝑐𝜏 + 𝑑 ∈ ℤ导致 𝛾 ∈ ( ∗ ∗

∗ ),这种矩阵在
ℋ 上无不动点,矛盾.

所谓二次数域是 ℚ的形如 ℚ(√𝐷)的 2次域扩张, 其中 𝐷 ∈ ℤ无平方因子, 根据
𝐷 > 0或< 0分别称为实或虚二次数域. 二次数域ℚ(√𝐷)有自同构 𝑎+𝑏√𝐷 ↦ 𝑎−𝑏√𝐷,
当 𝐷 < 0时这无非是复共轭; ℚ(√𝐷)中的代数整数构成子环

𝔬ℚ(√𝐷) =
⎧⎪
⎨
⎪⎩

ℤ ⊕ ℤ√𝐷, 𝐷 ≢ 1 (mod 4),
ℤ ⊕ ℤ 1+√𝐷

2 , 𝐷 ≡ 1 (mod 4).

回忆ℚ(√𝐷)中的序模是指具备以下性质的子环 𝒪 : (a)它是有限秩自由ℤ-模, (b)它
生成 ℚ-向量空间 ℚ(√𝐷);见定义 3.5.8.

练习 8.6.2 设 𝒪 为虚二次数域 𝐾 中的序模,证明 𝒪 ⊂ 𝔬𝐾 ,而且 𝒪 对复共轭封闭. 推论:
对任何 𝑡 ∈ 𝒪 都有 𝑡𝑡 ∈ ℤ≥0.

提示 从 𝒪 是有限秩自由 ℤ-模说明其元素都是代数整数. 若 𝑥 ∈ 𝒪 , 则 𝑥 + 𝑥 ∈
𝔬𝐾 ∩ ℚ = ℤ,从而 𝑥 ∈ 𝒪 .

引理 8.6.3 接续引理 8.6.1的符号. 我们有 End(Λ𝜏 ) ⊋ ℤ当且仅当 𝐾 ∶= ℚ(𝜏)是虚二次
数域,这时 End(ℂ/Λ𝜏 ) ⊗ ℚ ≃ 𝐾 ,而 𝒪 ∶= End(ℂ/Λ𝜏 )是 𝐾 中的序模.

证明 应用引理 8.6.1. 设 End(Λ𝜏 ) ⊋ ℤ,存在椭圆变换 𝛾 = ( 𝑎 𝑏
𝑐 𝑑 ) ∈ GL(2, ℚ)+ 固定 𝜏,而

向量 ( 𝜏
1 )对 𝛾 的特征值是 𝑐𝜏 + 𝑑; 此特征值必生成虚二次数域 𝐾 ,故 𝐾 = ℚ(𝜏). 此时

Λ𝜏 ⊗ ℚ = ℚ𝜏 ⊕ ℚ = 𝐾 ,故

End(ℂ/Λ𝜏 ) ⊗ ℚ = {𝑥 ∈ ℂ ∶ 𝑥𝐾 ⊂ 𝐾} = 𝐾.

于是子环 𝒪 生成 ℚ-向量空间 𝐾 ,另一方面,已知 𝒪 ⊂ Λ𝜏 ,故为有限秩自由 ℤ-模,至此验
证了序模的全部条件.

反过来说,设 𝐴𝜏2 + 𝐵𝜏 + 𝐶 = 0,其中 𝐴, 𝐵, 𝐶 ∈ ℤ不全为 0,那么 𝐴𝐶 > 𝐵2

4 ≥ 0而
( 𝐵 𝐶

−𝐴 )𝜏 = 𝜏,故 End(Λ𝜏 ) ⊋ ℤ.

满足引理 8.6.3条件的 𝜏 ∈ ℋ 也称为复乘点.



250 第 8章 椭圆函数和复椭圆曲线

定义 8.6.4 (复乘) 设 𝐸 为复椭圆曲线,若 𝒪 是某个虚二次数域 𝐾 的序模,而且存在环
同构 [⋅] ∶ 𝒪 ∼→ End(𝐸),则我们说 𝐸 带有 𝒪 的复乘1. 选定域嵌入 𝜄 ∶ 𝐾 ↪ ℂ,若进一步
要求对所有 𝜔 ∈ Γ(𝐸, Ω𝐸)和 𝛼 ∈ 𝒪 都有 [𝛼]∗𝜔 = 𝜄(𝛼)𝜔,则称 (𝒪, [⋅])使 𝐸 具有 𝒪 的正规
化复乘.

练习 8.6.5 说明当 𝑥 ≠ 0 给定, 满足 (8.6.1) 的 𝛾 ∈ GL(2, ℚ)+ 是唯一确定的, 由此说
明若 ℂ/Λ𝜏 带有 𝒪 的复乘, 则存在典范的 ℚ-代数嵌入 𝛾 ∶ 𝐾 ↪ M2(ℚ), 使得 (8.6.1)对
𝛾 ∶= 𝛾(𝑥)成立.

复乘中的虚二次数域按 𝐾 = 𝒪 ⊗ ℚ确定. 正规化的概念依赖于嵌入 𝜄 ∶ 𝐾 ↪ ℂ. 在
引理 8.6.3的场景中,序模 𝒪 业已嵌入 ℂ,它在 ℂ/Λ𝜏 上的作用来自 ℂ上的乘法 𝑧 ↦ 𝑥𝑧,
这般复乘当然是正规化的,但 𝑧 ↦ 𝑥𝑧给出的作用则不然.

引理 8.6.6 符号同上. 选定嵌入 𝐾 ↪ ℂ. 若 𝐸 带 𝒪 的复乘, 则存在唯一的同构
[⋅] ∶ 𝒪 ∼→ End(𝐸)使复乘正规化.

证明 不失一般性,设 𝐸 = ℂ/Λ𝜏 . 命题 3.8.3蕴涵正规化复乘中的 [⋅]是唯一的. 存在性
可以化约到以上讨论过的复环面情形.

复乘及其正规化版本可以定义到一般数域上的椭圆曲线,本书不论.
今后在探讨复乘时,总是选定嵌入 𝐾 ↪ ℂ,而且资料 [⋅]总取为正规化的. 全体带有

𝒪 复乘的复椭圆曲线构成范畴 Ellℂ(𝒪),以复椭圆曲线的同构为态射;记其中同构类组成
的集合为 ellℂ(𝒪). 说复环面 ℂ/Λ带序模 𝒪 的复乘相当于说

𝑥Λ ⊂ Λ ⟺ 𝑥 ∈ 𝒪,
[𝛼](𝑧 + Λ) = 𝛼𝑧 + Λ, 𝛼 ∈ 𝒪.

(8.6.2)

固定虚二次数域 𝐾 及其序模 𝒪 . 我们需要一些相关的代数概念,细节见诸代数数论
或交换代数的教材.

⋄ 满足以下条件的 𝒪-子模 𝔞 ⊂ 𝐾 称为分式理想: 存在 𝑡 ∈ 𝒪 ∖ {0}使得 𝑡𝔞 ⊂ 𝒪 .
⋄ 任两个分式理想 𝔞, 𝔟可以相乘: 𝔞𝔟 = {∑𝑖 𝑎𝑖𝑏𝑖 ∶ 𝑎𝑖 ∈ 𝔞, 𝑏𝑖 ∈ 𝔟}仍是分式理想. 全
体非零分式理想对乘法构成交换幺半群 FracIdeal(𝒪),以 𝒪 为幺元.

⋄ 对非零分式理想 𝔞,命 𝔞−1 ∶= {𝑥 ∈ 𝐾 ∶ 𝑥𝔞 ⊂ 𝒪},这仍是非零分式理想;可以证明
若存在 𝔟使得 𝔞𝔟 = 𝒪 ,则必有 𝔟 = 𝔞−1.

⋄ 基于以上理由,定义可逆分式理想为满足 𝔞𝔞−1 = 𝒪 的分式理想. 记可逆分式理想
所成集合为 InvIdeal(𝒪),它无非是 FracIdeal(𝒪)中由可逆元构成的群.

⋄ 任何 𝑥 ∈ 𝐾× 都生成主分式理想 𝑥𝒪 ⊂ 𝐾 ,其逆为 𝑥−1𝒪 ;它们构成 InvIdeal(𝒪)的子
群 PrinIdeal(𝒪).

1经常按英文 complex multiplication简写为 CM.
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⋄ 相对于以上运算,定义 𝒪 的类群为

cl(𝒪) ∶= InvIdeal(𝒪)/PrinIdeal(𝒪);

代数数论中的一则基本事实是 |cl(𝒪)|有限,称为 𝒪 的类数.
当 𝒪 = 𝔬𝐾 时,上述构造全是代数数论的熟知内容,此时所有非零分式理想皆可逆.

一般 𝒪 的类数可以用 𝔬𝐾 的类数和 𝒪 的导子来表示,见 [49, Exercise 4.12].

注记 8.6.7 二次数域的特殊性质之一是 𝔞可逆当且仅当对所有 𝑥 ∈ 𝐾 都有 𝑥𝔞 ⊂ 𝔞 ⟺
𝑥 ∈ 𝒪 ;这在 𝒪 = 𝔬𝐾 情形是简单的,一般情形详见 [15, Corollary 4.4]. 这对更高次的数域
及其序模并不成立.

命题 8.6.8 以下设 ℂ/Λ有 𝒪 的复乘,设 𝔞是可逆分式理想,则 𝔞是 ℂ中的格,而且 ℂ/𝔞
有 𝒪 的复乘.

证明 取 𝑡 ∈ 𝒪 ∖{0}使得 𝑡𝔞 ⊂ 𝒪 ;应用练习 8.6.2,以范数 𝑡𝑡代 𝑡则可进一步要求 𝑡 ∈ ℤ≥1.
同理,对 𝔞 ∩ 𝒪 的非零元取范数可得 𝑠 ∈ ℤ≥1 ∩ 𝔞. 于是

𝑠𝒪 ⊂ 𝔞 ⊂ 1
𝑡 𝒪.

根据上式,因为 𝒪 是秩 2自由 ℤ-模并在 ℂ中离散, 𝔞亦然,而且 𝔞和 𝒪 一样生成 ℚ-向量
空间 𝐾 ,因而也生成 ℝ-向量空间 ℂ. 这些性质表明 𝔞是格. 最后,注记 8.6.7提及的性质
表明 ℂ/𝔞有 𝒪 的复乘.

命题 8.6.9 以下设 ℂ/Λ有 𝒪 的复乘,而 𝔞是可逆分式理想.

(i) 命 𝔞Λ ∶= {∑𝑖 𝑎𝑖𝜆𝑖 ∶ 𝑎𝑖 ∈ 𝔞, 𝜆𝑖 ∈ Λ}, 这仍是格, 并且 ℂ/𝔞Λ 有 𝒪 的复乘; 此运
算满足

𝔞(𝔟Λ) = (𝔞𝔟)Λ, 𝒪Λ = Λ.

(ii) 对所有可逆分式理想 𝔞, 𝔟,都存在自然双射

{𝑥 ∈ 𝐾× ∶ 𝑥𝔞 = 𝔟}
1∶1

{同构 ℂ/𝔞Λ ∼→ ℂ/𝔟Λ} .

(iii) 命 𝔞 ⋆ ℂ/Λ ∶= ℂ/𝔞−1Λ,诱导 cl(𝒪)在 ellℂ(𝒪)上的作用,这是一个挠子 (见 [59,定义
4.4.8]).

作为 (iii)的推论, |ellℂ(𝒪)| = |cl(𝒪)|有限.

证明 首先, (8.6.2)蕴涵 𝒪Λ = Λ. 对于可逆分式理想 𝔞,应用之前的论证可取 𝑠, 𝑡 ∈ ℤ≥1
使得

𝑠Λ ⊂ 𝔞Λ ⊂ 1
𝑡 𝒪Λ = 1

𝑡 Λ.
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第一个 ⊂确保 𝔞Λ生成 ℝ-向量空间 ℂ,第二个 ⊂确保 𝔞Λ在 ℂ中离散,故 𝔞Λ是格.
我们仍然有 𝒪 ⋅ (𝔞Λ) = 𝔞Λ,故以上论证说明对任意非零分式理想 𝔟,乘法 𝔟(𝔞Λ)总有

意义并且等于 (𝔟𝔞)Λ. 现在来计算 End (ℂ/𝔞Λ):

𝑥𝔞Λ ⊂ 𝔞Λ ⟺ 𝑥 𝔞−1𝔞⎵
=𝒪

Λ = 𝔞−1𝔞⎵
=𝒪

Λ ⟺ 𝑥Λ ⊂ Λ.

这就表明 End (ℂ/𝔞Λ) = End(ℂ/Λ) = 𝒪 . 如是证完 (i).
另外, 设 𝔞, 𝔟为可逆分式理想. 给定同构 ℂ/𝔞Λ ∼→ ℂ/𝔟Λ相当于给定 𝑥 ∈ ℂ× 使得

𝑥𝔞Λ = 𝔟Λ. 这等价于 𝔠 ∶= 𝑥𝔞𝔟−1 ⊂ 𝒪 ,由此见得 𝑥 ∈ 𝐾×,故 𝔠是可逆分式理想;另一方
面,考虑 𝑥−1 给出的逆同构,则相同论证给出 𝔠−1 ⊂ 𝒪 . 于是

𝒪 = 𝔠𝔠−1 ⊂ 𝔠 ⊂ 𝒪,

故 𝔠 = 𝒪 . 综上,同构的刻画变为 𝑥 ∈ 𝐾×, 𝑥𝔞 = 𝔟. 如是证完 (ii).
对于 (iii),剩下的仅是证明对于带 𝒪 复乘的 ℂ/Λ1 和 ℂ/Λ2,总存在非零分式理想 𝔞

和同构 ℂ/𝔞Λ1 ≃ ℂ/Λ2. 对于 𝑖 ∈ {1, 2},存在 𝑧𝑖 ∈ ℂ× 和 𝜏𝑖 ∈ ℋ 使得 Λ𝑖 = 𝑧𝑖 (ℤ𝜏𝑖 ⊕ ℤ),
而引理 8.6.3确保 𝜏𝑖 ∈ 𝐾 . 故可任取非零元 𝜆𝑖 ∈ Λ𝑖 使得 𝔞𝑖 ∶= 𝜆−1

𝑖 Λ𝑖 ⊂ 𝐾 . 不难验证 𝔞𝑖
是满足 𝑥𝔞𝑖 ⊂ 𝔞𝑖 ⟺ 𝑥 ∈ 𝒪 的分式理想,注记 8.6.7蕴涵 𝔞𝑖 可逆. 命 𝔞 ∶= 𝔞−1

1 𝔞2,于是

𝜆2
𝜆1

𝔞Λ1 = Λ2,

亦即 𝜆2
𝜆1

∶ ℂ/𝔞Λ1
∼→ ℂ/Λ2. 明所欲证.

注记 8.6.10 考虑范畴 Cl(𝒪), 它以可逆分式理想为对象, 以 {𝑥 ∈ 𝐾× ∶ 𝑥𝔞 = 𝔟}为从 𝔞
到 𝔟的态射集,态射合成来自 𝐾× 中乘法. 命题 8.6.8和 8.6.9一道给出范畴间的等价

Cl(𝒪) → Ellℂ(𝒪), 𝔞 ↦ ℂ/𝔞;

它在同构类层次上诱导双射 cl(𝒪) 1∶1
ellℂ(𝒪).

现在切入代数曲线的视角. 复椭圆曲线 (𝐸, 𝑂)总能嵌入 ℙ2,其仿射部分由 Weier-
strass方程

𝑌 2 + 𝑎1𝑋𝑌 + 𝑎3𝑌 = 𝑋3 + 𝑎2𝑋2 + 𝑎4 + 𝑎6

描述,点 𝑂对应 (0 ∶ 1 ∶ 0). 对于任意域自同构 𝜎 ∈ Aut(ℂ),定义 𝜎𝐸 为仿射部分由方程

𝑌 2 + 𝜎(𝑎1)𝑋𝑌 + 𝜎(𝑎3)𝑌 = 𝑋3 + 𝜎(𝑎2)𝑋2 + 𝜎(𝑎4) + 𝜎(𝑎6)

描述的平面三次射影曲线,仍是以 (0 ∶ 1 ∶ 0)为基点的复椭圆曲线. Weierstrass方程当
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然不是唯一的. 如果读者愿意用代数几何的抽象语言,那么 𝜎𝐸 可以内禀地定义为概形
的基变换 𝐸 ×

ℂ,𝜎
ℂ. 显然

id𝐸 = 𝐸, 𝜎 (𝜏𝐸) = 𝜎𝜏𝐸, 𝜎, 𝜏 ∈ Aut(ℂ).

因为椭圆曲线的 𝑗 不变量是Weierstrass方程系数的代数表达式,自然有

𝑗 (𝜎𝐸) = 𝜎 (𝑗(𝐸)) .

接下来,定义 ℙ2 到自身的双射 𝜎 ∶ (𝑎 ∶ 𝑏 ∶ 𝑐) ↦ (𝜎(𝑎) ∶ 𝜎(𝑏) ∶ 𝜎(𝑐)). 它将集合 𝜎𝐸
一对一地映到集合 𝐸,保持基点 𝑂不变,其逆映射由 𝜎−1 诱导.

引理 8.6.11 设 (𝐸, 𝑂)是椭圆曲线, 𝜎 ∈ Aut(𝐸),则有环同构

End(𝐸) ∼→ End (𝜎𝐸)
𝑓 ↦ 𝜎−1𝑓𝜎.

证明 问题归结为说明 𝜎−1𝑓𝜎 总是 𝜎𝐸 到自身的态射. 如果读者了解态射在代数几何
中的定义,这理应是直接的推论.

定理 8.6.12 设 𝜏 ∈ ℋ 使得对应的椭圆曲线 (𝐸𝜏 , 𝑂) 有复乘, 那么 𝑗(𝜏) 是代数数; 记
𝒪 ∶= End(𝐸𝜏 ),则 [ℚ(𝑗(𝜏)) ∶ ℚ] ≤ |cl(𝒪)|.

证明 固定 𝜏 而让 𝜎 ∈ Aut(ℂ)变动. 根据命题 8.6.9和引理 8.6.11可知 𝜎𝐸𝜏 的同构类总
属于 ellℂ(𝒪). 所以全体 𝑗 (𝜎𝐸𝜏) = 𝜎 (𝑗(𝐸𝜏 ))构成的集合 Ξ至多仅有 |cl(𝒪)|个元素. 这
就导致 Ξ的元素皆为代数数,次数不大于 |cl(𝒪)|. 事实上,多项式∏𝜉∈Ξ(𝑋 − 𝜉)的系数
都对 Aut(ℂ)不变,因而都是有理数.

练习 8.6.13 补充上述论证的最后一步: 证明若 𝑥 ∈ ℂ对 Aut(ℂ)的作用不变,则 𝑥 ∈ ℚ.
提示 用超越基理论取中间域 ℂ ⊃ 𝑀 ⊃ ℚ,使得 ℂ是𝑀 的代数闭包,而𝑀 同构于

ℚ上带不可数个变元的有理函数域;见 [59, §8.8]. 从 𝑥对 Gal(ℂ|𝑀)不变导出 𝑥 ∈ 𝑀 .
再以有理函数域的性质说明若 𝑥 ∈ 𝑀 ∖ ℚ,则必有 𝜎 ∈ Aut(𝑀)挪动 𝑥,而 𝜎 又能延拓为
Aut(ℂ)的元素;后者本质上是基于代数闭包的唯一性.

由于 𝑗 是超越函数,它在复乘点的代数性是毫不显然的. 事实上还可以证明 𝑗(𝜏)是
代数整数;解析论证见 [49, §4.6],更顺手的工具则是 Galois表示,不属此章范围. 复乘理
论和 𝑗 函数的特殊值最终汇入 Kronecker的 “青春之梦”,关乎虚二次数域的类域论,这
是椭圆曲线和代数数论之间优美的联系.
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8.7 起源与应用
定义 8.7.1 假设 𝑦满足形如 𝑦2 = 𝑃 (𝑥)的代数关系,其中 𝑥为变元而 𝑑 ∶= deg 𝑃 ∈ {3, 4}.
对应的椭圆积分是形如

∫ 𝑅(𝑥, 𝑦) d𝑥, 𝑅(𝑥, 𝑦) ∶ 有理函数

的积分,不论积分上下限和 𝑅(𝑥, 𝑦)的奇点.

相关讨论见 [62, §8.1, §10.8]. 这类积分在椭圆周长,单摆周期等经典问题上有悠久
的渊源,因而得名; 𝑑 ≥ 5的情形则称为超椭圆积分. J. Liouville在 1835年左右证明了这
些不定积分通常不能表为初等函数 (指数,对数和代数函数的有限组合);见 [14].

注记 8.7.2 等式 𝑌 2 − 𝑃 (𝑋) = 0 在仿射平面 ℂ2 上定义一条代数曲线. 设 𝑃 (𝑋) =
∑𝑑

𝑘=0 𝑎𝑘𝑋𝑘 无重根,则 2𝑌 d𝑌 − 𝑃 ′(𝑋) d𝑋 在曲线上处处非零,故曲线无奇点. 另一方面,
曲线实现为 𝑑 次齐次多项式

𝑌 2𝑍𝑑−2 −
𝑑

∑
𝑘=0

𝑎𝑘𝑋𝑘𝑍𝑑−𝑘 = 0

在 ℙ2 中的零点集,它和 𝑍 = 0的唯一交点是 “无穷远点” (0 ∶ 1 ∶ 0). 当 𝑑 = 3时这就是
§8.2处理的三次光滑射影曲线;然而当 𝑑 > 3时它在 (0 ∶ 1 ∶ 0)有奇点,因为此时齐次多
项式取 d后形如 −𝑎𝑑−1𝑋𝑑−1 d𝑍 + 𝑍(⋯),在 𝑍 = 0时消没.

基于这个理由,今后在 𝑑 > 3情形下只论曲线 𝑌 2 = 𝑃 (𝑋)的仿射部分.

容易将 𝑑 = 4的椭圆积分降次到 𝑑 = 3情形,前提是要指定 𝑃 的一个单根 𝛼. 具体
机制如下.

引理 8.7.3 设 𝑃 (𝑥)是以 𝑥为变元的 𝑑 次多项式, 𝑑 ∈ 2ℤ而 𝑃 (𝛼) = 0. 定义

𝑃1(𝑢) ∶= 𝑢𝑑𝑃 (𝛼 + 1
𝑢 ) .

则 deg 𝑃1 ≤ 𝑑 − 1. 进一步:

⋄ 当 𝛼为单根时 deg 𝑃1 = 𝑑 − 1;

⋄ 若 𝑃 的根是 𝛼, 𝑥1, … 𝑥𝑑−1 (含重数)而 ∀𝑖, 𝛼 ≠ 𝑥𝑖,则 𝑃1 的根是 {(𝑥𝑖 − 𝛼)−1}
𝑑−1
𝑖=1 ;

⋄ 通过换元

(𝑥, 𝑦) = (𝛼 + 1
𝑢 , 𝑢−𝑑/2𝑣) , (𝑢, 𝑣) = (

1
𝑥 − 𝛼 , (𝑥 − 𝛼)−𝑑/2𝑦) ,
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方程 𝑦2 = 𝑃 (𝑥)化为 𝑣2 = 𝑃1(𝑢).

证明 我们有 𝑃 (𝛼 + 𝑥) = 𝑥𝑃 ′(𝛼) +高次项;代入 𝑥 = 1/𝑢得到

𝑃1(𝑢) = 𝑢𝑑−1𝑃 ′(𝛼) +低次项.

关于根的断言是明白的. 最后, 方程 𝑦2 = 𝑃 (𝑥) 换元后化为 𝑢−𝑑𝑣2 = 𝑃 (𝛼 + 1
𝑢 ) =

𝑢−𝑑𝑃1(𝑢),亦即 𝑣2 = 𝑃1(𝑢);反之亦然.

用代数几何的语言说, (𝑥, 𝑦) ↦ (𝑢, 𝑣)是 ℙ2 到自身的双有理变换: 它定义在域 ℚ(𝛼)
上,一般不是 ℙ2 或仿射平面到自身的多项式映射.

例 8.7.4 为厘清这些术语的来由,请考虑平面上的椭圆

𝑋2

𝑎2 + 𝑌 2

𝑏2 = 1, 𝑎 > 𝑏 > 0.

其参数式为 (𝑥(𝜃), 𝑦(𝜃) = (𝑎 cos 𝜃, 𝑏 sin 𝜃), 0 ≤ 𝜃 ≤ 2𝜋. 椭圆的离心率为 𝑒 ∶= √(𝑎2 − 𝑏2)/𝑎2,
0 < 𝑒 < 1. 椭圆周长等于

∫
𝜃=2𝜋

𝜃=0
√(d𝑥(𝜃))2 + (d𝑦(𝜃))2 = ∫

2𝜋

0
√𝑎2 sin2 𝜃 + 𝑏2 cos2 𝜃 d𝜃

= 4𝑎 ∫
𝜋/2

0
√1 − 𝑒2 cos2 𝜃 d𝜃.

代入 𝑥 = cos 𝜃, d𝜃 = −(sin 𝜃)−1 d𝑥,上式化作

4𝑎 ∫
1

0

√1 − 𝑒2𝑥2

√1 − 𝑥2
⋅ d𝑥 = 4𝑎 ∫

1

0

1 − 𝑒2𝑥2

√(1 − 𝑥2)(1 − 𝑒2𝑥2)
⋅ d𝑥.

取 𝑃 (𝑥) ∶= (1 − 𝑥2)(1 − 𝑒2𝑥2)可知此为椭圆积分, 𝑃 无重根.

回到一般框架. 根据引理 8.7.3,以下设 deg 𝑃 = 3并进一步要求 𝑃 无重根. 已知此
时所有椭圆积分都能用以下三种来表达

𝐼0 ∶= ∫
d𝑥
𝑦 , 𝐼1 ∶= ∫

𝑥 d𝑥
𝑦 , 𝐽1 ∶= ∫

d𝑥
(𝑥 − ℎ)𝑦 (ℎ ∈ ℂ).

按本节开头的描述,方程 𝐸 ∶ 𝑌 2 = 𝑃 (𝑋)延伸为 ℙ2 中的三次光滑曲线,仍记为 𝐸. 无论
对 𝐼0, 𝐼1还是 𝐽1,被积函数都是 𝐸上的一个亚纯微分形式 𝜔. 积分 𝐼0的好处在于相应的

𝜔 ∶= d𝑋
𝑌 在 𝐸 上全纯,见例 8.5.11.

取 𝜔 ∶= d𝑋
𝑌 如上. 若 𝐸 是射影嵌入 𝜄 = (℘ ∶ ℘′ ∶ 1) ∶ ℂ/Λ ↪ ℙ2 的像, 那么
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𝜄∗𝜔 = ℘′(𝑧)−1 d℘(𝑧) = d𝑧. 于是在道路积分的意义下,椭圆积分变为

∫
(℘(𝑤)∶℘′(𝑤)∶1)

(0∶1∶0)
𝜔 = ∫0→𝑤

d𝑧 = 𝑤 + Λ (任取道路).

所以精确到周期格 Λ,椭圆函数 ℘可谓是椭圆积分 𝐼0 的逆. 如此一来, ℂ/Λ上的加法反
映为著名的椭圆积分加法公式

∫
𝑃

(0∶1∶0)
𝜔 + ∫

𝑄

(0∶1∶0)
𝜔 = ∫

𝑃 +𝑄

(0∶1∶0)
𝜔,

其中 𝑃 + 𝑄 ∶= 𝜄 (𝜄−1(𝑃 ) + 𝜄−1(𝑄)),此加法运算可以按注记 8.5.4来几何地刻画.

例 8.7.5 下面考虑另一个力学中的例子. 考虑三维空间中一个刚体对其质心的转动,
无外力矩. 取 Ω为角速度向量, 并将转动惯量化到三个主轴上, 记为 𝐼1, 𝐼2, 𝐼3; 相应地
Ω = (Ω1, Ω2, Ω3)是时间 𝑡的函数. 刚体运动的 Euler方程写作

𝐼1Ω̇1 = (𝐼2 − 𝐼3)Ω2Ω3,
𝐼2Ω̇2 = (𝐼3 − 𝐼1)Ω3Ω1,
𝐼3Ω̇3 = (𝐼1 − 𝐼2)Ω1Ω2.

假定 𝐼1, 𝐼2, 𝐼3相异,否则问题无趣. 令 𝑢𝑖 ∶= 𝑎𝑖Ω𝑖,其中 𝑎𝑖是适当选取的常数 (𝑖 = 1, 2, 3),
运动方程可简化为

̇𝑢1 = 𝑢2𝑢3,
̇𝑢2 = 𝑢1𝑢3,
̇𝑢3 = 𝑢1𝑢2.

这组微分方程是可积系统的初步例子. 笼统地说,可积系统的一部分共性是

⋄ 丰富的守恒量,
⋄ 蕴藏几何结构,
⋄ 有可能以显式求解.

且先看守恒量:

d
d𝑡 (𝑢2

1 − 𝑢2
2) = 2𝑢1𝑢2𝑢3 − 2𝑢2𝑢3𝑢1 = 0 ⟹ 𝐴 ∶= 𝑢2

1 − 𝑢2
2 =常数.

同理可知 𝐵 ∶= 𝑢2
1 − 𝑢2

3 为常数. 下一步是对 ̇𝑢1 = 𝑢2𝑢3 两边取平方,代入上式得到

( ̇𝑢1)2 = (𝑢2
1 − 𝐴) (𝑢2

1 − 𝐵) .
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适当地选取平方根,按标准程序以

𝑡 = ∫
d𝑢1

√(𝑢2
1 − 𝐴) (𝑢2

1 − 𝐵)
+常数

来尝试反解 𝑢1. 右式是椭圆积分的特例,对应到四次代数关系式

𝑦2 = 𝑃 (𝑥) ∶= (𝑥2 − 𝐴) (𝑥2 − 𝐵) .

单作分门别类并不能加深我们对 𝑢1 的了解. 以下将从几何视角切入.
当时间 𝑡演化, (𝑥, 𝑦) ∶= (𝑢1, ̇𝑢1)恒在代数曲线 𝑆 ∶ 𝑌 2 = (𝑋2 − 𝐴)(𝑋2 − 𝐵)上;这里

只论仿射部分,参见注记 8.7.2. 以下不妨设 𝐴 ≠ 𝐵 且 𝐴, 𝐵 ≠ 0. 考虑 𝑆 上的微分形式
𝜂 ∶= d𝑋/𝑌 . 由 (𝑋2 − 𝐴)(𝑋2 − 𝐵)无重根可验证 𝜂在 𝑆 上全纯. 从动力学观点看, 𝜂是重
要的对象: 将之由 𝑡 ↦ (𝑢1(𝑡), ̇𝑢1(𝑡))拉回便是时间的微分 d𝑡.

依据引理 8.7.3,一旦选定 𝐴或 𝐵的一个平方根 𝛼,可以在 ℙ2 ⊃ ℂ2 中透过一个双有
理变换化 𝑆 为曲线 𝐸 ∶ 𝑌 2 = 𝑃1(𝑋);这里我们将 𝐸 视作 ℙ2 中的光滑三次曲线. 从双有
理变换的具体形式可知它诱导良定映射 𝑆 → 𝐸 和

𝜂 = d𝑋
𝑌⎵⎵

𝑆 上

⟷
d (𝛼 + 1

𝑋 )
𝑋−2𝑌

= −d𝑋
𝑌 =∶ −𝜔

⎵⎵⎵⎵⎵⎵⎵⎵⎵⎵⎵⎵⎵⎵⎵⎵
𝐸 上

.

例 8.5.11表明 𝜔 ∈ Γ(𝐸, Ω𝐸)上处处非零,借此等同 Γ(𝐸, Ω𝐸)∨ 与 ℂ.
最后来试着解 𝑢1. 取 Abel–Jacobi映射 𝜙 ∶ 𝐸 ∼→ ℂ/Λ,满足 𝜙∗(d𝑧) = 𝜔,其中 𝑧是 ℂ

上的标准坐标;见定理 8.4.5. 于是在 (𝑢1, ̇𝑢1)的轨迹上,我们有:

时域 𝑆 𝐸 ℂ/Λ

d𝑡 𝜂 −𝜔 − d𝑧𝜙∗

∼

所以随着时间 𝑡演化,曲线上的 (𝑢1(𝑡), ̇𝑢1(𝑡))固然复杂,但在复环面上局部地看,坐标 𝑧
却走直线. 不妨设想 𝑆 → 𝐸 ∼→ ℂ/Λ拉平了原来的非线性系统,如能描述 𝜙−1 就能描述
𝑢1(𝑡);这种现象罕见于一般的非线性常微分方程.

逆态射𝜙−1的坐标是椭圆函数. 事实上,若取𝐸为嵌入 𝜄 = (℘ ∶ ℘′ ∶ 1) ∶ ℂ/Λ ↪ ℙ2

的像,则我们在 §8.4已说明 𝜙 = 𝜄−1,所以刚体运动方程可以适当地用函数 ℘来求解.
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本章将对模形式给出基于几何或拓扑的诠释. 在 Γ充分小的前提下 (假设 9.1.1),第
一步是对所有 𝑘 ∈ ℤ将𝑀𝑘(Γ) (或𝑆𝑘+2(Γ))诠释为𝑋(Γ)上某个线丛𝝎⊗𝑘

Γ (或Ω𝑋(Γ)⊗𝝎⊗𝑘
Γ )

的截面空间. 第二步, 让 SL(2, ℝ) 线性地右作用于 𝑉 = ℂ𝑒1 ⊕ ℂ𝑒2, 见 (9.2.2); 我们以
Sym𝑘 𝑉 对 Γ的商定义 𝑌 (Γ)上的局部系统 𝑘𝑉Γ,并确立 ℂ-线性同构

ES ∶ 𝑆𝑘+2(Γ) ⊕ 𝑆𝑘+2(Γ) ∼→ H1 (𝑋(Γ), 𝑗∗
𝑘𝑉Γ) ,

其中 𝑆𝑘+2(Γ) ∶= {𝑓 ∶ 𝑓 ∈ 𝑆𝑘+2(Γ)},详见约定 9.4.8,而 𝑗 ∶ 𝑌 (Γ) ↪ 𝑋(Γ)是开嵌入. 同
构和两边的复共轭运算交换.

以上同构称为 Eichler–志村同构,它是模形式算术理论的基石之一. 同构右端是拓
扑学的标准对象,它也能反映 Hecke算子,还能借由 ℓ-进平展上同调等工具移植到代数
几何框架下;一旦为 𝑌 (Γ)及其紧化 𝑋(Γ)确立了良好的算术模型,便能赋予 H1 相互交
换的 Hecke算子和 Galois群作用,模形式理论自此汇入算术几何的洪流.
本章采取的是复解析观点,从相交上同调的 Hodge分解抽象地理解 Eichler–志村同

构,将其诠释为 Hodge理论中某个谱序列的退化,参见注记 9.4.14. 当 𝑘 = 0时 𝑘𝑉Γ 变
为常值层 ℂ,以上分解化为 H1(𝑋(Γ); ℂ)的 Hodge分解. 实践中经常将 H1(𝑋(Γ), 𝑗∗

𝑘𝑉Γ)
改写为抛物上同调 H1

para(Γ, Sym𝑘 𝑉 ), 后者纯然是代数的对象, 借此可以对任何余有限
Fuchs群 Γ具体地定义同构 ES.
本章对模形式的诠释借鉴于 [18]. 对 Eichler–志村同构的处理借鉴了 [5]. 本章虽不

预设 Hodge理论的背景,仍不免需要复几何,层论与同调代数的一些常识,请读者参考附
录 B和 §C.1.

本章经常采取几何中的习惯,不加说明地等同 Riemann曲面上的向量丛 𝐸 及其截
面层 𝑉 ↦ Γ(𝑉 , 𝐸).
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9.1 模形式作为全纯截面
设 Γ ⊂ SL(2, ℝ)是余有限 Fuchs群. 为了便利从ℋ 到 𝑌 (Γ) ∶= Γ\ℋ 的过渡,今后须

对 Γ作若干假设. 如果

∀𝛾 ∈ Γ, ∀𝑛 ∈ ℤ≥1, 𝛾𝑛 = 1 ⟹ 𝛾 = 1,

则称 Γ是无挠的. 由命题 1.3.9可知无挠等价于 −1 ∉ Γ而且 Γ无椭圆元素. 此外,请回
忆正则尖点的概念 (定义 3.6.1).

假设 9.1.1 如未另外说明,我们要求余有限 Fuchs群 Γ无挠,而且 Γ的所有尖点皆正则.

例 9.1.2 当 𝑁 ≥ 3 (或 𝑁 ≥ 4)时, Γ(𝑁) (或 Γ1(𝑁))无挠,见例 1.3.4和练习 1.3.5. 此外,
练习 3.6.3还蕴涵 𝑁 ≥ 3 (或 𝑁 ≥ 5)时 Γ(𝑁) (或 Γ1(𝑁))的所有尖点都正则. 综之,假设
9.1.1对 “足够深”的 Γ(𝑁)或 Γ1(𝑁)总是成立. 对于一般的 Γ,借由称为 Selberg引理的
结果,总能取到满足假设 9.1.1的子群 Γ′ ⊂ Γ;详见 §9.5的讨论.

重拾 §3.8的符号体系. 主角是 ℂ中 “标架化”的格,亦即 ℝ-线性同构 𝛼 ∶ ℝ2 ∼→ ℂ,
使得 (1, 0), (0, 1)的像是 ℂ的负向基;相应的格是 Λ ∶= 𝛼(ℤ2). 群 ℂ× × GL(2, ℝ)+ 透过

𝛼
(𝑧,𝛾)

𝑧 ∘ 𝛼 ∘ 𝑡𝛾, (𝑧, 𝛾) ∈ ℂ× × GL(2, ℝ)+

左作用在这些资料构成的空间ℒ□ 上. 引理 3.8.6给出同构 ℂ×\ℒ□ ≃ ℋ .

约定 9.1.3 对于复环面 ℂ/Λ,命 𝝎ℂ/Λ ∶= Γ (ℂ/Λ, Ωℂ/Λ),这是一维 ℂ-向量空间. 记 ℂ的
标准坐标为 𝑧,则 𝝎ℂ/Λ = ℂ d𝑧. 另外定义反全纯微分形式张成的空间 𝝎ℂ/Λ ∶= ℂd𝑧,其元
素无非是 𝝎ℂ/Λ 中微分形式的复共轭;见 §B.2.

留意到 𝑇 ∗
0,hol(ℂ/Λ) = 𝝎ℂ/Λ. 作为实二维流形, ℂ/Λ 在 0 点的余切空间 𝑇 ∗

0 (ℂ/Λ)
复化成

𝝎ℂ/Λ ⊕ 𝝎ℂ/Λ 𝑇 ∗
0 (ℂ/Λ) ⊗

ℝ
ℂ Homℤ(Λ, ℂ) =∶ 𝑉Λ

𝑥 d𝑧 + 𝑦d𝑧 (𝜆 ↦ 𝑥𝜆 + 𝑦𝜆) ,

∼

∈ ∈ (9.1.1)

其中 𝜆 ∈ Λ而 𝑥, 𝑦 ∈ ℂ,所有映射都是 ℂ-线性的. 进一步设 Λ来自 𝛼 ∈ ℒ□. 精确到复
环面的同构即 ℂ× 作用,可以设想随着 𝛼 ∈ ℒ□ 给出的格 Λ变动,空间 𝝎ℂ/Λ 将全纯地变
化,从而组成 ℂ×\ℒ□ ≃ ℋ 上的全纯线丛,记作 𝝎.
此事不难说清. 若 ℂ×\ℒ□ 的元素对应到 𝜏 ∈ ℋ , 则它由形如 𝛼(𝑥, 𝑦) = 𝑥𝜏 + 𝑦的

𝛼 ∶ ℝ2 ∼→ ℂ代表,相应的格是 Λ𝜏 ∶= ℤ𝜏 ⊕ ℤ. 当 𝜏 变动, d𝑧在每个 𝝎ℂ/Λ𝜏 中都是基,从
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而给出线丛的平凡化

triv ∶ 𝒪ℋ
∼→ 𝝎

1 ↦ d𝑧.

约定 9.1.4 设 Σ是 GL(2, ℝ)+ 的子群,而ℋ 上的向量丛 𝐸 有左 Σ-作用,亦即交换图表:

Σ × 𝐸 𝐸

Σ × ℋ ℋ

群作用

(id,⋯) ⋯

群作用

记 𝐸 在 𝜏 上的纤维为 𝐸𝜏 . 对所有开集 𝑈 和 𝑠 ∈ Γ(𝑈, 𝐸), 命 𝑠 ⋅ 𝜎 ∈ Γ(𝜎−1𝑈, 𝐸) 为对
𝜎 ∈ Σ的拉回,即

(𝑠 ⋅ 𝜎)(𝜏) = (𝑠(𝜎𝜏) ∈ 𝐸𝜎𝜏 用 𝜎−1 搬回 𝐸𝜏 的像) , 𝜏 ∈ 𝜎−1𝑈. (9.1.2)

于是 𝑠 ⋅ (𝜎𝜎′) = (𝑠𝜎)𝜎′. 对于循 (9.1.2)的方式定义在各种截面上的右作用,本章一律记
作 𝑠 𝜎 𝑠 ⋅ 𝜎.

以下讨论几种特例,皆取 Σ ∶= GL(2, ℝ)+.

1. 取 𝐸为平凡线丛,它显然带有源自ℋ 的 GL(2, ℝ)+左作用,在 Γ(ℋ , 𝒪ℋ )上诱导的
右作用无非是拉回 𝑓(𝜏)

𝛾
𝑓(𝛾𝜏).

2. 典范线丛 Ωℋ 同样有源自ℋ 的 GL(2, ℝ)+ 左作用,在 Γ(ℋ , Ωℋ )上诱导的右作用
是微分形式的拉回 𝜂

𝛾
𝛾∗𝜂.

3. 考察 𝐸 = 𝝎情形: 让 𝛾 = ( 𝑎 𝑏
𝑐 𝑑 ) ∈ GL(2, ℝ)+ 按以下方式联系 𝝎的纤维:

𝝎ℂ/Λ𝛾𝜏 𝝎ℂ/Λ𝜏

(det 𝛾)−1 ⋅ (𝑐𝜏 + 𝑑) d𝑧 d𝑧

∼

(9.1.3)

上式中 (𝑐𝜏 + 𝑑)无非是自守因子 𝑗(𝛾, 𝜏). 由 𝑗(𝛾𝛾′, 𝜏) = 𝑗(𝛾, 𝛾′𝜏)𝑗(𝛾′, 𝜏) (引理 1.5.2)
可知这构成 GL(2, ℝ)+ 在线丛 𝝎上的左作用,它 “提升”了 GL(2, ℝ)+ 在ℋ 上的线
性分式变换作用.

由 (9.1.3)立见 triv对 GL(2, ℝ)+ 作用非等变.



262 第 9章 上同调观模形式

4. 最后,取 𝐸 为 𝝎的对偶线丛 𝝎⊗(−1),赋予它 GL(2, ℝ)+ 的左作用:

𝝎⊗(−1)
ℂ/Λ𝛾𝜏

𝝎⊗(−1)
ℂ/Λ𝜏

(𝑐𝜏 + 𝑑)−1(d𝑧)⊗(−1) (d𝑧)⊗(−1).

∼

(9.1.4)

假若要求 𝛾 ∈ SL(2, ℤ),那么 (9.1.3)有自然的 “模诠释”: 它可借由同构

ℂ/Λ𝛾𝜏 ℂ/ℤ(𝑎𝜏 + 𝑏) ⊕ ℤ(𝑐𝜏 + 𝑑) ℂ/Λ𝜏

𝝎ℂ/Λ𝛾𝜏 𝝎ℂ/ℤ(𝑎𝜏+𝑏)⊕ℤ(𝑐𝜏+𝑑) 𝝎ℂ/Λ𝜏

𝑐𝜏+𝑑
∼

(𝑐𝜏+𝑑)∗

∼

(9.1.5)

来实现,而按表示论的术语, 𝛾 在 𝝎−1 上的作用是它的 “逆步”.
对任意 𝑘 ∈ ℤ, 因为 triv ∶ 𝒪ℋ

∼→ 𝝎的两边都是带 GL(2, ℝ)+ 作用的线丛, 对之可
作 𝑘 次张量幂. 若 𝑓 ∈ Γ(ℋ , 𝒪ℋ ), 回忆上古定义 1.5.3, 则 𝑓(𝜏)(d𝑧)⊗𝑘 ∈ Γ(ℋ , 𝝎⊗𝑘) 在
𝛾 = ( 𝑎 𝑏

𝑐 𝑑 ) ∈ GL(2, ℝ)+ 右作用下的像 (𝑓 d𝑧⊗𝑘) ⋅ 𝛾 在 𝜏 的取值不外乎

𝑓(𝛾𝜏) ⋅ (d𝑧 ∈ 𝝎ℂ/Λ𝛾𝜏 对 (9.1.3)的逆像)
⊗𝑘

= (det 𝛾)𝑘(𝑐𝜏 + 𝑑)−𝑘𝑓(𝛾𝜏)(d𝑧)⊗𝑘 = (det 𝛾)𝑘/2 (𝑓 |𝑘 𝛾) (𝜏) (d𝑧)⊗𝑘. (9.1.6)

等式 (9.1.6) 已隐现模形式的身影. 下一步是降到 𝑌 (Γ) = Γ\ℋ . 记商映射为
ℋ 𝜋 𝑌 (Γ). 一般而言,对于ℋ 上带有左 Γ-作用的向量丛 𝐸,对 𝐸 → ℋ 两边同时取商,
得到

𝐸♭ ∶= 𝐸/Γ → 𝑌 (Γ);

称 𝐸♭ 为 𝐸 对 Γ的商或曰 “下降”. 由于 Γ无挠,取商过程在几何上毫无困难: 可以验证
𝐸♭ 是 𝑌 (Γ)上的向量丛, rk 𝐸 = rk 𝐸♭,而且对于任意开集 𝑉 ⊂ 𝑌 (Γ)皆有

Γ(𝑉 , 𝐸♭) = Γ (𝜋−1𝑉 , 𝐸)
Γ-不变 . (9.1.7)

类似地,带 Γ-作用的层同样可以从ℋ 下降到 𝑌 (Γ),使得其截面满足 (9.1.7).
现在取 𝐸 为 𝝎,它下降为 𝑌 (Γ)上的线丛 𝝎Γ. 另一方面,线丛 Ωℋ 也带 GL(2, ℝ)+ 作

用, d𝜏 是其处处非零的截面;它下降到 𝑌 (Γ)的产物自然是 Ω𝑌 (Γ).

命题 9.1.5 (小平–Spencer同构) 映射 d𝜏 ↦ (d𝑧)⊗2 给出 ℋ 上线丛的同构 KS ∶ Ωℋ
∼→

𝝎⊗2,满足
(det 𝛾)−1KS(𝑠)𝛾 = KS(𝑠𝛾), 𝛾 ∈ GL(2, ℝ)+;

特别地, KS对 SL(2, ℝ)作用等变. 对 Γ取商给出 𝑌 (Γ)上线丛的同构 KS ∶ Ω𝑌 (Γ)
∼→ 𝝎⊗2

Γ .
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证明 比较 d𝜏 的等变性 (引理 1.1.1)和 d𝑧的等变性 (9.1.6)即足.

关于小平–Spencer映射的完整理论可参考 [66, §8.4]的综述.

定义 9.1.6 将 𝑌 (Γ) 上的线丛 𝝎Γ 按以下方式延拓到 𝑋(Γ), 产物仍记为 𝝎Γ: 考虑 𝑡 =
𝛼∞ ∈ 𝒞Γ,其中 𝛼 ∈ SL(2, ℝ);取满足引理 3.2.9条件的 Γ𝑡-不变开邻域 𝑈 ∋ 𝑡;我们要求

⋄ Γ(𝑉 , 𝝎Γ) ∶= 𝒪𝑉 (d𝑧 ⋅ 𝛼−1)|𝑈∖{𝑡},其中 𝑉 ∶= 𝜋(𝑈),截面的限制映射按自明方式定义;

⋄ 1 ↦ d𝑧 ⋅ 𝛼−1 给出平凡化 𝒪𝑉
∼→ 𝝎Γ|𝑉 .

留意到 d𝑧 ⋅ 𝛼−1 在 𝑡 = 𝛼∞附近的性状相当于 d𝑧在∞附近的性状. 利用 §3.2的结
果,可以验证这些定义和一切选取无关,并且使 𝝎Γ 成为 𝑋(Γ)上的线丛. 这里便不纠缠
细节了.

命题 9.1.7 命题 9.1.5的态射 KS延拓为 𝑋(Γ)上线丛的态射 KS ∶ Ω𝑋(Γ) → 𝝎⊗2
Γ : 它在

𝑌 (Γ)上是同构,在每个尖点 𝑐 ∈ 𝑋(Γ) ∖ 𝑌 (Γ)处都恰有 1阶零点.

证明 不失一般性,只论∞代表的尖点. 设

Γ𝑡 =
⎛
⎜
⎜
⎜
⎝

1 ℎℤ

1

⎞
⎟
⎟
⎟
⎠

, ℎ ∈ ℝ>0.

回忆到𝑋(Γ)在∞附近的坐标由 𝑞 = 𝑒2𝜋𝑖𝜏/ℎ给出, 𝑞(∞) = 0. 命题 9.1.5的态射在∞附近
遂写作

KS ∶ d𝜏 = ℎ d𝑞
2𝜋𝑖𝑞 ↦ (d𝑧)⊗2;

左边在 𝑞 = 0有 1阶极点,右边是 𝝎Γ 在∞附近的平凡化截面.

倘若读者熟悉代数几何的语言,则不难将上述结果改写为 𝑋(Γ)上的同构 Ω𝑋(Γ)
∼→

𝝎⊗2
Γ (− ∑尖点),或等价的 Ω𝑋(Γ)(∑尖点) ∼→ 𝝎⊗2

Γ .

定理 9.1.8 在假设 9.1.1下,对于所有 𝑘 ∈ ℤ,我们有 ℂ-向量空间的自然同构

𝑓(𝜏) 𝑓(𝜏)(d𝑧)⊗𝑘

𝑀𝑘(Γ) Γ (𝑋(Γ), 𝝎⊗𝑘
Γ )

𝑆𝑘(Γ) Γ (𝑋(Γ), 𝝎⊗𝑘
Γ (− ∑尖点))

∈ ∈

∼

∼

⊂ ⊂
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和

𝑆𝑘+2(Γ) Γ (𝑋(Γ), Ω𝑋(Γ) ⊗ 𝝎⊗𝑘
Γ )

𝑓 𝑓(𝜏) ⋅ KS−1 ((d𝑧)⊗2) (d𝑧)⊗𝑘.

∼

∈ ∈

证明 与定义 3.6.4对勘. 根据 (9.1.6),容许在尖点处亚纯的模形式等同于 𝝎⊗𝑘
Γ 的截面,

后者同样容许在 𝑋(Γ) ∖ 𝑌 (Γ)亚纯. 对于由 𝑐 = 𝛼∞ ∈ 𝒞Γ 代表之尖点,基于定义 9.1.6可
知 𝐹 ∶= 𝑓(d𝑧)⊗𝑘在 𝑐处全纯等价于 𝐹 在 𝛼∞附近被 (d𝑧 ⋅ 𝛼−1)⊗𝑘整除,这又等价于 𝐹 ⋅ 𝛼
在∞附近被 (d𝑧)⊗𝑘 整除,但 (9.1.6)表明

𝐹 ⋅ 𝛼 = 𝑓 |𝑘 𝛼 ⋅ (d𝑧)⊗𝑘,

于是一切等价于 𝑓 |𝑘 𝛼 在∞处全纯. 消没性质的描述也类似,但假设 9.1.1中的正则尖
点条件将起作用,请读者寻思. 这就确立了关于𝑀𝑘(Γ)和 𝑆𝑘(Γ)的同构.

关于 𝑆𝑘+2(Γ)的同构是上述情形和命题 9.1.7的直接应用: 留意到 Ω𝑋(Γ) 的局部截
面 KS−1 ((d𝑧)⊗2)在尖点处是一阶极点,正与 𝑓 的零点抵消.

这些结果与第四章类似,但由于该章寻求的是明确公式,而且未加假设 9.1.1,技术
上遂增添不少麻烦.

9.2 若干局部系统

本节延续 §9.1的观点和符号,依旧要求Γ满足假设 9.1.1. 包含映射 𝑗 ∶ 𝑌 (Γ) ↪ 𝑋(Γ)
是 Riemann曲面的开嵌入. 记尖点集为 Σ ∶= 𝑋(Γ) ∖ 𝑌 (Γ). 令 𝜋 ∶ ℋ ∗ → 𝑋(Γ)为商映射.

以下从 (9.1.1)的分解 𝝎ℂ/Λ ⊕ 𝝎ℂ/Λ
∼→ 𝑉Λ切入,但是要求 Λ = Λ𝜏 ,其中 𝜏 ∈ ℋ . 对之

定义向量空间
𝑉𝜏 ∶= (Λ𝜏 ⊗ ℂ)∨, 𝑉 ∨

𝜏 ∶= Λ𝜏 ⊗ ℂ;

当然,它们可以定义在 ℝ,甚且是 ℤ上. 资料 𝑉 ∶= (𝑉𝜏 )𝜏 及其对偶 𝑉 ∨ ∶= (𝑉 ∨
𝜏 )𝜏 都构成

ℋ 上的秩 2局部系统: 当 𝜏 变动, 𝑉𝜏 和 𝑉 ∨
𝜏 随之俱转. 注意到 𝑉 ∨ 可以平凡化,由以下截

面 ̌𝑒1, ̌𝑒2 确定
̌𝑒1(𝜏) ∶= 1 ∈ Λ𝜏 , ̌𝑒2(𝜏) = −𝜏 ∈ Λ𝜏 , 𝜏 ∈ ℋ ;

取对偶基 𝑒1(𝜏), 𝑒2(𝜏) ∈ 𝑉𝜏 便给出 𝑉 的平凡化截面 𝑒1, 𝑒2. 留意到 {1, −𝜏}是 ℂ的负向
ℝ-基.

接着将 GL(2, ℝ)+在ℋ 上的作用提升到 𝑉 上: 设 𝛾 = ( 𝑎 𝑏
𝑐 𝑑 ) ∈ GL(2, ℝ)+,在基上定
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义从纤维之间的过渡:

𝑉𝜏 ⟶ 𝑉𝛾𝜏

𝑒1(𝜏) ↦ (det 𝛾)−1 (𝑑𝑒1(𝛾𝜏) − 𝑏𝑒2(𝛾𝜏))
𝑒2(𝜏) ↦ (det 𝛾)−1 (−𝑐𝑒1(𝛾𝜏) + 𝑎𝑒2(𝛾𝜏)) ;

(9.2.1)

或者说,相对于基 𝑒1, 𝑒2,它由矩阵 𝑡𝛾−1 的矩阵左乘给出,故此为 GL(2, ℝ)+ 的左作用.
当 𝛾 ∈ SL(2, ℤ) 时, 作用 (9.2.1) 和 (9.1.3) 一样具有模诠释: 根据 §3.8 的讨论,

ℋ 分类的几何对象是复环面 𝐸 = ℂ/Λ 配上 𝛼 ∶ ℤ2 ∼→ Λ = H1(𝐸; ℤ), 精确到同构;
𝛾 = ( 𝑎 𝑏

𝑐 𝑑 ) ∈ SL(2, ℤ)的作用保持 𝐸,变 𝛼为 𝛼 ∘ 𝑡𝛾 . 记

̌𝑒1 ∶= 𝛼(0, 1) ̌𝑒′
1 ∶= 𝛼 ∘ 𝑡𝛾(0, 1) = 𝑑 ̌𝑒1 − 𝑐 ̌𝑒2

̌𝑒2 ∶= −𝛼(1, 0) ̌𝑒′
2 ∶= −𝛼 ∘ 𝑡𝛾(1, 0) = −𝑏 ̌𝑒1 + 𝑎 ̌𝑒2.

取转置可知它们在 Hom(Λ, ℤ)中的对偶基服从于

𝑒1 = 𝑑𝑒′
1 − 𝑏𝑒′

2, 𝑒2 = −𝑐𝑒′
1 + 𝑎𝑒′

2.

当 Λ = Λ𝜏 时, 𝑒𝑖 = 𝑒𝑖(𝜏)而 𝑒′
𝑖 透过 𝛾 等同于 𝑒𝑖(𝛾𝜏);因为 det 𝛾 = 1,一切回归 (9.2.1).

对 𝑖 = 1, 2,将 𝑒𝑖 视同向量丛 𝑉 ⊗ℂ 𝒪ℋ 的整体截面;特别地,它们使 𝑉 ⊗
ℂ

𝒪ℋ ≃ 𝒪⊕2
ℋ

成为平凡向量丛. 对 𝛾 = ( 𝑎 𝑏
𝑐 𝑑 ) ∈ GL(2, ℝ)+ 按 (9.1.2)定义 𝑉 ⊗ℂ 𝒪ℋ 的整体截面 𝑒𝑖 ⋅ 𝛾 ,

具体计算表明
𝑒1 ⋅ 𝛾 = 𝑎𝑒1 + 𝑏𝑒2,
𝑒2 ⋅ 𝛾 = 𝑐𝑒1 + 𝑑𝑒2;

(9.2.2)

或者说,相对于基 𝑒1, 𝑒2,它由 𝛾 的矩阵右乘给出.

引理 9.2.1 对所有 𝜏 ∈ ℋ ,映射 (9.1.1)对 Λ𝜏 用 𝑒1, 𝑒2 表作

d𝑧 ↦ 𝑒1 − 𝜏𝑒2, d𝑧 ↦ 𝑒1 − 𝜏𝑒2.

进一步,我们有ℋ 上向量丛的 GL(2, ℝ)+-等变短正合列

0 𝝎 𝑉 ⊗
ℂ

𝒪ℋ 𝝎⊗(−1) 0

d𝑧 𝑒1 − 𝜏𝑒2

𝑠𝑒1 + 𝑡𝑒2 (𝜏𝑠 + 𝑡)(d𝑧)⊗(−1) (𝑠, 𝑡 ∈ ℂ).

𝑞

(9.2.3)

对 𝝎⊗(−1) 的群作用是按 (9.1.4)定义的.
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证明 关于映射 (9.1.1)的表法从 𝑒𝑖, ̌𝑒𝑗 的定义看是明白的. 至于 (9.2.3),正合性在纤维
上考察亦属自明,以下证其等变. 取定 𝛾 = ( 𝑎 𝑏

𝑐 𝑑 ) ∈ GL(2, ℝ)+. 我们考察 𝑉 ⊗ℂ 𝒪ℋ 的整
体截面: 对于第一段映射,由 (9.2.2)知

(𝑒1 − 𝜏𝑒2) ⋅ 𝛾 = (𝑎 − 𝑎𝜏 + 𝑏
𝑐𝜏 + 𝑑 ⋅ 𝑐) 𝑒1 + (𝑏 − 𝑎𝜏 + 𝑏

𝑐𝜏 + 𝑑 ⋅ 𝑑) 𝑒2

= (𝑐𝜏 + 𝑑)−1(𝑎𝑑 − 𝑏𝑐)(𝑒1 − 𝜏𝑒2),

这正是 (9.1.6) (取 𝑘 = 1)描述的 d𝑧 ⋅ 𝛾 之像. 第二段映射 𝑞的处理办法类似,我们有

(𝑠𝑒1 + 𝑡𝑒2) ⋅ 𝛾 = (𝑎𝑠 + 𝑐𝑡)𝑒1 + (𝑏𝑠 + 𝑑𝑡)𝑒2
𝑞

((𝑎𝜏 + 𝑏)𝑠 + (𝑐𝜏 + 𝑑)𝑡) (d𝑧)⊗(−1) = (𝑐𝜏 + 𝑑)(𝛾𝜏𝑠 + 𝑡)(d𝑧)⊗(−1);

然而根据 (9.1.4)的规定,这正是 𝑞(𝑠𝑒1 + 𝑡𝑒2) ⋅ 𝛾 = ((𝜏𝑠 + 𝑡)(d𝑧)⊗(−1)) ⋅ 𝛾 .

注记 9.2.2 引理 9.2.1以显式说明对于 Λ = Λ𝜏 ,映射 (9.1.1)的 𝝎部分对 𝜏 全纯, 𝝎部分
反全纯. 相对地,等变短正合列 (9.2.3)只涉及全纯的对象. 对 𝑉 上的 Γ作用同样可取商,
得到 𝑌 (Γ)上的秩 2局部系统 𝑉Γ. 因而 (9.2.3)诱导向量丛的短正合列

0 → 𝝎Γ → 𝑉Γ ⊗
ℂ

𝒪𝑌 (Γ) → 𝝎⊗(−1)
Γ → 0 (在 𝑌 (Γ)上). (9.2.4)

这些短正合列是Hodge结构变异的初步例子; (9.3.2)将把此列延拓到𝑋(Γ)上. 和 (9.2.4)
类似的结构还可以从代数几何观点研究,视角是考虑一般交换环或概形上的椭圆曲线,
以其代数 de Rham上同调替代 𝑉Γ ⊗

ℂ
𝒪𝑌 (Γ);见 [30, A1.2]的介绍.

定义 9.2.3 选定 𝑘 ∈ ℤ≥0,以对称幂定义 𝑌 (Γ)上的局部系统

𝑘𝑉Γ ∶= Sym𝑘 𝑉Γ, Sym0 𝑉Γ ∶= ℂ, Sym1 𝑉Γ = 𝑉Γ;

因为对称幂是一种逐纤维的操作,它们也可以等同于 Sym𝑘 𝑉 对 Γ取商的产物.

依据商的定义,以下应该是自明的.

命题 9.2.4 设 Γ′ ⊂ Γ为子群, (Γ ∶ Γ′)有限. 记 𝑝 ∶ 𝑌 (Γ′) → 𝑌 (Γ)为商映射,则有自然同
构 𝑝∗ (𝑘𝑉Γ)

∼→ 𝑘𝑉Γ′ .

关于对称幂的代数理论可见 [59, §7.6]. 因为 𝑌 (Γ) 复一维, 复几何中称为全纯
Poincaré引理的常识给出层的短正合列

0 → ℂ → 𝒪𝑌 (Γ)
d Ω𝑌 (Γ) → 0,



§9.2 若干局部系统 267

由此又导出短正合列

0 → 𝑘𝑉Γ → 𝑘𝑉Γ ⊗
ℂ

𝒪𝑌 (Γ)
id⊗d 𝑘𝑉Γ ⊗

ℂ
Ω𝑌 (Γ) → 0; (9.2.5)

故 H• (𝑌 (Γ), 𝑘𝑉Γ)可用以下复形的超上同调 H•(𝑌 (Γ), ⋅)来计算

𝑘𝑉Γ ⊗
ℂ

𝒪𝑌 (Γ)
id⊗d 𝑘𝑉Γ ⊗

ℂ
Ω𝑌 (Γ) (次数: 0, 1),

其中最有趣的是中间上同调 H1. 当 𝑌 (Γ)紧时, Hodge理论是处理这种问题的有力工具.
我们关心的自然是一般情形. 延拓 𝑘𝑉Γ 为 𝑋(Γ)上的层

𝑗∗ (𝑘𝑉Γ ) ∶开集 𝑊 ↦ Γ (𝑊 ∖ Σ, 𝑘𝑉Γ) .

它在 𝑌 (Γ)上等于 𝑘𝑉Γ,在任何 𝑦 ∈ 𝑌 (Γ)处的茎可用引理 9.2.1的符号表作⨁𝑎+𝑏=𝑘 ℂ𝑒𝑎
1𝑒𝑏

2.
对于尖点 𝑥 ∈ Σ,取 𝑡 = 𝛼∞ ∈ 𝜋−1(𝑥)和充分小的开邻域 𝑈 ∋ 𝑡. 拓扑上 𝑈 ∖ {𝑡}同胚于圆
盘挖掉原点, 𝜋1(𝑈 ∖ {𝑡}) = Γ𝑡. 不失一般性先假定 𝑡 = ∞,那么存在唯一的 ℎ > 0使得

Γ∞ =
⎛
⎜
⎜
⎜
⎝

1 ℎℤ

1

⎞
⎟
⎟
⎟
⎠

.

任何 𝑘𝑉Γ 的截面 𝑠局部上都取常值,但是由于局部系统 𝑉Γ 定义为 𝑉 对 Γ的商,随
着我们正向绕尖点一圈,纤维被 ( 1 ℎ

1 )在 𝑉 上的作用相应地搬动: 根据 (9.2.2),此作用
(称为单值变换)表作

𝑒1 ↦ 𝑒1 + ℎ𝑒2, 𝑒2 ↦ 𝑒2,

在对称幂上则给出

𝑒𝑎
1𝑒𝑏

2 ↦
𝑎

∑
𝑟=0 (

𝑎
𝑟)ℎ𝑟𝑒𝑎−𝑟

1 𝑒𝑏+𝑟
2 , 𝑎, 𝑏 ∈ ℤ≥0, 𝑎 + 𝑏 = 𝑘;

由此易推得

𝑗∗ (𝑘𝑉Γ)𝜋(∞) = ℂ𝑒𝑘
2 , 继而 𝑗∗ (𝑘𝑉Γ)𝜋(𝛼∞) = ℂ(𝑒2 ⋅ 𝛼−1)𝑘.

这些等式也可以透过将 𝑘𝑉Γ 视为 Sym𝑘 𝑉 对 Γ的商,用 (9.1.7)推导. 注意到 𝑗∗(0𝑉Γ)是
𝑋(Γ)上的常值层 ℂ: 它的单值变换是 id.

依照几何视角,自然的问题是寻求以类似 (9.2.5)的手段计算 H1 (𝑋(Γ), 𝑗∗
𝑘𝑉Γ). 这

是下节的任务. 单值变换为幂幺变换这一性质将起到关键的作用.
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9.3 上同调与滤过
沿续 §9.2的讨论和符号. 选定 𝑘 ∈ ℤ≥0. 第一步是将正合列 (9.2.5)延拓到 𝑋(Γ). 今

后简记
𝒪 ∶= 𝒪𝑋(Γ).

定义–命题 9.3.1 按以下方式定义 𝑗∗(𝑘𝑉Γ ⊗
ℂ

𝒪𝑌 (Γ))的子层 𝒪(𝑘𝑉Γ),使得

(i) 它是秩 𝑘 + 1的局部自由 𝒪-模,因此对应到 𝑋(Γ)上的秩 𝑘 + 1向量丛;
(ii) 它限制在 𝑌 (Γ)上等于 𝑘𝑉Γ ⊗

ℂ
𝒪𝑌 (Γ);

(iii) 它包含 𝑗∗
𝑘𝑉Γ 作为子层.

首先对 𝑋(Γ)指定坐标开集𝑊 和相应的 𝛼 ∈ SL(2, ℝ): 记商映射ℋ ∗ → 𝑋(Γ)为 𝜋.

⋄ 设𝑊 是 𝑌 (Γ)上的坐标开集,如引理 3.1.2,对之取 𝛼 ∶= 1,这时存在开集 𝑈 ⊂ ℋ
使得 𝜋 ∶ 𝑈 ∼→ 𝑊 ;

⋄ 设𝑊 是 𝑋(Γ)上包含尖点 𝑥的坐标开集,如引理 3.2.9;取 𝛼使得 𝑥 = 𝜋(𝛼∞),这时
存在含 𝛼∞的开集 𝑈 ⊂ ℋ ∗,使得 𝜋 诱导 Γ𝛼∞\𝑈 ∼→ 𝑊 .

命

𝑢 ∶= (𝑒1 − 𝜏𝑒2) ⋅ 𝛼−1, 𝑣 ∶= 𝑒2 ⋅ 𝛼−1 (𝜏 ∈ 𝑈 ∖ Σ),

𝑢, 𝑣 ∈ Γ (𝑈, 𝑗∗(Sym𝑘 𝑉 ) ⊗
ℂ

𝒪ℋ ) ,

其中 𝑒1, 𝑒2视为 𝑉 的局部截面,那么在含尖点情形 𝑢, 𝑣对 Γ𝛼∞不变,故下降为 𝑘𝑉Γ ⊗
ℂ

𝒪𝑌 (Γ)

在𝑊 上的截面. 命

Γ (𝑊 , 𝒪(𝑘𝑉Γ)) ∶=
𝑘

⨁
𝑎=0

Γ(𝑊 , 𝒪)𝑢𝑎𝑣𝑘−𝑎.

证明 关键在于尖点. 适当取共轭后不妨设 𝑥 = 𝜋(∞). 取 𝛼 = 1. 由于 Γ∞ 由形如 ( 1 ℎ
1 )

的元素生成,从 (9.2.2)易见 𝑢, 𝑣对 Γ∞ 不变. 此外, SL(2, ℝ)中保持 ∞的矩阵必可写成
( 𝑎 𝑏

𝑎−1 ),公式 (9.2.2)说明它映 𝑢为 𝑎𝑢,映 𝑣为 𝑎−1𝑣. 因此以上定义也无关 𝛼 的选取. 这
就粘合为所求的层.

显然 𝒪(𝑘𝑉Γ) 限制在 𝑌 (Γ) 上等于 𝑘𝑉Γ ⊗
ℂ

𝒪𝑌 (Γ). 上节最末业已说明在尖点附近有

Γ (𝑊 , 𝑗∗
𝑘𝑉Γ) = ℂ𝑣𝑘,故 𝑗∗

𝑘𝑉Γ 是 𝒪(𝑘𝑉Γ)的子层.

根据定义–命题 9.3.1对 𝒪(𝑘𝑉Γ)的局部描述,立即导出以下结论.

⋄ 对称代数 Sym 𝑉 = ⨁𝑎≥0 Sym𝑎 𝑉 上的乘法自然地给出⨁𝑎≥0 𝑗∗(𝑎𝑉Γ ⊗
ℂ

𝒪𝑌 (Γ))上的
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分次乘法结构,此乘法可以限制到子层⨁𝑎≥0 𝒪(𝑎𝑉Γ)上,给出

𝒪(𝑎𝑉Γ) ⊗
𝒪

𝒪(𝑏𝑉Γ) → 𝒪(𝑎+𝑏𝑉Γ), 𝒪(0𝑉Γ) = 𝒪.

⋄ 构作 𝒪(𝑉Γ)在层论意义下的对称 𝒪-代数 Sym 𝒪(𝑉Γ). 上述乘法诱导

Sym 𝒪(𝑉Γ) ∼→ ⨁
𝑎≥0

𝒪(𝑎𝑉Γ) (作为 𝒪-代数). (9.3.1)

⋄ 将 𝒪(𝑉Γ)等同于对应的秩 2向量丛,则 (9.2.4)可以延拓为 𝑋(Γ)上的短正合列

0 → 𝝎Γ → 𝒪(𝑉Γ) → 𝝎−1
Γ → 0, (9.3.2)

这是因为根据 (9.2.3),在尖点 𝜋(𝛼∞)附近 𝝎Γ的生成截面 d𝑧 ⋅ 𝛼−1映为 𝑢,而 𝑣则映
为 (d𝑧)⊗(−1) ⋅ 𝛼−1.

于是 𝝎⊗ℎ
Γ 嵌入 𝒪(ℎ𝑉Γ),继而乘法结构诱导自然映射

𝝎⊗ℎ
Γ ⊗

𝒪
𝒪(𝑘𝑉Γ) → 𝒪(ℎ+𝑘𝑉Γ), ℎ, 𝑘 ≥ 0. (9.3.3)

回忆到 Σ表尖点集. 记 Ω𝑋(Γ)(Σ)为 𝑗∗Ω𝑌 (Γ) 的如下子层:

Ω𝑋(Γ)(Σ) ∶ 𝑊 ↦
{

𝜔 ∶ 𝑊 上的亚纯微分, div(𝜔) + ∑
𝑥∈Σ

𝑥 ≥ 0
}

.

在每个尖点附近取坐标 𝑞,那么 Ω𝑋(Γ)(Σ)在该尖点附近由 d𝑞
𝑞 生成. 在任何尖点 𝜋(𝛼∞)

的坐标邻域上, d𝜏 ⋅ 𝛼−1 是 Ω𝑋(Γ)(Σ)的局部截面: 见命题 9.1.7的证明.

定义 9.3.2 在 𝒪(𝑘𝑉Γ)上定义滤过

𝒪(𝑘𝑉Γ) = ℱ 0 ⊃ ⋯ ⊃ ℱ 𝑘 ⊃ {0},
ℱ ℎ ∶= 𝝎⊗ℎ

Γ ⊗
𝒪

𝒪(𝑘−ℎ𝑉Γ) 对 (9.3.3)的像.

换言之,取 𝑢, 𝑣如定义–命题 9.3.1,则 ℱ ℎ 在每一点 𝑥 ∈ 𝑋(Γ)处的茎可表成

(ℱ ℎ)𝑥 =
𝑘

⨁
𝑗=ℎ

𝒪𝑥𝑢𝑗𝑣𝑘−𝑗 .
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另外,定义 𝒪(𝑘𝑉Γ)上的联络为层的下述 ℂ-线性映射

∇ ∶ 𝒪(𝑘𝑉Γ) → 𝒪(𝑘𝑉Γ) ⊗
𝒪

Ω𝑋(Γ)(Σ)

𝑓𝑢𝑎𝑣𝑏 ↦ 𝑢𝑎𝑣𝑏 ⊗ d𝑓 + 𝑓𝑎𝑢𝑎−1𝑣𝑏(−𝑒2 ⋅ 𝛼−1) ⊗ (d𝜏 ⋅ 𝛼−1)
= 𝑢𝑎𝑣𝑏 ⊗ d𝑓 − 𝑓𝑎𝑢𝑎−1𝑣𝑏+1 ⊗ (d𝜏 ⋅ 𝛼−1)

其中 𝑓 是 𝒪 的任意局部截面,而 𝛼如定义–命题 9.3.1.

请留意: 𝒪(𝑘𝑉Γ)的截面也是 𝑗∗(𝑘𝑉Γ ⊗
ℂ

𝒪𝑌 (Γ))的截面,而 𝑗∗(id ⊗ d)限制到 𝒪(𝑘𝑉Γ)上正等
于 ∇,映 𝑒1, 𝑒2 为 0. 所以 ∇延拓了 (9.2.5)中的 id ⊗ d.

定义导致 ∇对 𝒪(•𝑉Γ)的乘法服从 Leibniz律. 它还蕴涵

∇(𝑓𝑠) = 𝑠 ⊗ d𝑓 + 𝑓∇(𝑠), 𝑓 ∶ 𝒪 的局部截面. (9.3.4)

这是向量丛上联络的标准性质,但 ∇的状况略有不同: 鉴于 Ω𝑋(Γ)(Σ)的定义,它实际给
出带对数奇点的联络.

命题 9.3.3 联络 ∇ ∶ 𝒪(𝑘𝑉Γ) → 𝒪(𝑘𝑉Γ) ⊗ Ω𝑋(Γ)(Σ)满足

(i) ker(∇) = 𝑗∗ (𝑘𝑉Γ);
(ii) (Griffiths横截性)对每个 1 ≤ ℎ ≤ 𝑘皆有 ∇ℱ ℎ ⊂ ℱ ℎ−1 ⊗ Ω𝑋(Γ)(Σ).

证明 注意到 𝒪(𝑘𝑉Γ)的截面也是 𝑗∗(𝑘𝑉Γ ⊗
ℂ

𝒪𝑌 (Γ))的截面,而 ∇是 𝑗∗(id ⊗ d)的限制. 但

id ⊗ d的核显然是 𝑘𝑉Γ,故 (i)得证. 断言 (ii)是局部问题. 用定义 9.3.2直接验证.

现在固定 𝑘 ≥ 0. 命题 9.3.3表明 𝑗∗
𝑘𝑉Γ (视为层的复形,集中于零次项)拟同构于

Ω• ∶=
[

𝒪 (𝑘𝑉Γ)
0

∇
im(∇)

1 ]
(下标表次数),

其中 im(∇)是 ∇在层论意义下的像. 对 Ω• 定义如下滤过

Ω• = 𝔉0 ⊃ ⋯ ⊃ 𝔉𝑘+1 ⊃ 0

𝔉ℎ ∶= [ℱ ℎ ∇
(ℱ ℎ−1 ⊗

𝒪
Ω𝑋(Γ)(Σ)) ∩ im(∇)] ,

在此约定 ℱ −1 ∶= 𝒪(𝑘𝑉Γ), ℱ 𝑘+1 ∶= {0}. 根据专业常识,超上同调带相应的滤过

𝐹 ℎH𝑖 (𝑋(Γ), Ω•) ∶= im [H𝑖(𝑋(Γ), 𝔉ℎ) → H𝑖(𝑋(Γ), Ω•)] (9.3.5)
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和谱序列 (见 [66, §8.1]和相关参考文献)

𝐸𝑝,𝑞
1 H𝑝+𝑞 (𝑋(Γ), Ω•)

H𝑝+𝑞 (𝑋(Γ), 𝔉𝑝/𝔉𝑝+1) H𝑝+𝑞 (𝑋(Γ), 𝑗∗
𝑘𝑉Γ)

⟹
≃

𝐸𝑝,𝑞
∞ = 𝐹 𝑝H𝑝+𝑞(𝑋(Γ), Ω•)

𝐹 𝑝+1H𝑝+𝑞(𝑋(Γ), Ω•)
.

(9.3.6)

引理 9.3.4 取局部资料 𝑢, 𝑣, 𝛼如定义–命题 9.3.1,则有

im(∇) = (𝝎⊗𝑘
Γ ⊗

𝒪
Ω𝑋(Γ)) ⊕

𝑘−1

⨁
𝑗=0

𝒪𝑢𝑗𝑣𝑘−𝑗 ⊗ Ω𝑋(Γ)(Σ).

证明 在任一点 𝑥 ∈ 𝑋(Γ)的开邻域上,考虑 𝒪 的局部截面 𝑓0, … , 𝑓𝑘,定义 9.3.2中关于
∇的公式给出

∇
⎛
⎜
⎜
⎝

𝑘

∑
𝑗=0

𝑓𝑗𝑢𝑗𝑣𝑘−𝑗
⎞
⎟
⎟
⎠

= 𝑢𝑘 ⊗ d𝑓𝑘 +
𝑘−1

∑
𝑗=0

𝑢𝑗𝑣𝑘−𝑗 ⊗ (d𝑓𝑗 − (𝑗 + 1)𝑓𝑗+1 d𝜏 ⋅ 𝛼−1) . (9.3.7)

于是见得欲证断言的 ⊂部分. 现在证明 ⊃. 断言右式的局部截面可以表作

𝑠 ∶= 𝑢𝑘 ⊗ 𝜉𝑘 +
𝑘−1

∑
𝑗=0

𝑢𝑖𝑣𝑘−𝑗 ⊗ 𝜉𝑗 ,

其中 𝜉𝑘 和 𝜉0, … , 𝜉𝑘−1 分别是 Ω𝑋(Γ) 和 Ω𝑋(Γ)(Σ)的局部截面. 今将在 𝑥的充分小的开邻
域上构造 𝒪 的局部截面 𝑓𝑘, … , 𝑓0 使得 ∇ (∑𝑘

𝑗=0 𝑓𝑗𝑢𝑗𝑣𝑘−𝑗
) = 𝑠.

全纯 Poincaré引理说明 d𝒪 = Ω𝑋(Γ). 在 𝑥 ∈ 𝑌 (Γ)情形可取 𝛼 = 1,适当缩小 𝑥的邻
域,逐步反解出 𝒪 的局部截面 𝑓𝑘, … , 𝑓0,使得

𝜉𝑘 = d𝑓𝑘, 𝜉𝑗 = d𝑓𝑗 − (𝑗 + 1)𝑓𝑗+1 d𝜏, 𝑗 = 𝑘 − 1, … , 0.

如此给出所求等式. 接着考虑 𝑥 ∈ Σ的情形. 不失一般性可设坐标开集中含唯一尖点
𝑥 = 𝜋(∞), 取 𝛼 = 1. 在以上反解过程中, 对 𝑗 = 𝑘 − 1, … , 0之每一步, 求出的 𝑓𝑗+1 都
可以适当地平移 (不改变 d𝑓𝑗+1)以确保 Res𝑥 (𝜉𝑗 + (𝑗 + 1)𝑓𝑗+1 d𝜏) = 0,从而仍可用全纯
Poincaré引理反解 𝒪 的截面 𝑓𝑗 .
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命题 9.3.5 存在自然同构

𝐸𝑝,𝑞
1 ≃

⎧⎪
⎪
⎨
⎪
⎪⎩

H𝑞
(𝑋(Γ), 𝝎⊗(−𝑘)

Γ ) , 𝑝 = 0

H𝑘+𝑞
(𝑋(Γ), 𝝎⊗𝑘

Γ ⊗
𝒪

Ω𝑋(Γ)) , 𝑝 = 𝑘 + 1,

{0}, 其它情形.

证明 关键是确定 𝔉𝑝/𝔉𝑝+1. 运用 (9.3.1)和 (9.3.2)立得

ℱ 0/ℱ 1 ≃
Sym𝑘 𝒪 (𝑉Γ)
含 𝝎Γ 的部分

≃ 𝝎⊗(−𝑘)
Γ ;

亦见 [59,推论 7.6.7]. 这导致 𝔉0/𝔉1 同构于复形 [𝝎⊗(−𝑘)
Γ → 0],从而给出 𝐸0,𝑞

1 的描述.
其次,引理 9.3.4给出

(ℱ 𝑘 ⊗
𝒪

Ω𝑋(Γ)(Σ)) ∩ im(∇) = 𝝎⊗𝑘
Γ ⊗

𝒪
Ω𝑋(Γ).

这导致 𝔉𝑘+1 同构于 [0 → 𝝎⊗𝑘
Γ ⊗

𝒪
Ω𝑋(Γ)],从而确定了 𝐸𝑘+1,𝑞

1 .

最后对 𝑝 ∉ {0, 𝑘 + 1}情形证明 𝔉𝑝/𝔉𝑝+1 零调,由之可得 𝐸𝑝,𝑞
1 = 0. 同样以引理 9.3.4

在局部截面的层次作计算. 我们有交换图表

ℱ 𝑝

ℱ 𝑝+1 𝒪𝑢𝑝𝑣𝑘−𝑝 𝑓𝑢𝑝𝑣𝑘−𝑝

(ℱ 𝑝−1 ⊗ Ω𝑋(Γ)(Σ)) ∩ im(∇)

(ℱ 𝑝 ⊗ Ω𝑋(Γ)(Σ)) ∩ im(∇)
𝒪𝑢𝑝−1𝑣𝑘−𝑝+1 ⊗ Ω𝑋(Γ)(Σ) 𝑓𝑢𝑝−1𝑣𝑘−𝑝+1 ⊗ (d𝜏 ⋅ 𝛼−1)

∇ mod ⋯

∼

≃

∋

∼ ∋

横向箭头的定义是自明的,故两列皆零调,而左列无非是 𝔉𝑝/𝔉𝑝+1.

定理 9.3.6 对于 (9.3.5)中的滤过,记 𝐹 ℎ ∶= 𝐹 ℎH1(𝑋(Γ), Ω•). 谱序列 (9.3.6)在 𝐸1 页退
化,而滤过 𝐹 • 满足

𝐹 0/𝐹 1 = H1
(𝑋(Γ), 𝝎⊗(−𝑘)

Γ ) ,

𝐹 1 = ⋯ = 𝐹 𝑘+1 = H0
(𝑋(Γ), 𝝎⊗𝑘

Γ ⊗
𝒪

Ω𝑋(Γ)) .

当 𝑘 ≠ 0时,对所有 𝑖 ≠ 1皆有 H𝑖 (𝑋(Γ), 𝑗∗
𝑘𝑉Γ) = {0}.

证明 谱序列在 𝐸1 页退化相当于说 d𝑝,𝑞
1 ∶ 𝐸𝑝,𝑞

1 → 𝐸𝑝+1,𝑞
1 对一切 (𝑝, 𝑞) ∈ ℤ2 均
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为 0. 先处理 𝑘 > 0 情形. 既然第四章已证明负权模形式必为零, 定理 9.1.8 蕴涵
H0

(𝑋(Γ), 𝝎⊗(−𝑘)
Γ ) ≃ 𝑀−𝑘(Γ) = {0}. 又由 Serre对偶定理 B.7.15知 H𝑞

(𝑋(Γ), 𝝎⊗(−𝑘)
Γ ) ≃

H1−𝑞
(𝑋(Γ), 𝝎⊗𝑘

Γ ⊗
𝒪

Ω𝑋(Γ))
∨
在 𝑞 ∉ {0, 1}时也为零. 综之, 𝑞 ≠ 0蕴涵 𝐸0,𝑞

1 = {0}. 同理,

𝐸𝑘+1,𝑞
1 ≃ H𝑘+𝑞

(𝑋(Γ), 𝝎⊗𝑘
Γ ⊗

𝒪
Ω𝑋(Γ)) ≃ H1−𝑘−𝑞

(𝑋(Γ), 𝝎⊗(−𝑘)
Γ )

∨

在 𝑘 + 𝑞 ≠ 0时亦为零. 综上,唯一可能非零的 𝐸1 项是 𝐸0,1
1 和 𝐸𝑘+1,−𝑘

1 ,这就说明 𝑘 > 0
时谱序列退化,而且 𝐸𝑝,𝑞

1 ≠ 0 ⟹ 𝑝 + 𝑞 = 1导致 H𝑖(𝑋(Γ), 𝑗∗
𝑘𝑉Γ)在 𝑖 ≠ 1时为零.

对于 𝑘 = 0情形,仅须说明 d0,0
1 = 0. 正合列

0 → Γ(𝑋(Γ), ℂ) → Γ(𝑋(Γ), 𝒪)⎵⎵⎵⎵
𝐸0,0

1

d=d0,0
1 Γ(𝑋(Γ), Ω𝑋(Γ))⎵⎵⎵⎵⎵⎵⎵

𝐸1,0
1

的前两项不外 ℂ id ℂ (命题 B.4.2),故 d0,0
1 = 0,谱序列仍退化.

谱序列退化导致 𝐸𝑝,𝑞
1 = 𝐸𝑝,𝑞

∞ ,诱导滤过因而满足 𝐹 𝑝/𝐹 𝑝+1 = 𝐸𝑝,1−𝑝
∞ = 𝐸𝑝,1−𝑝

1 . 代入
命题 9.3.5便给出关于 𝐹 • 的断言.

注记 9.3.7 定理 9.3.6描述的嵌入

H0
(𝑋(Γ), 𝝎⊗𝑘

Γ ⊗
𝒪

Ω𝑋(Γ))
∼→ 𝐹 𝑘+1 ⊂ H1 (𝑋(Γ), Ω•) ≃ H1 (𝑋(Γ), 𝑗∗

𝑘𝑉Γ)

等于

H0
(𝑋(Γ), Ω𝑋(Γ) ⊗

𝒪
𝝎⊗𝑘

Γ ) ↪ H0 (𝑋(Γ), im(∇)) 𝛿
H1 (𝑋(Γ), 𝑗∗

𝑘𝑉Γ) ,

其中 𝛿是短正合列 0 → 𝑗∗(𝑘𝑉Γ) → 𝒪(𝑘𝑉Γ) ∇
im(∇) → 0诱导的长正合列中的连接映射.

细说如下.

假定读者接受同调代数的语言. 所求的嵌入实则等于借道于图表 (复形次数皆为
0, 1)

𝔉𝑘+1
[0 → 𝝎⊗𝑘

Γ ⊗
𝒪

Ω𝑋(Γ)] [𝑗∗
𝑘𝑉Γ → 0]

[0 → 𝒪(𝑘𝑉Γ)] [0 → im ∇] [𝒪(𝑘𝑉Γ) → im ∇]

引理 9.3.4 拟同构

∇

在导出范畴中先取 RΓ(𝑋(Γ), ⋅)再按 合成的产物;第二行来自映射锥. 所求的关系
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因而化约为同调常识.

推论 9.3.8 对一切 𝑘 ∈ ℤ≥0 皆有

dimℂ H1 (𝑋(Γ), 𝑗∗(𝑘𝑉Γ)) = 2 dimℂ Γ (𝑋(Γ), Ω𝑋(Γ) ⊗
𝒪

𝝎⊗𝑘
Γ ) .

证明 定理 9.3.6给出有限维 ℂ-向量空间的短正合列

0 → Γ (𝑋(Γ), Ω𝑋(Γ) ⊗
𝒪

𝝎⊗𝑘
Γ ) → H1 (𝑋(Γ), 𝑗∗(𝑘𝑉Γ)) → H1

(𝑋(Γ), 𝝎⊗(−𝑘)
Γ ) → 0.

根据 Serre对偶定理 B.7.15,首尾两项互为对偶.

9.4 Eichler–志村同构
沿用 §9.3的符号;特别地,假设 9.1.1仍然有效,而 𝑘 ∈ ℤ≥0 选定.

约定 9.4.1 设𝑊 是 𝑥 = 𝜋(𝛼∞) ∈ Σ在 𝑋(Γ)中的开邻域,那么存在 𝛼∞的开邻域 𝑈 使
得𝑊 ⊃ 𝜋(𝑈),并且 𝛼−1𝑈 = {𝜏 ∈ ℋ ∶ Im(𝜏) > 𝑐},其中 𝑐 ≫ 0. 对于 𝑓 ∈ 𝐶∞(𝑊 ∖ Σ),如
果存在如上的 𝑈 ,使得对所有 𝑎, 𝑏 ≥ 0都存在 𝑚 = 𝑚(𝑎, 𝑏),使得当 Im(𝜏) → +∞时

(
𝜕

𝜕𝜏 )
𝑎

(
𝜕

𝜕𝜏 )
𝑏

[𝜏 ↦ 𝑓(𝛼𝜏)] ≪ |𝜏|𝑚,

则称 𝑓 在 𝑥附近缓增;此性质只和尖点 𝑥有关.

其次定义

ℰ ∶ 𝑊 ↦ {𝑓 ∈ 𝐶∞(𝑊 ∖ Σ) ∶ 𝑓 在每一个 𝑥 ∈ 𝑊 ∩ Σ附近缓增} .

用 𝒞 表示 𝑋(Γ)上的层𝑊 ↦ 𝐶∞(𝑊 ),其 𝑌 (Γ)版本记为 𝒞𝑌 (Γ). 从定义立见 ℰ 是 𝒞 -代
数,从而也是 𝒪-代数 (或改取反全纯函数层 𝒪 ,变为 𝒪-代数);并且

ℰ|𝑌 (Γ) = 𝒞𝑌 (Γ), ℰ ⊂ 𝑗∗𝒞𝑌 (Γ).

和 𝝎Γ 类似,复环面的反全纯微分形式 d𝑧也给出 𝑋(Γ)上的层 𝝎Γ: 这是秩 1的局部自由
𝒪-模,对之仍可取任意次的张量幂. 命

ℰ(𝑘𝑉Γ) ∶= ℰ ⊗
𝒪

𝒪(𝑘𝑉Γ),

ℰ(𝝎⊗𝑎
Γ ) ∶= ℰ ⊗

𝒪
𝝎⊗𝑎

Γ , ℰ(𝝎⊗𝑎
Γ ) ∶= ℰ ⊗

𝒪
𝝎Γ

⊗𝑎 (𝑎 ∈ ℤ≥0).
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引理 9.4.2 我们有分解 ℰ(𝑘𝑉Γ) = ⨁𝑎+𝑏=𝑘 ℰ(𝝎⊗𝑎
Γ ) ⋅ ℰ(𝝎Γ

⊗𝑏).

证明 取 𝑘 = 1,因为一般情形可用 (9.3.1)对 𝒪(𝑘𝑉Γ)给出的乘法结构处理.
只须操心尖点附近的情形,不失一般性在定义–命题 9.3.1中取 𝑥 = 𝜋(∞)而 𝛼 = 1。

按构造, ℰ(𝑉Γ)的局部截面唯一地表成 𝑢, 𝑣的ℰ -线性组合. 将 d𝑧, d𝑧等同于它们在ℰ(𝑉Γ)
中的像. 由于

𝑢 = d𝑧

𝑣 = (−2𝑖 Im(𝜏))−1
(d𝑧 − d𝑧) ,

此变换及其逆的系数都是 ℰ 中的 Γ∞-不变函数,所以局部截面也能唯一地表成 d𝑧, d𝑧的
ℰ -线性组合.

类似手法可定义 𝑋(Γ)上在尖点附近缓增的 𝐶∞ 微分形式代数

•

⋀ ℰ = ⨁
ℎ≥0

ℰℎ;

它带有熟悉的外积 ∧,每个ℰℎ都是ℰ = ℰ0乘法下的模, ℰℎ = ⋀ℎ ℰ1而 ℎ > 2时ℰℎ = 0
(因为 𝑋(Γ)是实二维流形). 同样用张量积构造

ℰℎ (𝑘𝑉Γ) ∶= ℰℎ ⊗
ℰ

ℰ (𝑘𝑉Γ)

= ⨁
𝑎+𝑏=𝑘

ℰℎ ⊗
ℰ

ℰ(𝝎⊗𝑎
Γ ) ⋅ ℰ(𝝎Γ

⊗𝑏) ∵引理 9.4.2.
(9.4.1)

定义 9.4.3 定义联络

∇ℰ ∶ ℰℎ (𝑘𝑉Γ) → ℰℎ+1 (𝑘𝑉Γ) , ℎ ≥ 0;

它由以下性质刻画: 局部上取 𝑢, 𝑣, 𝛼如定义–命题 9.3.1,
⋄ 对所有满足 𝑎 + 𝑏 = 𝑘的 𝑎, 𝑏 ∈ ℤ2

≥0 皆有

∇ℰ (𝑢𝑎𝑣𝑏) = − (𝑎𝑢𝑎−1𝑣𝑏+1) (d𝜏 ⋅ 𝛼−1) ;

⋄ ∇ℰ (𝑓𝑠) = d𝑓 ∧ 𝑠 + (−1)𝑎𝑓∇ℰ 𝑠,其中 𝑓 是 ℰ𝑎 的局部截面.

联络的非零部分显然只有 ℰ(⋯)
∇ℰ ℰ1(⋯)

∇ℰ ℰ2(⋯).

引理 9.4.4 态射 𝒪(𝑘𝑉Γ) → ℰ(𝑘𝑉Γ)为单,由此得出嵌入 𝑗∗(𝑘𝑉Γ) ↪ ℰ(𝑘𝑉Γ),而且

(i) ∇ℰ 限制在 𝒪(𝑘𝑉Γ)上等于定义 9.3.2中的 ∇;
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(ii) ∇ℰ ∘ ∇ℰ ∶ ℰ(𝑘𝑉Γ) → ℰ2(𝑘𝑉Γ)为零映射.

(iii) 𝑗∗(𝑘𝑉Γ) = ker
[

ℰ(𝑘𝑉Γ)
∇ℰ ℰ1(𝑘𝑉Γ)

]
.

证明 因为 𝒪(𝑘𝑉Γ)是局部自由 𝒪-模,将 𝒪 ↪ ℰ 对之作张量积仍得到单态射

𝒪(𝑘𝑉Γ) = 𝒪 ⊗
𝒪

𝒪(𝑘𝑉Γ) ↪ ℰ ⊗
𝒪

𝒪(𝑘𝑉Γ).

关于 ∇ℰ 和 ∇的相容性是定义的直接结论,证得 (i).
按定义 9.4.3的公式直接对局部截面验证 ∇ℰ ∘ ∇ℰ = 0, (ii)得证.
对于 (iii),论证和命题 9.3.3相同: 观察到 ℰ(𝑘𝑉Γ)的截面也是 𝑗∗(𝑘𝑉Γ ⊗

ℂ
𝒞𝑌 (Γ))的截

面,而 ∇ℰ 等于 𝑗∗(id ⊗ d)的限制. 然而 𝑗∗(id ⊗ d)的核显然是 𝑗∗(𝑘𝑉Γ),故 (iii)得证.

定义 9.4.5 在 𝑉 ∶= ℂ𝑒1 ⊕ ℂ𝑒2 上定义反称非退化双线性型

𝐵1 (𝑥𝑒1 + 𝑦𝑒2, 𝑧𝑒1 + 𝑤𝑒2) ∶= − det
⎛
⎜
⎜
⎜
⎝

𝑥 𝑦

𝑧 𝑤

⎞
⎟
⎟
⎟
⎠

.

将之延拓到 Sym𝑘 𝑉 : 对于 𝑢𝑖, 𝑣𝑗 ∈ 𝑉 ,可以良定义

𝐵𝑘 (𝑢1 ⋯ 𝑢𝑘, 𝑣1 ⋯ 𝑣𝑘) = 1
𝑘! ∑

𝜎∈𝔖𝑘

𝑘

∏
𝑖=1

𝐵1 (𝑢𝑖, 𝑣𝜎(𝑖)) ,

其中 𝔖𝑘 代表置换群. 对 𝑘 = 0情形约定 𝐵0(𝑠, 𝑡) = 𝑠𝑡,其中 𝑠, 𝑡 ∈ ℂ. 相对于 GL(2, ℝ)+

在 𝑉 上的右作用 (9.2.2), 二次型 𝐵𝑘 对 Sym𝑘 𝑉 带有的诱导作用满足 𝐵𝑘(𝛾𝑥, 𝛾𝑦) =
(det 𝛾)𝑘𝐵𝑘(𝑥, 𝑦) (检验 𝑘 = 1情形即足). 特别地, 𝐵𝑘 是 SL(2, ℝ)-不变的.

注意: Sym𝑘 𝑉 作为 SL(2)的表示不可约,所以精确到伸缩,其上的不变双线性型是
唯一的.

基于 Γ-不变性,二次型 𝐵𝑘 ∶ Sym𝑘 𝑉 ⊗
ℂ

Sym𝑘 𝑉 → ℂ在 𝑋(Γ)上诱导 ℰ -双线性型:

𝐵𝑘 ∶ ℰ(𝑘𝑉Γ) × ℰ(𝑘𝑉Γ) → ℰ.

上述构造都可以定义在 ℝ上. 特别地,它们都和复共轭交换.

引理 9.4.6 对所有 𝑘 ∈ ℤ≥0,
(i) 𝐵𝑘(𝑦, 𝑥) = (−1)𝑘𝐵𝑘(𝑥, 𝑦)对 ℰ(𝑘𝑉Γ)的所有局部截面 𝑥, 𝑦成立;
(ii) 引理 9.4.2的直和分解对Hermite型 (𝑥, 𝑦) ↦ 𝐵𝑘(𝑥, 𝑦)正交,而且对于直和项ℰ(𝝎⊗𝑎

Γ )⋅
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ℰ(𝝎Γ
⊗𝑏),其上的 Hermite型

(𝑥|𝑦) ∶= 𝑖𝑎−𝑏𝐵𝑘(𝑥, 𝑦)

是正定的: (𝑥|𝑥) ≥ 0对所有局部截面 𝑥成立,而且等号成立当且仅当 𝑥 = 0.

证明 断言 (i)化约到 𝑘 = 1情形,在 𝑉 上验证.

对于 (ii), 考虑 ℰ(𝝎Γ) 的标准局部截面 d𝑧 ⋅ 𝛼−1, 它对应到 ℰ(𝑘𝑉Γ) 的局部截面
𝑢 = (𝑒1 − 𝜏𝑒2) ⋅ 𝛼−1,其中 𝛼取法如定义–命题 9.3.1. 直接计算可见当 𝑎 + 𝑏 = 𝑘 = 𝑐 + 𝑑时,

𝑖𝑎−𝑏𝐵𝑘
(𝑢𝑎𝑢𝑏, 𝑢𝑐𝑢𝑑

) =
⎧⎪
⎨
⎪⎩

0, 𝑎 ≠ 𝑐

(𝑘
𝑎)

−1
(2 Im(𝛼−1𝜏))

𝑘 , 𝑎 = 𝑐.
(9.4.2)

事实上, 以 SL(2, ℝ)-不变性可简化到 𝛼 = 1 情形. 举例明之, 当 𝑎 = 𝑘 = 1 时我们有
𝐵1 (𝑢, 𝑢) = 𝐵1(𝑒1 − 𝜏𝑒2, 𝑒1 − 𝜏𝑒2),它按定义即是 − det( 1 −𝜏

1 −𝜏 ) = −2𝑖 Im(𝜏).

进一步让系数带微分形式,对 𝑖, 𝑗 ∈ ℤ≥0 定义双线性型

𝐵𝑘
𝑖,𝑗 ∶ ℰ 𝑖(𝑘𝑉Γ) × ℰ 𝑗(𝑘𝑉Γ) ⟶ ℰ 𝑖+𝑗

(𝛼 ⊗ 𝑠, 𝛽 ⊗ 𝑡) ⟼ 𝐵𝑘(𝑠, 𝑡)(𝛼 ∧ 𝛽),
(9.4.3)

其中 𝛼, 𝛽 (或 𝑠, 𝑡) 分别是 ℰ 𝑖, ℰ 𝑗 (或 𝒪(𝑘𝑉Γ)) 的局部截面. 一切仍是定义在 ℝ 上的, 而
𝐵𝑘

0,0 = 𝐵𝑘.

引理 9.4.7 对于 ℰ 𝑖(𝑘𝑉Γ) (或 ℰ 𝑗(𝑘𝑉Γ))的局部截面 𝜉 (或 𝜂),我们有

𝐵𝑘
𝑖,𝑗(𝜉, 𝜂) = (−1)𝑖𝑗+𝑘𝐵𝑘

𝑖,𝑗(𝜂, 𝜉),

d𝐵𝑘
𝑖,𝑗(𝜉, 𝜂) = 𝐵𝑘

𝑖+1,𝑗(∇ℰ 𝜉, 𝜂) + (−1)𝑖𝐵𝑘
𝑖,𝑗+1(𝜉, ∇ℰ 𝜂).

证明 例行计算.

回忆全纯情形的联络 ∇和引理 9.3.4, 9.4.4: 我们有

𝝎⊗𝑘
Γ ⊗

𝒪
Ω𝑋(Γ) ⊂ im(∇) ⊂ im(∇ℰ );
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根据定理 9.1.8遂有嵌入

𝑆𝑘+2(Γ) ∼→ H0
(𝑋(Γ), 𝝎⊗𝑘

Γ ⊗
𝒪

Ω𝑋(Γ)) ↪ H0(𝑋(Γ), im ∇ℰ )

𝑓 ↦ 𝑓(𝜏) KS−1 ((d𝑧)⊗2)⎵⎵⎵⎵⎵⎵⎵
∈Ω𝑋(Γ)(Σ)

(d𝑧)⊗𝑘 =∶ 𝜑.

约定 9.4.8 定义 𝑆𝑘+2(Γ) ∶= {𝑓 ∶ 𝑓 ∈ 𝑆𝑘+2(ℂ)},此函数空间是 ℂ-向量空间. 它亦可按
以下方式抽象地视同 𝑆𝑘+2(Γ)的复共轭: 用 𝑧 ↦ 𝑧给出的同构 ℂ → ℂ构造 (右) ℂ-向量
空间 𝑆𝑘+2(Γ) ⊗

ℂ
ℂ,则有 ℂ-线性同构

𝑆𝑘+2(Γ) ⊗
ℂ

ℂ ∼→ 𝑆𝑘+2(Γ)

𝑓 ⊗ 𝑧 ↦ 𝑧 ⋅ 𝑓 (𝑧 ∈ ℂ)

既然 ∇ℰ 是定义在 ℝ上的,取复共轭后仍有嵌入

𝑆𝑘+2(Γ) ↪ H0(𝑋(Γ), im ∇ℰ )

𝑓 ↦ 𝑓(𝜏)KS−1 ((d𝑧)⊗2) (d𝑧)⊗𝑘, 𝑓 ∈ 𝑆𝑘+2(Γ).

引理 9.4.9 上述映射给出嵌入

𝜄 ∶ 𝑆𝑘+2(Γ) ⊕ 𝑆𝑘+2(Γ) ↪ H0 (𝑋(Γ), im ∇ℰ ) ⊂ H0 (𝑋(Γ), ℰ1(𝑘𝑉Γ)) .

证明 已知 𝜄限制在 𝑆𝑘+2(Γ)和 𝑆𝑘+2(Γ)上皆单. 相对于 (9.4.1)的分解,先前公式说明
𝑆𝑘+2(Γ)和 𝑆𝑘+2(Γ)分别取值在直和项 ℰ1 ⊗

ℰ
ℰ(𝝎⊗𝑘

Γ )和 ℰ1 ⊗
ℰ

ℰ(𝝎Γ
⊗𝑘)中,故线性无关.

定理 9.4.10 定义在 im(𝜄)上的双线性型

ℬ𝑘(𝜑, 𝜓) ∶= 1
vol 𝑌 (Γ) ∫𝑋(Γ)

𝐵𝑘
1,1(𝜑, 𝜓)

是良定的. 它满足ℬ𝑘(𝜓, 𝜑) = (−1)𝑘+1ℬ𝑘(𝜑, 𝜓),在 𝜄(𝑆𝑘+2(Γ))和 𝜄(𝑆𝑘+2(Γ))上恒为零.
以 (𝑓 |𝑔)Pet 表 Petersson内积 (定义–定理 3.7.1),设 𝜄(𝑓 , 0) = 𝜑而 𝜄(0, 𝑔) = 𝜓 ,则

𝑖𝑘+1ℬ𝑘(𝜑, 𝜓) = 2𝑘+1 (𝑓 |𝑔)Pet .

作为推论, ℬ𝑘 是 im(𝜄)上的非退化双线性型.

证明 性质 ℬ𝑘(𝜓, 𝜑) = (−1)𝑘+1ℬ𝑘(𝜑, 𝜓) 来自引理 9.4.7. 假设 𝜑, 𝜓 分别来自 𝑓 ∈
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𝑆𝑘+2(Γ)和 𝑔 ∈ 𝑆𝑘+2(Γ). 将微分形式 𝐵𝑘
1,1(𝜑, 𝜓)限制到 𝑌 (Γ),再拉回 ℋ . 根据 (9.4.2)和

(9.4.3) (取 𝛼 = 1),并回顾命题 9.1.5对 KS的定义,如是拉回表为

𝑓(𝜏)𝑔(𝜏) ⋅ 𝐵𝑘
(d𝑧⊗𝑘, d𝑧⊗𝑘

) ⋅ KS−1 ((d𝑧)⊗2) ∧ KS−1 ((d𝑧)⊗2)

= 𝑓(𝜏)𝑔(𝜏) ⋅ 𝑖−𝑘(2 Im(𝜏))𝑘 d𝜏 ∧ d𝜏 = (−2𝑖)𝑘 Im(𝜏)𝑘𝑓(𝜏)𝑔(𝜏) ⋅ d𝜏 ∧ d𝜏

= (−2𝑖)𝑘+1𝑓(𝜏)𝑔(𝜏)𝑦𝑘+2 d𝑥 ∧ d𝑦
𝑦2 , 𝑥 ∶= Re(𝜏), 𝑦 ∶= Im(𝜏).

上式在 Γ的基本区域上作积分,便是 𝐵𝑘
1,1(𝜑, 𝜓)在 𝑋(Γ)或其稠密开子集 𝑌 (Γ)上的积分

值. 代入 Petersson内积的定义立得关于ℬ𝑘 的公式,收敛性不成问题.

假若 𝜑, 𝜓 都来自 𝑆𝑘+2(Γ) (或都来自 𝑆𝑘+2(Γ)),则在以上操作中微分形式 𝐵𝑘
1,1(𝜑, 𝜓)

将是 d𝜏 ∧ d𝜏 (或 d𝜏 ∧ d𝜏)的倍数,因而恒为零. 又因为 (⋅|⋅)Pet 非退化,故ℬ𝑘 也非退化.

即将触及 Eichler–志村同构的核心陈述. 短正合列

0 → 𝑗∗ (𝑘𝑉Γ) → ℰ (𝑘𝑉Γ)
∇

im ∇ℰ → 0.

给出长正合列中的连接映射 H0 (𝑋(Γ), im ∇ℰ ) → H1 (𝑋(Γ), 𝑗∗
𝑘𝑉Γ),记之为 𝛿.

定义 9.4.11 应用引理 9.4.9中的映射 𝜄,以复合定义 ℂ-线性映射

ES ∶ 𝑆𝑘+2(Γ) ⊕ 𝑆𝑘+2(Γ) 𝜄
H0 (𝑋(Γ), im ∇ℰ )

𝛿
H1 (𝑋(Γ), 𝑗∗

𝑘𝑉Γ) .

基于注记 9.3.7的观察, 上式在 𝑆𝑘+2(Γ)部分的限制是定理 9.3.6中的嵌入 𝐹𝑘+1 ⊂
H1 (𝑋(Γ), 𝑗∗

𝑘𝑉Γ).

另外,在 𝑆𝑘+2(Γ) ⊕ 𝑆𝑘+2(Γ)上可定义共轭 (𝑓 , 𝑔) ∶= (𝑔, 𝑓 ). 对于任意 Φ = (𝑓 , 𝑔) ∈
𝑆𝑘+2(Γ) ⊕ 𝑆𝑘+2(Γ),容易验证 𝑧Φ = 𝑧 ⋅ Φ,其中 𝑧 ∈ ℂ. 在 ℂ-向量空间上指定这样的复共
轭作用等价于指定其 ℝ-结构. 又由于 𝛿是定义在 ℝ上的,从 𝜄的公式可见

ES(Φ) = ES(Φ);

这相当于说 ES也是定义在 ℝ上的映射.

定理 9.4.12 (Eichler–志村五郎) 在本节的假设下,我们有与复共轭交换的 ℂ-线性同构

ES ∶ 𝑆𝑘+2(Γ) ⊕ 𝑆𝑘+2(Γ) ∼→ H1 (𝑋(Γ), 𝑗∗
𝑘𝑉Γ) .

我们在 §9.5将用群的上同调改写右式,并进一步放宽定理夹带的假设 9.1.1. 以下
论证踵武 [5, (5.2) Theorem].
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证明 推论 9.3.8蕴涵映射 ES两边同维数,故证其为单射即足. 基于正合列

H0 (𝑋(Γ), ℰ (𝑘𝑉Γ))
∇ℰ

H0 (𝑋(Γ), im ∇ℰ )
𝛿

H1 (𝑋(Γ), 𝑗∗
𝑘𝑉Γ) ,

我们有 ker(ES) = 𝜄−1(im ∇ℰ ). 既知 𝜄单 (引理 9.4.9),为了证 ker(ES) = {0},仅须对所有
ℎ ∈ Γ (𝑋(Γ), ℰ (𝑘𝑉Γ))确立

∇ℰ ℎ ∈ 𝜄 (𝑆𝑘+2(Γ) ⊕ 𝑆𝑘+2(Γ)) ⟹ ∇ℰ ℎ = 0.

对任何 𝑓 ∈ 𝑆𝑘+2(Γ)和 𝜑 ∶= 𝜄(𝑓 , 0),引理 9.4.4 (ii)蕴涵 ∇ℰ 𝜑 = 0,故引理 9.4.7给出

𝐵𝑘
1,1(∇ℰ ℎ, 𝜑) = d𝐵𝑘

0,1(ℎ, 𝜑) ∈ Γ (𝑋(Γ), ℰ2) ;

定理 9.4.10已蕴涵左式的积分收敛,故右式亦然. 一旦承认

∫𝑋(Γ)
d𝐵𝑘

0,1(ℎ, 𝜑) = 0, (9.4.4)

则定理 9.4.10中的双线性型满足ℬ𝑘(∇ℰ ℎ, 𝜑) = 0. 因为 𝐵𝑘
1,1 和 ∇ℰ 都是定义在 ℝ上的

对象,代入 ℎ并取复共轭可知对任何 𝑔 ∈ 𝑆𝑘+2(Γ)和 𝜓 ∶= 𝜄(0, 𝑔),仍有ℬ𝑘(∇ℰ ℎ, 𝜓) = 0.
定理 9.4.10遂蕴涵 ∇ℰ ℎ = 0.

最后来证明 (9.4.4). 所积形式在尖点处无定义,不宜按直觉应用 Stokes定理. 我们
改对每个尖点 𝑥 ∈ Σ在局部坐标 𝑞 下挖去充分小的开圆盘 {𝑞 ∈ ℂ ∶ |𝑞| < 𝜖},如此得到
子集 𝑋𝜖 ⊂ 𝑋(Γ). 所求积分遂表作

lim
𝜖→0+ ∫𝑋𝜖

d𝐵𝑘
0,1(ℎ, 𝜑)

Stokes定理
lim

𝜖→0+ ∫𝜕𝑋𝜖
𝐵𝑘

0,1(ℎ, 𝜑).

为了简化符号,以下只论尖点 𝜋(∞)附近情形,并假设 Γ∞ = ( 1 ℤ
1 ). 精确到无关 𝜖的常数

倍,最后的积分改写作

∫
1

0
𝑓(𝑥 + 𝑖𝑦) 𝐵𝑘 (ℎ(𝑥 + 𝑖𝑦), d𝑧⊗𝑘) d𝑥, 𝑦 ∶= −1

2𝜋 log 𝜖 ≫ 0.

因为 ℎ缓增而 𝑓 在 𝑦 → +∞时指数递减,积分在 𝜖 → 0+时趋近于 0. 明所欲证.

注记 9.4.13 依据微分拓扑学的寻常套路,精确到一个可显式表达的正实数,由 Sym𝑘 𝑉
上的双线性型 𝐵𝑘 决定的 Poincaré对偶性

H1 (𝑋(Γ), 𝑗∗
𝑘𝑉Γ) × H1 (𝑋(Γ), 𝑗∗

𝑘𝑉Γ)
𝐵𝑘 ∘ (∪-积)

H2 (𝑋(Γ), ℂ)
迹映射

ℂ
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透过 𝛿拉回为定理 9.4.10中的ℬ𝑘,从而透过 ES拉回为 (−2𝑖)𝑘+1乘以 𝑆𝑘+2(Γ) × 𝑆𝑘+2(Γ)
上的 ℂ-双线性型

((𝑓1, 𝑔1), (𝑓2, 𝑔2)) ↦ (𝑓1|𝑔2)Pet + (−1)𝑘+1 (𝑓2|𝑔1)Pet ;

这是 Petersson内积的一种几何诠释. 见 [5, (5.2) Theorem, (ii)].

注记 9.4.14 一般说来,对于有限维 ℝ-向量空间 𝐻 ,其复化 𝐻ℂ ∶= 𝐻 ⊗
ℝ

ℂ上带有自然
的复共轭运算 𝑣 ⊗ 𝑧 ↦ 𝑣 ⊗ ̄𝑧;或者反过来说, 𝐻ℂ 上的复共轭确定其 ℝ-结构𝐻 . 若存在
𝑛 ∈ ℤ及分解

𝐻ℂ = ⨁
𝑝,𝑞∈ℤ
𝑝+𝑞=𝑛

𝐻𝑝,𝑞 , 𝐻𝑞,𝑝 = 𝐻𝑝,𝑞 ,

则称此分解为𝐻 上的权 𝑛纯 Hodge结构. 进一步,若实二次型 𝑄 ∶ 𝐻 × 𝐻 → ℝ复化到
𝐻ℂ 上满足

⋄ 𝑄(𝑥, 𝑦) = (−1)𝑛𝑄(𝑦, 𝑥),
⋄ 当 𝑝′ ≠ 𝑛 − 𝑝时 𝑄(𝐻𝑝,𝑞 , 𝐻𝑝′,𝑞′ ) = 0,
⋄ 当 𝑥 ∈ 𝐻𝑝,𝑞 ∖ {0}时 𝑖𝑝−𝑞𝑄(𝑥, 𝑥) > 0,

则称𝑄为纯Hodge结构𝐻的极化. Hodge结构之间有自然的态射和同构等概念. 先前已
提及空间H1 (𝑋(Γ), 𝑗∗

𝑘𝑉Γ)具有ℝ-结构;定理 9.4.10, 9.4.12赋予它权 𝑘+1的纯Hodge结
构和极化. 对应的直和分解中仅有 𝐻𝑘+1,0 ∶= ES (𝑆𝑘+2(Γ))和 𝐻0,𝑘+1 ∶= ES (𝑆𝑘+2(Γ))
两项.

光滑射影复代数簇的上同调都带有自然的纯 Hodge结构. 这里的情况稍异, 因为
𝑘 > 0时 𝑗∗

𝑘𝑉Γ 并非一般采用的常值层 ℂ,它甚至不是局部系统,但相应的上同调仍有良
好的性质. 我们将在 §9.5继续探讨此问题.

9.5 抛物上同调
本节前半部设 𝑋 是紧 Riemann曲面, Σ ⊂ 𝑋 是有限子集,于是有包含映射

Σ 𝑋 𝑌 ∶= 𝑋 ∖ Σ.𝑖
闭

𝑗
开

典型例子是 𝑋 = 𝑋(Γ), Σ为尖点集而 𝑌 = 𝑌 (Γ)的情形,其中 Γ是余有限 Fuchs群.
令 𝑀 为 𝑌 上的局部常值层. 请考虑导出范畴里的 R𝑗∗𝑀 , 其上同调层满足

R<0𝑗∗𝑀 = {0}, R0𝑗∗𝑀 = 𝑗∗𝑀 ,以及当 𝑘 ≥ 1时

(R𝑘𝑗∗𝑀)𝑥 =
⎧⎪
⎨
⎪⎩

H𝑘(𝑊 , 𝑗∗𝑀), 𝑥 ∈ Σ, 𝑊 ∋ 𝑥 ∶充分小的坐标邻域
{0}, 𝑥 ∉ Σ;
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另一方面,按零延拓给出子层

𝑗!𝑀 ⊂ 𝑗∗𝑀, (𝑗!𝑀)𝑥 =
⎧⎪
⎨
⎪⎩

{0}, 𝑥 ∈ Σ
𝑀, 𝑥 ∉ Σ.

用层论语言定义紧支集上同调为H•
𝑐 (𝑌 , 𝑀) ∶= H•(𝑋, 𝑗!𝑀),不过左式实则与紧化 𝑌 ↪ 𝑋

的选取无关. 将层等同于仅有零次项的复形. 在 𝑋 的导出范畴里操作, 𝑗∗𝑀 ≃ 𝜏≤0R𝑗∗𝑀 ,
故有态射 𝑗!𝑀 → 𝑗∗𝑀 → R𝑗∗𝑀 . 将此扩展为三角间的态射:

𝑗!𝑀 R𝑗∗𝑀 𝐷 ⋯

𝑗∗𝑀 R𝑗∗𝑀 𝐶 ⋯
∃

+1

+1

(9.5.1)

引理 9.5.1 对于图表 (9.5.1),我们有

H𝑑 𝐷 =
⎧⎪
⎨
⎪⎩

𝑖∗𝑖∗𝑗∗𝑀, 𝑑 = 0
R1𝑗∗𝑀, 𝑑 = 1

, H𝑑 𝐶 =
⎧⎪
⎨
⎪⎩

0, 𝑑 = 0
R1𝑗∗𝑀, 𝑑 = 1

而 H1 𝐷 → H1 𝐶 在这些同构下等同于 id. 进一步, 𝐷 → 𝐶 诱导同构 H1(𝑋, 𝐷) ∼→
H1(𝑋, 𝐶).

证明 从 (9.5.1)得到行正合的交换图表

0 𝑗!𝑀 𝑗∗𝑀 H0 𝐷 0 R1𝑗∗𝑀 H1 𝐷 0

0 𝑗∗𝑀 𝑗∗𝑀 H0 𝐶 0 R1𝑗∗𝑀 H1 𝐶 0id

由此容易得到关于 H• 𝐶 和 H• 𝐷的断言.
上一步连同 H1(𝑋, 𝑖∗(⋅)) = H1(Σ, ⋅) = 0蕴涵 𝑝 + 𝑞 = 1时 H𝑞(𝑋, H𝑝 𝐷) → H𝑞(𝑋, H𝑝 𝐶)

总是同构. 应用超上同调的谱序列 𝐸𝑝,𝑞
2 = H𝑞(𝑋, H𝑝(⋅)) ⇒ H𝑝+𝑞(𝑋, ⋅) 即可导出

H1(𝑋, 𝐷) → H1(𝑋, 𝐶)是同构.

现在我们可以在 𝑌 上描述 H•(𝑋, 𝑗∗𝑀).

命题 9.5.2 存在自然同构

H0(𝑋, 𝑗∗𝑀) = H0(𝑌 , 𝑀), H2(𝑋, 𝑗∗𝑀) ≃ H2
𝑐 (𝑌 , 𝑀),

H1(𝑋, 𝑗∗𝑀) ≃ im [H1
𝑐 (𝑌 , 𝑀) → H1(𝑌 , 𝑀)] .

证明 关于 H0 的断言直接源于 𝑗∗ 定义. 对于 H2,由对 𝑗!𝑀 的描述可得层的短正合列
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0 → 𝑗!𝑀 → 𝑗∗𝑀 → 𝑖∗𝑁 → 0, 其中 𝑁 ∶= 𝑖∗𝑗∗𝑀 是零维空间 Σ 上的层, 由此得到长
正合列

H1(Σ, 𝑁)⎵⎵⎵
=0

→ H2
𝑐 (𝑌 , 𝑀) → H2(𝑋, 𝑗∗𝑀) → H2(Σ, 𝑁)⎵⎵⎵

=0

.

对于 H1, Leray谱序列给出自然同构H•(𝑋, R𝑗∗𝑀) ∼→ H•(𝑌 , 𝑀). 留意 H1(𝑋, 𝑖∗𝑁) =
H1(Σ, 𝑁) = 0. 对 (9.5.1)取 RΓ(𝑋, ⋅),应用引理 9.5.1以得到行正合交换图表

H1
𝑐 (𝑌 , 𝑀) H1(𝑌 , 𝑀) H1(𝑋, 𝐷)

0 H1(𝑋, 𝑗∗𝑀) H1(𝑌 , 𝑀) H1(𝑋, 𝐶),

𝜕𝐷

≃

𝜕𝐶

于是 H1(𝑋, 𝑗∗𝑀) ∼→ ker(𝜕𝐶 ) = ker(𝜕𝐷) = im [H1
𝑐 (𝑌 , 𝑀) → H1(𝑌 , 𝑀)],此同构不依赖 𝐶, 𝐷

的选取.

重点是𝑀 为局部系统的情形,例如 𝑘𝑉Γ. 这时以 𝑗∗𝑀 为系数的上同调群也有类似
Poincaré 对偶的性质: 应用 𝑌 上的 Poincaré对偶定理和以上描述, 我们得到自然同构
H𝑖(𝑋, 𝑗∗(𝑀∨)) ∼→ H2−𝑖(𝑋, 𝑗∗𝑀)∨,其中 𝑖 = 0, 1, 2.
依据拓扑的见地, H•(𝑋, 𝑗∗𝑀) 其实是 𝑌 上局部系统 𝑀 定出的相交上同调, 见

[22, §5.4]; 精确到平移, 涉及的系数即相交复形 𝑗!∗𝑀 恰是 𝑗∗𝑀 = 𝜏≤0R𝑗∗𝑀 , 参见 [22,
Exercise 5.2.11]. 高维情形是复杂的,然而对 Riemann曲面 𝑋,一切有如上的初等构造.
一个深刻的定理是射影簇的相交上同调带有自然的 Hodge结构和 Poincaré对偶. 定理
9.4.12可以视为一个简单而非平凡的例证. 我们引入以下方便的符号.

约定 9.5.3 设 𝑋 为紧 Riemann曲面, Σ ⊂ 𝑋 为有限子集而 𝑌 ∶= 𝑋 ∖ Σ. 引入一族函子

H̃
•(𝑌 , ⋅) ∶= im [H•

𝑐 (𝑌 , ⋅) → H•(𝑌 , ⋅)] ∶ Shv(𝑌 ) → Ab;

记包含映射 𝑌 (Γ) ↪ 𝑋(Γ)为 𝑗,则命题 9.5.2给出典范同构 H̃
1(𝑌 , ⋅) ≃ H1(𝑋, 𝑗∗(⋅)).

以下回到 𝑋 = 𝑋(Γ)而 Σ为尖点集的情形. 我们需要群上同调的语言,详见 §C.1.

定义 9.5.4 设 Γ为余有限 Fuchs群. 称形如 Γ𝜂 ,其中 𝜂 ∈ 𝒞Γ 的子群称为 Γ的抛物子群.
设 𝐸 为 Γ-模,相应的抛物上同调或 Eichler上同调定为

H𝑛
para(Γ, 𝐸) ∶= ⋂

Γ0⊂Γ
抛物子群

ker [H𝑛(Γ, 𝐸) → H𝑛(Γ0, 𝐸)] , 𝑛 ∈ ℤ≥0.

对于 Γ-模 𝐸 (定义 C.1.1),构作 ℋ 上对应的常值层,仍记为 𝐸;按 (9.1.2)的约定, Γ
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右作用在 𝐸 的截面上: 设 𝑈 ⊂ ℋ 为开集,

Γ (𝑈, 𝐸)
⋅𝛾

Γ (𝛾−1𝑈, 𝐸)
(𝑣 ∈ 𝐸) ↦ 𝛾−1𝑣.

因为ℋ 可缩,所有带 Γ-右作用的局部常值层都来自这样的 𝐸.

命题 9.5.5 设 Γ为无挠余有限 Fuchs群, 𝐸 是 Γ-模. 对 𝐸 取商得到 𝑌 (Γ)上的局部常值
层,记为𝑀 ,则存在自然同构 H1

para(Γ, 𝐸) ≃ H̃
1(𝑌 (Γ), 𝑀).

证明 依旧对 (9.5.1)的第二行取 RΓ(𝑋(Γ), ⋅),并应用引理 9.5.1以得到交换图表,其第一
行正合:

0 H1(𝑋(Γ), 𝑗∗𝑀) H1(𝑋(Γ), R𝑗∗𝑀) H0(𝑋(Γ), R1𝑗∗𝑀)

H1(𝑌 (Γ), 𝑀) ⨁𝑥∈Σ (R1𝑗∗𝑀)𝑥

≃ ≃
𝜕=(𝜕𝑥)𝑥

对于尖点 𝑥 = 𝜋(𝛼∞), 在先前对 (R1𝑗∗𝑀)𝑥 的刻画中, 坐标邻域 𝑊 可取作 {𝛼𝜏 ∶
Im(𝜏) > 𝑐},其中 𝑐 ≫ 0. 对之有交换图表

{𝛼𝜏 ∶ Im(𝜏) > 𝑐} ℋ

𝑊 ∖ {𝑥} 𝑌 (Γ)
商 商

根据无挠条件,垂直箭头分别给出 Γ𝛼𝜏 和 Γ作用下的主丛 (回忆引理 3.2.9和相关讨论).
拉回 H1(𝑌 (Γ), 𝑀) → H1(𝑊 ∖ {𝑥}, 𝑀)给出 𝜕𝑥;又由于第一行的空间皆可缩, 𝜕𝑥 等同于自
然同态

H1(Γ, 𝐸) → H1(Γ0, 𝐸);

这是拓扑学熟知的结果,可见 [1, Chapter II, V]或 [38, §8bis.2]关于 Cartan–Leray谱序列
的讨论.

让 𝑥 ∈ Σ 变动, 如此可得 𝜕 ∶ H1(𝑌 (Γ), 𝑀) → H1(𝑋(Γ), R1𝑗∗𝑀) 的核等同于所有
H1(Γ, 𝑀) → H1(Γ𝜂 , 𝑀)的核之交,其中 𝜂遍历 𝒞Γ.

现在代入 §9.2的场景. 要求 Γ服从于假设 9.1.1,取具有标准基 𝑒1, 𝑒2 的 2维向量空
间 𝑉 ∶= ℂ𝑒1 ⊕ ℂ𝑒2,赋予由矩阵左乘 (𝛾, 𝑣) ↦ 𝑡𝛾−1𝑣确定的左 GL(2, ℝ)+-作用;这使得 𝑉
成为 Γ-模. 透过取逆在 𝑉 上导出的右 Γ-作用无非是 (9.2.2). 设 𝑘 ∈ ℤ≥0,从对称幂 Γ-表
示 Sym𝑘 𝑉 得到的局部系统无非是 𝑘𝑉Γ.

顺带一提,根据表示理论的基本知识,由 (𝛾, 𝑣) ↦ 𝑡𝛾−1𝑣给出的 2维 SL(2, ℝ)-表示同
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构于 “标准”的 2维 SL(2, ℝ)-表示 (𝛾, 𝑣) ↦ 𝛾𝑣,考虑对称幂亦然.

基于命题 9.5.5,此时定理 9.4.12遂改述为同构

ESΓ ∶ 𝑆𝑘+2(Γ) ⊕ 𝑆𝑘+2(Γ) ∼→ H1
para (Γ, Sym𝑘 𝑉 ) .

上式两端对所有余有限 Fuchs群 Γ都有定义,我们将循此推广 Eichler–志村同构.

引理 9.5.6 设 Γ 和 𝐸 如定义 9.5.4, 而 Γ′ C Γ 满足 (Γ ∶ Γ′) 有限. 对于所有 ℎ ∈ ℤ≥0,
此时 H𝑛

para(Γ′, 𝐸)对 Γ/Γ′ 作用封闭, 自然态射 H𝑛(Γ, 𝐸) → H𝑛(Γ′, 𝐸)诱导 H𝑛
para(Γ, 𝐸) ≃

H𝑛
para(Γ′, 𝐸)Γ/Γ′

.

证明 命题 3.2.2蕴涵 𝒞Γ = 𝒞Γ′ ,故 Γ′的抛物子群皆形如 Γ′ ∩ Γ0,其中 Γ0遍历 Γ的抛物
子群.

对任何抛物子群 Γ0 ⊂ Γ和 𝛾 ∈ Γ,我们有自然的交换图表 (请寻思 𝑛 = 0的特例):

H𝑛(Γ′, 𝐸) H𝑛(Γ′ ∩ Γ0, 𝐸)

H𝑛(Γ′, 𝐸) H𝑛(Γ′ ∩ 𝛾Γ0𝛾−1, 𝐸)

𝛾 𝛾

而 𝛾Γ0𝛾−1 仍是 Γ的抛物子群. 变动 Γ0 可见 H𝑛
para(Γ′, 𝐸)对 Γ/Γ′ 作用封闭.

关于同构的断言来自以下交换图表 (同样寻思特例 𝑛 = 0)

H𝑛(Γ, 𝐸) H𝑛(Γ′, 𝐸)Γ/Γ′
H𝑛(Γ′, 𝐸)

⨁
Γ0∶抛物子群

H𝑛(Γ0, 𝐸) ⨁
Γ0∶抛物子群

H𝑛(Γ′ ∩ Γ0, 𝐸)

∼

图中的水平同构和嵌入是注记 C.1.3分别应用于 Γ′ C Γ和 Γ′ ∩ Γ0 C Γ ∩ Γ0的结果. 比较
左右两列的核即足.

既然 Sym𝑘 𝑉 可定义在 ℝ上, H1
para(Γ, Sym𝑘 𝑉 )带有自然的复共轭运算.

定理 9.5.7 对所有余有限 Fuchs群 Γ都有 ℂ-向量空间的自然同构

ESΓ ∶ 𝑆𝑘+2(Γ) ⊕ 𝑆𝑘+2(Γ) ∼→ H1
para (Γ, Sym𝑘 𝑉 ) ,

和复共轭相交换. 此族同构由以下性质刻画:

⋄ 当 Γ服从假设 9.1.1时, ES即定理 9.4.12与命题 9.5.5中的同构的合成;
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⋄ 对于任何满足 (Γ ∶ Γ′)有限的正规子群 Γ′,下图交换:

𝑆𝑘+2(Γ′) ⊕ 𝑆𝑘+2(Γ′) H1
para(Γ′, Sym𝑘 𝑉 )

𝑆𝑘+2(Γ) ⊕ 𝑆𝑘+2(Γ) H1
para(Γ, Sym𝑘 𝑉 )

ESΓ′

ESΓ

其中 H1
para(Γ, ⋅) → H1

para(Γ′, ⋅)是对 Γ′ ↪ Γ的拉回,又称限制映射, 𝑆𝑘+2(⋯)之间的
包含关系则见注记 3.6.5.

证明 引理 9.5.6给出 H1
para(Γ, Sym𝑘 𝑉 ) ≃ H1

para(Γ′, Sym𝑘 𝑉 )Γ/Γ′
. 与此平行,对于左作用

𝑓 ↦ 𝑓 |𝑘 𝛾−1 也有 𝑆𝑘+2(Γ) = 𝑆𝑘+2(Γ′)Γ/Γ′
. 对于满足假设 9.1.1的 Γ,例行的验证指明

ESΓ 和 ESΓ′ 对此是兼容的,此时断言中的图表也自动交换.
一般情形依赖于一则群论事实: 对任何 Γ都存在 Γ′ C Γ使得 (Γ ∶ Γ′)有限,而且 Γ′

满足假设 9.1.1. 论证梗概如下.

1. 首先,可以取到如上的 Γ′ C Γ使得 Γ′ 无挠. 这一事实称为 Selberg引理,初等证明
见 [2].

2. 设 Γ无挠. 进一步还可以取到如上的 Γ′CΓ使得所有尖点皆正则: 根据定义 3.6.1,
这相当于说 Γ′ 不包含特征值皆为 −1的抛物元,上引文献 pp.270–271的论证实际
给出足够小的 Γ′ 来排除这种可能.

这样一来便能以交换图表来唯一地定义 ESΓ. 明所欲证.

由于 𝑆𝑘+2(Γ)和抛物上同调的定义都是初等的,透过几何工具和 Selberg引理来建
立定理 9.5.7的同构未免有些迂回. 考虑到 Eichler–志村同构对于 𝐿-函数特殊值,有理结
构等应用,实际也有必要以显式写下 ES的像. 这般公式是经典的结果,读者可参考 [54,
49]等文献.

练习 9.5.8 在本章的论证中,假设 9.1.1中关于正则尖点的条件仅用于等同 𝑆𝑘+2(Γ)与
Γ (𝑋(Γ), Ω𝑋(Γ) ⊗

𝒪
𝝎⊗𝑘

Γ ). 试以定理 9.5.7 的证明技巧说明: 只要假设 Γ 无挠, 仍有自

然同构
ES ∶ 𝑆𝑘+2(Γ) ⊕ 𝑆𝑘+2(Γ) ∼→ H̃

1
(𝑌 (Γ), 𝑘𝑉Γ) .
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9.6 上同调观 Hecke算子
取可公度的余有限 Fuchs群 Γ, Γ′ ⊂ SL(2, ℝ). 代入 §5.4的体系: 设 𝛾 ∈ Γ̃ = Γ̃′ (见

约定 5.1.1). 对权为 ℎ ∈ ℤ的模形式定义 Hecke算子

𝑀ℎ(Γ) → 𝑀ℎ(Γ′)
𝑓 ↦ 𝑓[Γ𝛾Γ′],

它限制为 𝑆ℎ(Γ) → 𝑆ℎ(Γ′). 定义子群 Γ1, Γ2 为

Γ Γ′

Γ1 ∶= Γ ∩ 𝛾Γ′𝛾−1 𝛾−1Γ𝛾 ∩ Γ′ =∶ Γ2

⊃ ⊃

∼
𝑥↦𝛾−1𝑥𝛾

得到相应的分解 (5.4.2)

[Γ𝛾Γ′] = [Γ ⋅ 1 ⋅ Γ1] ⋆ [Γ1𝛾Γ2] ⋆ [Γ2 ⋅ 1 ⋅ Γ′],

于是 [Γ𝛾Γ′]在模形式上的右作用也相应地拆作三段.
今起只论权 ℎ = 𝑘 + 2的情形,其中 𝑘 ∈ ℤ≥0. 视角切换到上同调. 为了避免叠的语

言,今起仍要求 Γ和 Γ′都满足假设 9.1.1,或者至少要求它们无挠 (练习 9.5.8). 我们将定
义三段自然的线性映射

H̃
1

(𝑌 (Γ), 𝑘𝑉Γ) → H̃
1

(𝑌 (Γ1), 𝑘𝑉Γ1) ∼
𝛾∗

H̃
1

(𝑌 (Γ2), 𝑘𝑉Γ2) → H̃
1

(𝑌 (Γ′), 𝑘𝑉Γ′) , (9.6.1)

细说如下. 开嵌入 𝑌 (⋅) ↪ 𝑋(⋅)一律记为 𝑗;以 𝑝1 ∶ 𝑋(Γ1) → 𝑋(Γ)和 𝑝2 ∶ 𝑋(Γ2) → 𝑋(Γ′)
记自明的商态射.

⋄ 因为 𝑝1 是紧 Riemann 曲面之间的有限分歧复叠, 拓扑学常识确保 𝑝∗
1 诱导

H̃
1(𝑌 (Γ), ⋅) → H̃

1(𝑌 (Γ1), 𝑝∗
1(⋅)). 此外命题 9.2.4给出 𝑝∗

1
𝑘𝑉Γ ≃ 𝑘𝑉Γ1 ,是为第一段.

⋄ 将局部系统 𝑘𝑉Γ𝑖 视为竖在 𝑌 (Γ𝑖)上的空间 (细节无关宏旨),如是则有交换图表

𝑘𝑉Γ2
𝑘𝑉Γ1

𝑌 (Γ2) 𝑌 (Γ1)

𝑌 (Γ′) 𝑌 (Γ)

𝜓
∼ 𝜓 ∶ Γ2𝜏 ↦ Γ1𝛾𝜏, (9.6.2)
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第一行是对 (9.2.1)律定的映射𝑉𝜏 → 𝑉𝛾𝜏取 Sym𝑘的产物;等价的看法是 Shv(𝑌 (Γ2))
中的 𝜓∗

(
𝑘𝑉Γ1)

∼→ 𝑘𝑉Γ2 . 它诱导 𝛾∗ ∶ H̃
1

(𝑌 (Γ1), 𝑘𝑉Γ1)
∼→ H̃

1
(𝑌 (Γ2), 𝑘𝑉Γ2).

⋄ 映射 H̃
1

(𝑌 (Γ2), 𝑘𝑉Γ2) → H̃
1

(𝑋(Γ′), 𝑗∗
𝑘𝑉Γ′)来自 𝑝∗

2 (𝑘𝑉Γ′) ≃ 𝑘𝑉Γ2 (命题 9.2.4)和
有限态射 𝑝2 诱导的迹映射

H̃
1(𝑌 (Γ2), 𝑝∗

2(⋯)) → H̃
1(𝑌 (Γ′), ⋯).

迹映射的简单定义是对 Γ2\Γ′ 加总.

定义 9.6.1 对于 Γ, Γ′和 𝛾 如上,定义映射 𝑇 (Γ𝛾Γ′)为 (9.6.1)的合成;其中三段映射都定
义在 ℝ上,换言之它们和复共轭运算交换,故 𝑇 (Γ𝛾Γ′)亦然.

任意复线性映射 𝜙 ∶ 𝑈 → 𝑉 也给出复共轭空间之间的线性映射,记为 𝜙 ∶ 𝑈 → 𝑉 .

命题 9.6.2 透过 Eichler–志村同构 (定理 9.4.12), Hecke算子 𝑓 ↦ 𝑓[Γ𝛾Γ′]和 𝑇 (Γ𝛾Γ′)兼
容. 更具体地说,下图交换:

𝑆𝑘+2(Γ) ⊕ 𝑆𝑘+2(Γ) 𝑆𝑘+2(Γ′) ⊕ 𝑆𝑘+2(Γ′)

H̃
1

(𝑌 (Γ), 𝑘𝑉Γ) H̃
1

(𝑌 (Γ′), 𝑘𝑉Γ′ ) .

ES

[Γ𝛾Γ′]⊕[Γ𝛾Γ′]

ES

𝑇 (Γ𝛾Γ′)

证明 图中所有映射皆和复共轭交换,故问题归结为证下图交换

𝑆𝑘+2(Γ) 𝑆𝑘+2(Γ′)

H̃
1

(𝑌 (Γ), 𝑘𝑉Γ) H̃
1

(𝑌 (Γ′), 𝑘𝑉Γ′) .

ES

[Γ𝛾Γ′]

ES

𝑇 (Γ𝛾Γ′)

映射 ES|𝑆𝑘+2(Γ) 的定义分为两步.

⋄ 其一是注记 9.3.7描述的自然嵌入

H0
(𝑋(Γ), 𝝎⊗𝑘

Γ ⊗
𝒪

Ω𝑋(Γ)) ↪ H1 (𝑋(Γ), 𝑗∗
𝑘𝑉Γ) .

相关构造归根结柢皆由ℋ 下降而得. 我们在前几节小心翼翼地阐明了ℋ 上的相
关构造都是 GL(2, ℝ)+ 等变的.
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⋄ 其二是由 KS ∶ Ω𝑋(Γ) → 𝝎⊗2
Γ (命题 9.1.7)搭配定理 9.1.8给出之同构

H0
(𝑋(Γ), 𝝎⊗𝑘

Γ ⊗
𝒪

Ω𝑋(Γ))
∼→ 𝑆𝑘+2(Γ) ⊂ H0

(𝑋(Γ), 𝝎⊗(𝑘+2)
Γ ) .

映射 KS 同样源自 ℋ 上的版本 Ωℋ → 𝝎⊗2, 后者不是 GL(2, ℝ)+ 等变的: 命题
9.1.5表明须将 GL(2, ℝ)+ 在 𝝎⊗2 截面上的右作用乘上 det−1. 作为推论, (9.6.1)中
由 𝛾 给出的操作也以同样方式反映在 𝑆𝑘+2(Γ) ↪ H0

(𝑋(Γ), 𝝎⊗(𝑘+2)
Γ )上,但是要补

上一个 det−1 的因子.

现在对 𝝎⊗(𝑘+2)的整体截面考察上述作用. 根据 (9.1.6), 𝑓(d𝑧)⊗(𝑘+2) ∈ Γ(ℋ , 𝝎⊗(𝑘+2))
被 𝛾 ∈ GL(2, ℝ)+ 右作用后等于

(det 𝛾)−1 (𝑓(d𝑧)⊗(𝑘+2)) ⋅ 𝛾 = (det 𝛾)𝑘/2(𝑓 |𝑘+2 𝛾)(d𝑧)⊗(𝑘+2) (5.4.1)
(𝑓𝛾)(d𝑧)⊗(𝑘+2),

这是承接 Hecke算子理论 §5.4的关键.
现在开始证明 [Γ𝛾Γ′]和 𝑇 (Γ𝛾Γ′)的兼容性. 两个映射各自拆成三段,如本节开头所

述,问题进一步化约到 Hecke算子的三种特例:

算子 条件 H̃
1
层面的对应物

[Γ ⋅ Γ1] Γ1 ⊂ Γ 拉回 H̃
1

(𝑌 (Γ), 𝑘𝑉Γ) → H̃
1

(𝑌 (Γ1), 𝑘𝑉Γ1)

[Γ1𝛾Γ2] Γ2 = 𝛾−1Γ1𝛾 𝛾∗ ∶ H̃
1

(𝑌 (Γ1), 𝑘𝑉Γ1)
∼→ H̃

1
(𝑌 (Γ2), 𝑘𝑉Γ2)

[Γ2 ⋅ Γ′] Γ2 ⊂ Γ′ 迹映射 H̃
1

(𝑌 (Γ2), 𝑘𝑉Γ2) → H̃
1

(𝑌 (Γ′), 𝑘𝑉Γ′)

只须说明第一列和第三列透过 ES相兼容. 我们运用先前关于 GL(2, ℝ)+ 等变性的讨论.
拉回情形最为明显. 同构 𝛾∗ 与 [Γ1𝛾Γ2] = [Γ1𝛾]的兼容性同样归结为前述讨论. 至于迹映
射,考虑到它在 H̃

1
上是对 Γ2\Γ′ 加总给出的,并且回忆 §5.4最后对 [Γ2 ⋅ Γ′]的相应描述,

相关验证无非例行公事.

注记 9.6.3 设 Γ = Γ′ 而 𝛾Γ𝛾−1 = Γ,这时 𝑇 (Γ𝛾Γ)退化为由 𝛾 作用给出的自然图表

𝑘𝑉Γ
𝑘𝑉Γ

𝑌 (Γ) 𝑌 (Γ)
Γ𝜏↦Γ𝛾𝜏

所诱导的自同构 H̃
1(𝑌 (Γ), 𝑘𝑉Γ) ∼→ H̃

1(𝑌 (Γ), 𝑘𝑉Γ).

注记 9.6.4 对于一般的余有限 Fuchs群 Γ, Γ′,只要愿意采取叠的语言,仍能为 Hecke算
子给出与命题 9.6.2类似的上同调诠释. 技术包袱较少的进路则是用抛物上同调 (定理
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9.5.7),此时 [Γ𝛾Γ′] ⊕ [Γ𝛾Γ′]可以等同于合成

H1
para(Γ, Sym𝑘 𝑉 )

限制
H1

para(Γ1, Sym𝑘 𝑉 ) ∼
𝛾∗

H1
para(Γ2, Sym𝑘 𝑉 )

余限制
H1

para(Γ′, Sym𝑘 𝑉 ),

其中的 “限制”映射无非是群上同调对 Γ1 ↪ Γ的拉回, 𝛾∗ 是自明的结构搬运,而 “余限
制”是群上同调理论的一种特殊操作. 它们都作用在 H1

para 上. Hecke算子的这一诠释可
以和 Eicher–志村同构一道证明,感兴趣的读者可参考 [54, §5.2].

最后讨论 𝑘 = 0的情形,亦即 [Γ𝛾Γ′] ∶ 𝑆2(Γ) → 𝑆2(Γ′). 先前的局部系统全部简化为
常值层 ℂ,这时单值化变换是平凡的: 𝑗∗ℂ = ℂ. Eichler–志村同构简化为 Hodge分解

Γ (𝑋(Γ), Ω𝑋(Γ)) ⊕ Γ (𝑋(Γ), Ω𝑋(Γ)) ≃ H1 (𝑋(Γ); ℂ) .

仍然设 𝑘 = 0并且取 Γ1 ∶= Γ ∩ 𝛾Γ′𝛾−1. 考虑映射

𝑋(Γ) 𝑋(Γ1) 𝑋(Γ′)𝑝1 𝑞2 ∶ Γ𝜏 Γ1𝜏 Γ′𝛾−1𝜏

其中 𝑝1, 𝑞2 都是紧 Riemann曲面的非常值态射; 𝑞2 可由先前定义的同构来表述为合成

𝑋(Γ1) 𝑋(Γ2) 𝑋(Γ′)

Γ1𝜏 Γ2𝛾−1𝜏 Γ′𝜏.

𝜓−1

∼
𝑝2

上同调函子的系数 ℂ可换为交换环 𝐴; 保险起见,我们还要求 𝐴是整体同调维数
gl.dim(𝐴)有限的 Noether环. 于是有自然映射

H1 (𝑋(Γ); 𝐴)
𝑝∗

1
H1 (𝑋(Γ1); 𝐴)

(𝑞2)∗
H1 (𝑋(Γ′); 𝐴) ;

其中 𝑝∗
1 是上同调对 𝑝1 的拉回, (𝑞2)∗ 是对 𝑞2 的前推 (借 Poincaré对偶定理定义为 𝑞∗

2 的
转置). 命题 9.6.2中的算子 𝑇 (Γ𝛾Γ′)简化为 (𝑞2)∗𝑝∗

1 在 𝐴 = ℂ的情形;接着取 𝐴 = ℤ,从
H•(⋅; ℂ) = H•(⋅; ℤ) ⊗ ℂ可见 𝑇 (Γ𝛾Γ′)实际是 “定义在 ℤ上”的.

拉—推构造是几何中极常见的手法. 不妨将 𝑋(Γ1)
(𝑝1,𝑞2)

𝑋(Γ) × 𝑋(Γ′)设想为某个
多值函数 𝐶 ∶ 𝑋(Γ) 99K 𝑋(Γ′)的图形, 𝐶(𝑥) = {𝑞2(𝑦) ∶ 𝑦 ∈ (𝑝1)−1(𝑥)},称之为对应. 以上
用来实现 [Γ𝛾Γ′]的对应称为 Hecke对应.

练习 9.6.5 对于任何 𝛾 ∈ Γ̃, Hecke算子 [Γ𝛾Γ] ∶ 𝑆2(Γ) → 𝑆2(Γ)的特征值都是次数 ≤ 2𝑔
的代数整数,其中 𝑔 = 𝑔(𝑋(Γ))为亏格.

提示 考虑算子 (𝑞2)∗𝑝∗
1 ∈ Endℂ (H1(𝑋(Γ); ℂ))即可;如上所见,它保持 H1(𝑋(Γ); ℤ).

我们将在推论 10.5.6从模空间观点探究 Γ = Γ1(𝑁)的情形, 𝑘可任取.



第 10章 模形式与模空间

从词源学观点,模形式自始便与复环面的模空间密不可分. 复椭圆曲线是复环面在
代数几何中的面貌. 由于椭圆曲线及其级结构可以定义在比 ℂ更广的环上,模形式空间
携带相应的有理结构或整结构. 这在一定程度上可以解释模形式的算术奥秘,而模形式
同数论和代数几何的联系在 Langlands纲领中有着惊心动魄的体现.
本章在 §§10.1—10.2探讨一般交换环上的模形式空间以及相应的模问题,这对于模

形式的同余关系和 𝑝-进理论是必要的. 此部分参考了经典文献 [17, 30]等.
在 §§10.3—10.4,我们对 𝑆𝑘+2(Γ1(𝑁))陈述 Eichler–志村关系: 它是从 Hecke算子到

有限域上椭圆曲线理论的一道桥梁,建基于模形式的上同调诠释,即 Eichler–志村同构

ES ∶ 𝑆𝑘+2(Γ1(𝑁)) ⊕ 𝑆𝑘+2(Γ1(𝑁)) ∼→ H1
(𝑋1(𝑁), 𝑗∗

𝑘𝑉Γ1(𝑁)) =∶ Wℂ.

设 𝑝, ℓ为素数, 𝑝 ∤ 𝑁ℓ. 定理 10.4.2的 Eichler–志村关系将 Hecke算子 𝑇𝑝 在 Wℂ 上
的作用 𝑇𝑝 ⊕ 𝑇𝑝分解为 𝐹 (Frobenius对应)和 𝐼∗

𝑝 𝑉 (移位,再合成 𝑝的菱形算子);基本工具
是代数簇的 ℓ-进平展上同调. 为了陈述这些结果,有必要从模空间观点诠释种种 Hecke
算子和 Fricke对合,用上同调对应实现它们在 Wℂ 上的作用. 若换上同调系数 ℂ为一般
的交换环 𝐴,则一切操作可以推广到 W𝐴. 这部分的文献有 [18, 49, 20]等.

Hecke代数 𝕋ℤ 的环论性质是 Taylor–Wiles [52]证明 Fermat大定理的关键,联系于
Galois表示的形变环;本章的 §10.5仅触及其皮毛.

自然地,取定素数 ℓ,从Wℚℓ 还能进一步过渡到 ℓ-进平展上同调以带出 Galois表示.
在 §10.6将介绍如何从正规化 Hecke特征形式 𝑓 = ∑𝑛≥1 𝑎𝑛(𝑓 )𝑞𝑛 ∈ 𝑆𝑘+2(Γ1(𝑁), 𝜒𝑓 )构造
2维 Galois表示 𝜌𝑓,𝜆 ∶ 𝐺ℚ → GL(2, 𝐾𝑓,𝜆) (定理 10.6.7),其中

⋄ 𝐾𝑓 是 {𝑎𝑛(𝑓 )}∞
𝑛=1 生成的域,它是 ℚ的有限扩张 (推论 10.5.6);

⋄ 𝜆是 𝐾𝑓 的非 Archimedes赋值,要求它延拓 ℚ上的 ℓ-进赋值;
精确到同构, 𝜌𝑓,𝜆 由下述性质刻画: 当素数 𝑝 ∤ 𝑁ℓ时 𝜌𝑓,𝜆(Fr𝑝)的特征多项式为

𝑋2 − 𝑎𝑝(𝑓 )𝑋 + 𝑝𝑘+1𝜒𝑓 (𝑝).
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这归功于 Deligne和志村五郎,见 [20]或 [46]的综述. 粗略地说,表示是从Wℚℓ 对 Hecke
作用截下的. Eichler–志村关系对 𝜌𝑓,𝜆(Fr𝑝)的以上描述起到关键作用.
从模形式 (复分析) 向 Galois 表示 (算术) 的过渡是 Langlands 纲领的一个基本面

向,而上述构造的钥匙显然是代数几何. 对于 𝑘 = 0亦即权为 2的情形,也可以直接对
𝑋1(𝑁)的 Jacobi簇取有理 Tate模 𝑉ℓ,然后用 Hecke对应截出 𝜌𝑓,𝜆,在 [21]有详尽的讨
论. 对于 Galois表示的模性以及 Langlands纲领, §10.7将有粗浅的介绍,篇幅所限,只能
捕风捉影.

由于本章需要较多代数几何或数论的背景,许多概念和定理不得不草草带过,望读
者谅解. 如果希望对这些结果有更坚实的掌握,除了上引诸文献,算术代数几何的基本
知识也不可少.

10.1 Tate曲线
Tate曲线是从模空间的视角理解 Fourier展开的钥匙. 本节就Weierstrass理论的视

角切入,借鉴了 [30, Appendix 1];内蕴构造则可见注记 10.1.5引用的文献. 首先回忆关
于复环面的以下事实:

⋄ 设 Λ ⊂ ℂ是任意格. 按约定 9.1.3定义 𝝎ℂ/Λ ∶= Γ (ℂ/Λ, Ωℂ/Λ) = ℂ d𝑧.

⋄ 任何复环面 ℂ/Λ都带有射影嵌入

(℘Λ ∶ ℘′
Λ ∶ 1) ∶ ℂ/Λ ∼→ 𝐸Λ ∶ 𝑌 2 = 4𝑋3 − 60𝐺4(Λ)𝑋 − 140𝐺6(Λ),

此处 𝐸Λ 是 ℙ2 中的三次曲线,方程写为非齐次形式,以节约符号;见定理 8.3.4. 此
外, ℂ/Λ的不变微分形式 d𝑧对应到 𝐸Λ 上的

d𝑋
𝑌 .

⋄ 精确到同构,复环面都可以表作 ℂ/Λ𝜏 的形式,其中 𝜏 ∈ ℋ 而 Λ𝜏 = ℤ𝜏 ⊕ ℤ;见定
理 3.8.8. 系数 𝐺𝑘(Λ𝜏 )化为 Eisenstein级数 𝐺𝑘(𝜏),这里 𝑘 = 4, 6.

格 Λ𝜏 仅依赖于陪集 𝜏 + ℤ,这就启发我们命 𝑞 ∶= exp(2𝜋𝑖𝜏), 0 < |𝑞| < 1,并打量交
换图表:

𝑧 𝑡 ∶= exp(2𝜋𝑖𝑧)

ℂ ℂ×

ℂ/Λ𝜏 ℂ×/𝑞ℤ

2𝜋𝑖 d𝑧 d𝑡
𝑡

∈ ∈

商 商

∼
(10.1.1)



§10.1 Tate曲线 293

我们希望从代数上理解 Im(𝜏) → +∞亦即 𝑞 → 0时的极限. 由

𝜁(4) = 𝜋4

90 , 𝜁(6) = 𝜋6

945 , 𝐺𝑘(𝜏) = 2𝜁(𝑘)𝐸𝑘(𝜏),

可见 𝐸Λ𝜏 的非齐次形式是

𝐸Λ𝜏 ∶ 𝑌 2 = 4𝑋3 − (2𝜋𝑖)4𝐸4(𝜏)
12 ⋅ 𝑋 + (2𝜋𝑖)6𝐸6(𝜏)

216 .

进一步作仿射换元
(2𝜋𝑖)−2𝑋 = 𝑥 + 1

12 , (2𝜋𝑖)−3𝑌 = 𝑥 + 2𝑦,

并代入 𝑞 ∶= exp(2𝜋𝑖𝜏),以得到方程

𝐸𝑞 ∶𝑦2 + 𝑥𝑦 = 𝑥3 + 𝑎4(𝑞)𝑥 + 𝑎6(𝑞),

𝑎4(𝑞) ∶= −5 ⋅ 𝐸4(𝜏) − 1
240 = −5

∞

∑
𝑛=1

𝜎3(𝑛)𝑞𝑛,

𝑎6(𝑞) ∶= 1
12 ⋅ (−5 ⋅ 𝐸4(𝜏) − 1

240 − 7 ⋅ 𝐸6(𝜏) − 1
−504 )

=
∞

∑
𝑛=1

−5𝜎3(𝑛) − 7𝜎5(𝑛)
12 ⋅ 𝑞𝑛.

(10.1.2)

换元 (𝑋, 𝑌 )  (𝑥, 𝑦) 保持 𝑂 ∶= (0 ∶ 1 ∶ 0) 不变, 而不变微分 (2𝜋𝑖) d𝑋
𝑌 (对应

2𝜋𝑖 d𝑧 ∈ 𝝎ℂ/Λ𝜏 )变为 𝜔can ∶= d𝑥
𝑥+2𝑦 . 因为 (𝐸𝑞 , 𝑂)系由 (𝐸Λ𝜏 , 𝑂)换元得来,它们有相同的

𝑗-不变量,而定理 8.3.4表明

𝑗 (𝐸𝑞 , 𝑂) = 𝑗 (𝐸Λ𝜏 , 𝑂) = 𝑗(𝜏)

= 𝑞−1 + 744 + 196884𝑞 + ⋯ ∈ 𝑞−1 + ℤJ𝑞K.

定义含变元 𝑡 ∈ ℂ× ∖ 𝑞ℤ 的函数

𝑥(𝑡, 𝑞) ∶= ∑
𝑛∈ℤ

𝑞𝑛𝑡
(1 − 𝑞𝑛𝑡)2 − 2 ∑

𝑛≥1
𝜎1(𝑛)𝑞𝑛,

𝑦(𝑡, 𝑞) ∶= ∑
𝑛∈ℤ

(𝑞𝑛𝑡)2

(1 − 𝑞𝑛𝑡)3 + ∑
𝑛≥1

𝜎1(𝑛)𝑞𝑛.

显见其收敛性和 𝑥(𝑞𝑡, 𝑞) = 𝑥(𝑡, 𝑞), 𝑦(𝑞𝑡, 𝑞) = 𝑦(𝑡, 𝑞).

命题 10.1.1 我们有 𝑎4(𝑞), 𝑎6(𝑞) ∈ ℤJ𝑞K. 令 𝜏 ∈ ℋ , 𝑞 = 𝑒2𝜋𝑖𝜏 如上. 将同构 ℂ/Λ𝜏
∼→ ℂ×/𝑞ℤ



294 第 10章 模形式与模空间

的逆和以 𝑥, 𝑦为坐标的射影嵌入 ℂ/Λ𝜏
∼→ 𝐸𝑞 ⊂ ℙ2 作合成,这将给出同构

Φ ∶ ℂ×/𝑞ℤ ∼→ 𝐸𝑞

𝑡 ⋅ 𝑞ℤ ↦
⎧⎪
⎨
⎪⎩

(𝑥(𝑡, 𝑞) ∶ 𝑦(𝑡, 𝑞) ∶ 1), 𝑡 ∉ 𝑞ℤ

(0 ∶ 1 ∶ 0), 𝑡 ∈ 𝑞ℤ,

(10.1.3)

它让 ℂ×/𝑞ℤ 上的 d𝑡
𝑡 (或 ℂ/Λ𝜏 上的 2𝜋𝑖 d𝑧)对应到 𝜔can ∶= d𝑥

𝑥+2𝑦 .

证明 显然 𝑎4(𝑞) ∈ ℤJ𝑞K. 至于 𝑎6(𝑞),仅须对所有整数 𝑑 论证 12 ∣ 5𝑑3 + 7𝑑5 即可;这点
可以在 ℤ/12ℤ中逐一代值检验. 不变微分 d𝑡

𝑡 对应 2𝜋𝑖 d𝑧 ∈ 𝝎ℂ/Λ𝜏 ,因而对应到 𝜔can.
接着考虑射影嵌入. 记 ℘(𝑧) = ℘Λ𝜏 (𝑧), 𝑡 ∶= 𝑒2𝜋𝑖𝑧. 嵌入 Φ由

𝑡 ⋅ 𝑞ℤ ↦
⎧⎪
⎨
⎪⎩

(
℘(𝑧)

(2𝜋𝑖)2 − 1
12 ∶ 1

2 (
℘′(𝑧)
(2𝜋𝑖)3 − ℘(𝑧)

(2𝜋𝑖)2 + 1
12) ∶ 1) , 𝑡 ∉ 𝑞ℤ,

𝑂 ∶= (0 ∶ 1 ∶ 0), 𝑡 ∈ 𝑞ℤ

给出. 最后将命题 8.3.5的公式代入即足.

级结构也能够在坐标 𝑞 下观照. 固定 𝑁 ∈ ℤ≥1, 在 ℂ× 中择定 𝑁 次本原单位根
𝜁𝑁 ∶= exp(2𝜋𝑖/𝑁).

⋄ 考虑格 Λ𝑁𝜏 上的标准 Γ(𝑁)级结构;相应的参数是 𝑞𝑁 = exp(2𝜋𝑖𝑁𝜏). 我们有

(ℤ/𝑁ℤ)2 ℤ/𝑁ℤ × 𝜇𝑁 (ℂ×/𝑞𝑁ℤ) [𝑁] Φ
∼ 𝐸𝑞𝑁 [𝑁]

(𝑎, 𝑏) (𝑎, 𝜁𝑏
𝑁 ) 𝑞𝑎𝜁𝑏

𝑁 ⋅ 𝑞𝑁ℤ

∼ ∼

仅第一段同构依赖 𝜁𝑁 的选取,而且定义 3.8.9的Weil配对满足

𝑒𝑁 (𝑎 ∈ ℤ/𝑁ℤ的像, 𝜁 ∈ 𝜇𝑁 的像) = 𝜁𝑎.

当 (𝑎, 𝑏) ≠ (0, 0),所示挠点对 (𝑥(⋅, 𝑞𝑁 ), 𝑦(⋅, 𝑞𝑁 ))的坐标都落在 ℤJ𝑞K ⊗
ℤ

ℤ[𝜁𝑁 ],而不

只是在 ℤ[𝜁𝑁 ]((𝑞)). 论证无非是显式计算: 举 𝑥(𝑡, 𝑞𝑁 )为例, 其中的 ∑𝑛<0
𝑞𝑁𝑛𝑡

(1−𝑞𝑁𝑛𝑡)2

可改写成

∑
𝑛<0

𝑞−𝑁𝑛𝑡−1

(1 − 𝑞−𝑁𝑛𝑡−1)2 = ∑
𝑛≥1

𝑞𝑁𝑛𝑡−1

(1 − 𝑞𝑁𝑛𝑡−1)2 = ∑
𝑛≥1

∑
𝑘≥1

𝑘𝑞𝑁𝑛𝑘𝑡−𝑘;

对 𝑛 > 0的项亦可如是操作,然后代入 𝑡 = 𝑞𝑎𝜁𝑏
𝑁 来化简.
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⋄ 考虑格 Λ𝜏 上的标准 Γ1(𝑁)级结构. 它对应到

ℤ/𝑁ℤ ∼→ 𝜇𝑁
∼→ {𝜁 ⋅ 𝑞ℤ ∶ 𝜁 ∈ 𝜇𝑁 } ⊂ (ℂ×/𝑞ℤ) [𝑁].

类似地,仅第一段同构依赖 𝜁𝑁 的选取. 显式计算表明 𝜁 ≠ 1对 (𝑥(⋅, 𝑞), 𝑦(⋅, 𝑞))的坐
标属于 ℤJ𝑞K ⊗

ℤ
ℤ[𝜁𝑁 ],细节留给感兴趣的读者.

定义 10.1.2 视 𝑞 ≠ 0 为变元, 则上述观察表明 (10.1.2) 定义之 𝐸𝑞 连同 𝜔can 都定义在
ℤ((𝑞))上. 记此结构为 (Tate(𝑞), 𝜔can),称为 Tate曲线: 它可以视为一族以 𝑞为形式参数,
带不变微分形式的曲线.

对任意 𝑢 ∈ ℂ×, |𝑢| < 1者,在 Tate(𝑞)的方程中以 𝑢代 𝑞便得到 (10.1.3)的 𝐸𝑢. 因此,
代数方法可以将 §10.1考虑的复环面族 (𝐸𝑞)0<|𝑞|<1 融为单一的几何对象. §10.2还会回
到这个观点.

进一步, 向 ℤ((𝑞)) 添进 𝜁𝑁 就足以描绘 Tate (𝑞𝑁 ) 的所有 𝑁-挠点. 这些整性说明
Tate(𝑞)是良好的代数对象. 为了清楚领会,我们暂且岔题来讨论Weierstrass方程.

一般域 𝕜上的椭圆曲线总能够嵌入 ℙ2,使得其齐次部分由Weierstrass方程 (8.2.3)
定义,带系数 𝑎1, 𝑎2, 𝑎3, 𝑎4, 𝑎6 ∈ 𝕜. 对给定的 𝑎1, … , 𝑎6 定义

𝑏2 ∶= 𝑎2
1 + 4𝑎2, 𝑏4 ∶= 𝑎1𝑎3 + 2𝑎4, 𝑏6 ∶= 𝑎2

3 + 4𝑎6,
𝑏8 ∶= 𝑎2

1𝑎6 − 𝑎1𝑎3𝑎4 + 𝑎2𝑎2
3 + 4𝑎2𝑎6 − 𝑎2

4,
𝑐4 ∶= 𝑏2

2 − 24𝑏4, 𝑐6 ∶= −𝑏3
2 + 36𝑏2𝑏4 − 216𝑏6;

然后定义判别式 Δ和 𝑗-不变量

Δ ∶= −𝑏2
2𝑏8 − 8𝑏3

4 − 27𝑏2
6 + 9𝑏2𝑏4𝑏6,

𝑗 ∶= 𝑐3
4 /Δ.

以上都是椭圆曲线代数理论的基本词汇, 见 [50, III.1]. 对于由 Weierstrass 方程
(8.2.3)给出的三次射影曲线,判别式 Δ非零当且仅该曲线无奇点.

练习 10.1.3 阐明以上的 Δ与约定 8.3.3之间的联系.

回到 Tate 曲线: (10.1.2) 也是 Weierstrass 方程, 对应到 𝑎1 = 1, 𝑎2 = 𝑎3 = 0, 而
𝑎4, 𝑎6 ∈ ℤJ𝑞K,对之容易导出 𝑐4 = 𝐸4 和

Δ = −𝑎6 + 𝑎2
4 + 72𝑎4𝑎6 − 64𝑎3

4 − 432𝑎2
6.
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命题 10.1.4 对于由方程 (10.1.2)描述的三次射影曲线,我们有

Δ = 1
1728(𝐸3

4 − 𝐸2
6 ) = 𝑞 ∏

𝑛≥1
(1 − 𝑞𝑛)24

= Δ(𝜏) ∈ 𝑆12(SL(2, ℤ)) (代入 𝑞 = 𝑒2𝜋𝑖𝜏 ),
𝑗 = 𝑞−1 + 744 + 196884𝑞 + ⋯

= 𝑗(𝜏) (代入 𝑞 = 𝑒2𝜋𝑖𝜏 ).

证明 例行计算给出 Δ. 再运用 𝑐4 = 𝐸4 和定义 2.4.11即得模不变量 𝑗(𝜏).

视 𝑞 为变元,那么 Tate(𝑞)的判别式 Δ来自 ℤ((𝑞))×,唯一零点在 𝑞 = 0. 从代数几何
的角度看, Tate(𝑞)因而是定义在环 ℤ((𝑞)) = ℤJ𝑞K [

1
𝑞 ]上的椭圆曲线. 如果自限于复解析

范畴,这一事实就无从说清.
另一方面,当 𝑞 = 0时 Tate(𝑞)退化为平面曲线

𝑦2 + 𝑥𝑦 = 𝑥3,

它并非光滑曲线: (𝑥, 𝑦) = (0, 0)处是结点. 这是广义椭圆曲线之一例,见注记 10.2.2.

注记 10.1.5 对于𝑁 ∈ ℤ≥1,定义 Tate (𝑞𝑁 )的方程显然能延拓到 ℤJ𝑞K上,但它在𝑁 > 1
时并非最合适的模型: 我们希望 Tate (𝑞𝑁 ) 的 ℤJ𝑞K-模型在 𝑞 = 0 时给出称为 Néron
𝑁-边形的结构,使得它是 ℤJ𝑞K上的广义椭圆曲线,而 𝜔can 也一并延拓到 ℤJ𝑞K,前提是
须以广义椭圆曲线上的对偶化层替代微分形式层. 相关构造颇费周折,需要形式概形代
数化的技术,见 [17, VII], [13, §2.5]或 [66, §9.1].

10.2 几何模形式
本节部分论述借鉴于 [17, 30]. 如无另外说明,本节的环和代数都假定是交换的;给

定 𝑅-代数 𝐴相当于给定环同态 𝑅 → 𝐴.
定义 8.4.7和后续讨论业已阐明何谓 ℂ上的椭圆曲线,它们总能实现为仿射部分形

如 𝑌 2 = 𝑋3 + 𝑎𝑋 + 𝑏的平面射影曲线,以 𝑂 ∶= (0 ∶ 1 ∶ 0)为基点. 这是代数几何的主
场,其妙处在于能够将系数从域 ℂ换成更一般的域乃至环 𝑅;如此一来,我们就必须在
𝑅-概形的世界中进行操作.

对任意 𝑅-概形 𝑋,记 𝑋(𝑅) ∶= Hom𝑅-概形(Spec 𝑅, 𝑋),其中的元素也称为 𝑋 的 𝑅-值
点. 对于 ℂ上的概形,我们有解析化函子

{有限型 ℂ-概形} → {复解析空间} , 𝑋 ↦ 𝑋an,

使得 𝑋an 作为集合是 𝑋(ℂ),而且 𝑋 光滑时 𝑋an 为复流形,维数相同. 对 𝑋 上的向量丛
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及其截面等也可以施行解析化. 对于固有的有限型 ℂ-概形, J.-P. Serre的GAGA原理 (解
析几何↔代数几何)确保概形论的种种基本操作透过解析化函子 (⋯)an 兼容于复解析
理论.

定义 10.2.1 环 𝑅上的椭圆曲线定义为资料 (𝐸, 𝑂),其中
⋄ 𝐸 是固有的光滑 𝑅-概形;
⋄ 𝐸 的所有几何纤维都是亏格 1的连通曲线;
⋄ 𝑂 ∈ 𝐸(𝑅)是给定的 𝑅-点.

这些对象间的态射 𝜑 ∶ (𝐸, 𝑂) → (𝐸′, 𝑂′) 定义为 𝑅-概形的态射 𝜑 ∶ 𝐸 → 𝐸′, 使得
𝜑(𝑂) = 𝑂′.

进一步还能考虑任意概形 𝑆 上的椭圆曲线 𝐸 → 𝑆;取 𝑆 = Spec 𝑅便回归上述定义.
相关知识是当代几何工作者必备的文化素养,因为篇幅所限,毋用赘言;还请读者参

阅标准文献如 [31, 50]等. 如果 𝑅是域,椭圆曲线仍然可由 (8.2.3)的Weierstrass方程和
基点 𝑂 ∶= (0 ∶ 1 ∶ 0)描述,基本性质和 ℂ上无异.

略述对 𝑅-椭圆曲线的几种基本操作如下.

⋄ 一如 ℂ上情形, 𝑅-椭圆曲线 (𝐸, 𝑂)同样带有典范的交换群结构,写作加法,以 𝑂为
零元. 确切地说,此加法结构使 𝐸成为 𝑅-群概形,亦即 𝑅-概形范畴中的群对象 (见
[59, §4.11]).

⋄ 对于任意 𝑅-代数 𝐴,可以将 𝑅-椭圆曲线及其间态射作基变换过渡到 𝐴上,给出映
𝑅-椭圆曲线 (𝐸, 𝑂)为 𝐴-椭圆曲线 (𝐸𝐴, 𝑂𝐴)的函子.

⋄ 和引理 8.4.4的复解析场景类似,对一般的 𝑅同样有 𝐸 上的微分形式线丛 Ω𝐸|𝑅,
按概形论的方法定义. 记结构态射为 𝑝 ∶ 𝐸 → Spec 𝑅, 那么 𝝎𝐸|𝑅 ∶= 𝑝∗Ω𝐸|𝑅 是
Spec 𝑅上的凝聚层,对应到秩 1局部自由 𝑅-模. 因此对任意 𝑘 ∈ ℤ皆可定义张量
幂 𝝎⊗𝑘

𝐸|𝑅.

另一种刻画是 𝝎𝐸|𝑅 ≃ 𝑂∗Ω𝐸|𝑅. 这相当于说 𝝎𝐸|𝑅 和 𝐸 的 Lie代数相对偶.

⋄ 任何态射 𝜑 ∶ (𝐸, 𝑂) → (𝐸′, 𝑂)都诱导微分形式的拉回 𝜑∗ ∶ 𝝎𝐸′|𝑅 → 𝝎𝐸|𝑅;如果

𝜑是同构,还能进一步对所有 𝑘定义 𝜑∗ ∶ 𝝎⊗𝑘
𝐸′|𝑅

∼→ 𝝎⊗𝑘
𝐸|𝑅.

给定 𝑅-代数 𝐴,存在自然的 𝐴-模同态 𝝎𝐸|𝑅 ⊗
𝑅

𝐴 → 𝝎𝐸𝐴|𝐴. 事实上,用代数几何中

的基变换定理可以证明这是同构. 见 [17, II, 1.6].

当 𝑅 = ℂ时, GAGA原理将一切化约到第八章的复解析理论.

注记 10.2.2 同样重要的概念是 𝑅或一般概形上的广义椭圆曲线. 粗略地说,这相当于
要求固有 𝑅-曲线 𝐸 的光滑部分 𝐸sm 带有 𝑅-点 𝑂,而 𝐸 的几何纤维或者是亏格 1的连
通光滑曲线,或者是一类称为 Néron 𝑵-边形的曲线,外加一些关于群作用的条件. 由于
定义比较复杂,请感兴趣的读者参考 [17, II. 1.2], [13, Definition 2.1.4]或 [66,定义 7.3].
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这里只须指出椭圆曲线上述诸性质都能延伸到广义情形. 例如对广义 𝑅-椭圆曲线 𝐸,可
以用对偶化层的 𝑝∗ 代替微分形式来定义可逆 𝑅-模 𝝎𝐸|𝑅;见 [17, II. Proposition 1.6].

以下转向级结构. 令 𝑁 ∈ ℤ≥1. 依 𝐸 的群结构可以谈论 𝑁-挠点 𝐸[𝑁],它是有限平
坦 𝑅-群概形,当𝑁 ∈ 𝑅× 时它还是平展的.

定义 10.2.3 对给定之 𝑁 ∈ ℤ≥1,令 𝜁𝑁 为 𝑁 次本原单位根,并且记 𝔬𝑁 ∶= ℤ [
1
𝑁 , 𝜁𝑁 ];

环 𝔬𝑁 无关 𝜁𝑁 的选取.

本节主要考虑 𝔬𝑁 -代数及其上的椭圆曲线. 这一限制其实可以放宽,见注记 10.2.8.
设 𝑅为 𝔬𝑁 -代数. 对 𝑅-椭圆曲线 (𝐸, 𝑂)同样能定义 Γ(𝑁), Γ1(𝑁)和 Γ0(𝑁)几种级结

构. 级结构的定义思路和 ℂ的情形类似,可以取为适当的同态 𝛼 ∶ (ℤ/𝑁ℤ)2 → 𝐸[𝑁](𝑅)
(对 Γ(𝑁)情形)或 𝛽 ∶ ℤ/𝑁ℤ → 𝐸[𝑁](𝑅) (对 Γ1(𝑁)情形),另外在 Γ(𝑁)情形还需要注记
8.5.9版本的Weil配对,这是我们选取 𝑁 次本原单位根的原因. 细节见 [17, 30],在此存
而不论.

种种级结构还能定义到广义椭圆曲线 (注记 10.2.2) 上, 例如以下要讨论的
Tate (𝑞𝑁 ).

例 10.2.4 在 §10.1介绍的 Tate曲线

Tate(𝑞) ∶ 𝑦2 + 𝑥𝑦 = 𝑥3 + 𝑎4(𝑞) + 𝑎6(𝑞)

是交换环 ℤ((𝑞))上的椭圆曲线, 𝜔can = d𝑥
𝑥+2𝑦 是其上的不变微分形式. 若以环同态

ℤ((𝑞)) ⟶ ℤ((𝑞))
𝑔(𝑞) ⟼ 𝑔 (𝑞𝑁 )

作 Tate(𝑞)的基变换,结果便是

Tate (𝑞𝑁 ) ∶ 𝑦2 + 𝑥𝑦 = 𝑥3 + 𝑎4(𝑞𝑁 )𝑥 + 𝑎6(𝑞𝑁 ).

对 Tate(𝑞)上的不变微分形式 𝜔can 作相应的基变换,结果仍写作 d𝑥
𝑥+2𝑦 ,照旧记为 𝜔can.

如 §10.1所见,向 ℤ((𝑞))添入 1
𝑁 和 𝜁𝑁 ,可以赋予 Tate (𝑞𝑁 )标准的 Γ(𝑁)级结构 𝛼std;

同理, Tate(𝑞)具有标准的 Γ1(𝑁)级结构 𝛽std. 如将 Tate (𝑞𝑁 )延拓为 ℤJ𝑞K上的广义椭圆
曲线 (注记 10.1.5),则上述级结构连同 𝜔can 也一并延拓.

为了简化论述,今后考虑 Γ(𝑁)级结构为主.
对于 𝔬𝑁 -代数 𝑅,全体带 Γ(𝑁)级结构的 𝑅-椭圆曲线 (𝐸, 𝛼)和其间的同构组成的范

畴记为 Ell𝑅(𝑁). 简记 Ell𝑅 ∶= Ell𝑅(1) (即: 无级结构). 若 𝐴是 𝑅-代数,记 (𝐸, 𝛼)到 𝐴的
基变换为 (𝐸𝐴, 𝛼𝐴).
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定义 10.2.5 (模形式的代数/几何定义) 设𝑅为 𝔬𝑁 -代数. 权为 𝑘 ∈ ℤ,级为 Γ(𝑁)的𝑅-值
模形式 (容许在尖点亚纯)意谓如下的法则 𝑓 ∶ (𝐸, 𝛼) ↦ 𝑓(𝐸, 𝛼).

⋄ 对一切 𝑅-代数 𝐴和 Ell𝐴(𝑁)的对象 (𝐸, 𝛼),它指派 𝝎⊗𝑘
𝐸|𝐴 的元素 𝑓(𝐸, 𝛼).

⋄ 𝑓 尊重同构: 若 𝜑 ∶ (𝐸, 𝛼) ∼→ (𝐸′, 𝛼′)是 Ell𝐴(𝑁)中的同构,则

𝜑∗𝑓(𝐸′, 𝛼′) = 𝑓(𝐸, 𝛼).

⋄ 𝑓 尊重基变换: 设 𝐴 → 𝐵 是 𝑅-代数的同态, 则 𝑓(𝐸𝐵 , 𝛼𝐵) ∈ 𝝎⊗𝑘
𝐸𝐵 |𝐵 是 𝑓(𝐸, 𝛼) ∈

𝝎⊗𝑘
𝐸|𝐴 透过 𝐴 → 𝐵的基变换,其中 (𝐸, 𝛼)是 Ell𝐴(𝑁)的任意对象.

将例 10.2.4的资料 (Tate (𝑞𝑁 ) , 𝜔can)从 ℤ((𝑞))基变换到 𝑅((𝑞)), 并考虑其上的任意
Γ(𝑁)级结构 𝛼,则

𝑓 (Tate (𝑞𝑁 ) , 𝛼)
𝜔⊗𝑘

can
=∶ ∑𝑛

𝑎𝑛(𝑓 , 𝛼)𝑞𝑛 ∈ 𝑅((𝑞)).

若右式对所有 𝛼恒属于 𝑅J𝑞K,则称 𝑓 是全纯 𝑅-值模形式,简称模形式;若进一步要求右
式恒属于 𝑞𝑅J𝑞K,则称 𝑓 为尖点形式.

约定 10.2.6 全体权 𝑘,级 Γ(𝑁)的模形式构成 𝑅-模,记为𝑀𝑘(Γ(𝑁); 𝑅),尖点形式构成子
模 𝑆𝑘(Γ(𝑁); 𝑅).

设 𝑅 → 𝑅′ 是环同态,则 𝑅′-代数自然地也是 𝑅-代数,故有自明的 𝑅-模同态

𝑀𝑘(Γ(𝑁); 𝑅) → 𝑀𝑘(Γ(𝑁); 𝑅′), 𝑆𝑘(Γ(𝑁); 𝑅) → 𝑆𝑘(Γ(𝑁); 𝑅′). (10.2.1)

因为 𝑅按假设是 𝔬𝑁 -代数, Tate (𝑞𝑁 )的所有 Γ(𝑁)级结构都能在 𝑅((𝑞))上实现: 它
们是标准级结构 𝛼std 的 SL(2, ℤ/𝑁ℤ)-轨道. 定理 10.2.10将在 𝑅 = ℂ时会通模形式的经
典定义,并将∑𝑛 𝑎𝑛(𝑓 , 𝛼)𝑞𝑛 等同于 𝑓 在对应尖点处的 Fourier展开,这就说明定义 10.2.5
中的尖点亚纯性质名副其实.

例 10.2.7 (Hasse不变量) 取𝑁 = 1并且令 𝑅为 𝔽𝑝-代数,其中 𝑝是素数. 任何 𝑅-椭圆曲
线 (𝐸, 𝑂)都带有绝对 Frobenius态射 Fr ∶ 𝐸 → 𝐸,它在概形的结构层 𝒪𝐸 上按 𝑓 ↦ 𝑓 𝑝

映射. 由此导出自同态 Fr ∶ H1(𝐸, 𝒪𝐸) → H1(𝐸, 𝒪𝐸),它满足加性和 Fr(𝑎𝜂) = 𝑎𝑝 Fr(𝜂),其
中 𝑎 ∈ 𝑅和 𝜂 ∈ H1(𝐸, 𝒪𝐸)任意. Grothendieck–Serre对偶定理给出秩 1局部自由 𝑅-模
的同构 H1(𝐸, 𝒪𝐸) ≃ 𝝎∨

𝐸|𝑅 (见定理 B.7.15及其后讨论). 根据特征 𝑝的线性代数,将 Fr改
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写为良定义的 𝑅-线性映射

H1(𝐸, 𝒪𝐸)⊗𝑝 H1(𝐸, 𝒪𝐸)

𝑎(𝜂⊗𝑝) 𝑎 Fr(𝜂)
或等价的 𝑅 → 𝝎⊗(𝑝−1)

𝐸|𝑅 .

记 𝐴(𝐸) ∈ 𝝎⊗(𝑝−1)
𝐸|𝑅 为 1 ∈ 𝑅 的像. 此构造和一切基变换交换. 事实上还能证明

𝐴(Tate(𝑞)) = 𝜔⊗(𝑝−1)
can ,见 [30, §2.0]. 这就说明 𝐴 ∈ 𝑀𝑝−1(Γ(1); 𝑅),而且它的 Fourier展开

式为常数 1.
在特征 𝑝 > 0的代数闭域上,椭圆曲线 𝐸 的 Hasse不变量 𝐴(𝐸)确定 𝐸[𝑝]的结构.

另一方面,当 𝑝 ≥ 5时, Bernoulli数的初等性质导致 Eisenstein级数 𝐸𝑝−1 的 Fourier展开
mod 𝑝正与 𝐴相同;见练习 4.4.9. 这是 P. Deligne的发现.

目光转向模空间. 令 Γ ∈ {Γ(𝑁), Γ1(𝑁), …}. 由于我们在 𝔬𝑁 上作业,级结构的分类
问题相对容易,在文献 [17]已有完整处理:

⋄ Γ级结构有 𝑅上的代数叠𝔐(Γ)𝑅 作为模空间;它对 𝑅是光滑的,相对维数等于 1,
与之相系的粗模空间记作ℳ(Γ).

⋄ 记𝔐(Γ) ∶= 𝔐(Γ)𝔬𝑁 ,则有自然同构𝔐(Γ)𝑅 ≃ 𝔐(Γ) ×
𝔬𝑁

𝑅.

⋄ 若 Γ无挠,则𝔐(Γ) ∼→ ℳ(Γ).

假如舍弃 Γ(𝑁)级结构中关于Weil配对的条件,则模空间的几何连通成份将与 𝑁
次本原单位根一一对应;指定Weil配对的值 𝜁𝑁 相当于拣选一支几何连通成份.

注记 10.2.8 对于一般的环 𝑅,模叠𝔐(Γ)可以用正规化的技巧定义到 𝑅上,但这么一来
它就失去了模诠释,特别地,对于 𝑅中的素理想 𝔭 ∋ 𝑁 者,对模空间的 mod 𝔭约化将难
以措手. 这对模形式的算术研究非常不利.

文献 [31, 13]引入了 Drinfeld级结构来处理一般的 𝑅. 作为结论,代数叠𝔐(Γ)可以
进一步定义到 ℤ上;它对 ℤ未必光滑,但仍是平坦的. 对于 Γ = Γ(𝑁)情形,此进路要求
我们舍弃级结构中关于Weil配对的条件,在较大的模空间中操作.
相关细节需要较深的几何工具,详参 [17, IV], [31, Chapter 3]或 [13, §2.4]. 由于本书

并非模曲线的专著,为了简化论述,仍选择在 𝔬𝑁 上作业.

言归正传. 对模叠𝔐(Γ(𝑁))可以作紧化: 这是一个开嵌入

𝔐(Γ(𝑁)) ↪ 𝔐(Γ(𝑁)).

而𝔐(Γ(𝑁))是 𝔬𝑁 上的固有,光滑,相对维数为 1的代数叠,依然有模诠释: 它分类带
Γ(𝑁)级结构的广义椭圆曲线.
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回忆注记 10.1.5: 对于 𝔬𝑁J𝑞K上的 Tate曲线 Tate (𝑞𝑁 ),每个 Γ(𝑁)级结构 𝛼都给出
态射 Spec 𝔬𝑁J𝑞K → 𝔐(Γ(𝑁));态射在 𝑞 = 0的纤维给出𝔐(Γ(𝑁))的边界点 (尖点),并且
使𝔐(Γ(𝑁))在该处的形式完备化同构于形式圆盘 Spf (𝔬𝑁J𝑞K). 这套手法穷尽所有尖
点,从而 Tate曲线描述了𝔐(Γ(𝑁))在边界上的几何. 详见 [17, VII. Corollaires 2.4, 2.5]
或 [13, §4.3].
对于其它级结构 Γ 也有类似的紧化. 从叠过渡到粗模空间则给出紧化ℳ(Γ) ↪

ℳ(Γ). 基变换到 ℂ再作解析化,则在 Riemann曲面范畴中

ℳ(Γ)an
ℂ ↪ ℳ(Γ)an

ℂ 可等同于 𝑌 (Γ) ↪ 𝑋(Γ).

所以 §3.2研究的 𝑌 (Γ) ↪ 𝑋(Γ)可谓是 “定义在 𝔬𝑁 上”的.
综上, 根据函子化的代数几何语言, 定义 10.2.5 的 𝑀𝑘(Γ(𝑁); 𝑅) 理应有如下的几

何诠释
𝑀𝑘(Γ(𝑁); 𝑅) ≃ Γ (𝔐Γ(𝑁), 𝝎⊗𝑘

Γ(𝑁)) , (10.2.2)

⋄ 其中的线丛 𝝎Γ(𝑁) (亦称 Hodge线丛)在𝔐Γ(𝑁) 上是泛椭圆曲线 (𝐸univ, 𝛼univ)的对
偶 Lie代数,即 𝝎𝐸univ|𝔐(Γ(𝑁)),它在每一点 (𝐸, 𝛼)上的纤维是 𝝎𝐸|𝑅;

⋄ 倘若读者接受广义椭圆曲线的理论,用对偶化层代替微分形式层,则上述定义可以
直接照搬到整个𝔐Γ(𝑁) 上. 更具体地说,在尖点的形式邻域上, 𝝎Γ(𝑁) 的纤维由广
义椭圆曲线 Tate (𝑞𝑁 )自带的 𝜔can 生成;见注记 10.1.5.

详见 [30, §§1.4—1.5]和 [31, §§8.6—8.11]. 其复解析版本已在 §9.1讨论过,符号雷同亦
非巧合. 特别地, (𝐸, 𝛼) ↦ 𝑓(𝐸, 𝛼)是模形式当且仅当它能延拓到所有广义椭圆曲线上.

命题 10.2.9 设 𝑅是 𝔬𝑁 -代数, 而交换环同态 𝑅 → 𝑅′ 使 𝑅′ 成为平坦 𝑅-模 (参看 [59,
§6.9]),则 (10.2.1)诱导 𝑅′-模的同构

𝑀𝑘(Γ(𝑁); 𝑅) ⊗
𝑅

𝑅′ ∼→ 𝑀𝑘(Γ(𝑁); 𝑅′), 𝑆𝑘(Γ(𝑁); 𝑅) ⊗
𝑅

𝑅′ ∼→ 𝑆𝑘(Γ(𝑁); 𝑅′).

这是代数几何的基变换定理对𝔐(Γ(𝑁))𝑅 的应用,它还能推及一些非平坦情形,见 [30,
§§1.7—1.8],这里便不提供证明了.

为了陈述下一结果,观察到群 SL(2, ℤ/𝑁ℤ)在 Ell𝑅(𝑁)上按 (𝐸, 𝛼)
𝛾

(𝐸, 𝛼 ∘ 𝑡𝛾)左作
用,从而右作用在𝑀𝑘(Γ(𝑁); 𝑅)和 𝑆𝑘(Γ(𝑁); 𝑅)上.

定理 10.2.10 选定环的嵌入 𝔬𝑁 ↪ ℂ,使得 𝜁𝑁 ↦ 𝑒2𝜋𝑖/𝑁 . 存在 ℂ-向量空间的自然同构

𝑀𝑘(Γ(𝑁); ℂ) 𝑀𝑘(Γ(𝑁))

𝑆𝑘(Γ(𝑁); ℂ) 𝑆𝑘(Γ(𝑁));

∼

∼

⊂ ⊂
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它由以下性质刻画:

1. 若 𝛾 ∈ SL(2, ℤ/𝑁ℤ), 则 𝛾 在 𝑀𝑘(Γ(𝑁); ℂ) 上的右作用在 𝑀𝑘(Γ(𝑁)) 上反映为
𝑓 ↦ 𝑓 |𝑘 𝛾;

2. 设 𝑓 ∈ 𝑀𝑘(Γ(𝑁); ℂ),命

𝑓 (Tate (𝑞𝑁 ) , 𝛼std)
𝜔⊗𝑘

can
= ∑

𝑛≥0
𝑎𝑛(𝑓 )𝑞𝑛 ∈ ℂ((𝑞)),

则对应的模形式以∑𝑛≥0 𝑎𝑛(𝑓 ) exp (2𝜋𝑖𝑛𝜏/𝑁)为其在∞处的 Fourier展开.

证明 第一步是化约到假设 9.1.1成立的情形. 取𝑁′ 充分大并且𝑁 ∣ 𝑁′. 兹断言

𝑀𝑘(Γ(𝑁)) = 𝑀𝑘(Γ(𝑁′))Γ(𝑁)-不变,
𝑀𝑘(Γ(𝑁); ℂ) = 𝑀𝑘(Γ(𝑁′); ℂ)Γ(𝑁)-不变.

第一式不外是注记 3.6.5. 第二式亦不难, 但要求一定的代数几何知识, 见 [17, VII,
Lemme 3.3]. 上述断言对尖点形式同样成立. 于是根据例 9.1.2,今起可假设 Γ(𝑁)无挠且
尖点皆正则, §9.1的相关结果可资应用.

考虑与𝔐(Γ(𝑁))相系的粗模空间ℳ(Γ(𝑁)),它是概形,而且

ℳ(Γ(𝑁))ℂ
an ≃ 𝑋(𝑁) (作为紧 Riemann曲面).

在此可依 GAGA原理自由切换复解析和代数的视角,例如以 𝝎ℂ/Λ𝜏 代 𝝎𝐸Λ𝜏 |ℂ,如是等等.
所求同构取作 (2𝜋𝑖)−𝑘 乘上以下合成

𝑀𝑘(Γ(𝑁); ℂ) ∼
(10.2.2)

Γ (𝔐(Γ(𝑁))ℂ, 𝝎⊗𝑘
Γ(𝑁))

≃ Γ (ℳ(Γ(𝑁))ℂ, 𝝎⊗𝑘
Γ(𝑁)) ∼

GAGA Γ (𝑋(𝑁), 𝝎⊗𝑘
Γ(𝑁))

命题 9.1.8
𝑀𝑘(Γ(𝑁));

紧性在此是关键的! 第二个同构稍需解释: Γ(𝑁)无挠导致𝔐(Γ(𝑁)) = ℳ(Γ(𝑁)),从而

Γ (𝔐(Γ(𝑁))ℂ, 𝝎⊗𝑘
) =

{𝑠 ∈ Γ (𝔐(Γ(𝑁))ℂ, 𝝎⊗𝑘) ∶ ∀𝛼, 𝑠 (Tate(𝑞𝑁 ), 𝛼) ∈ ℂJ𝑞K𝜔⊗𝑘
std } ≃

{𝑠 ∈ Γ (ℳ(Γ(𝑁))ℂ, 𝝎⊗𝑘) ∶ ∀𝛼, 𝑠 (Tate(𝑞𝑁 ), 𝛼) ∈ ℂJ𝑞K𝜔⊗𝑘
std } =

Γ (ℳ(Γ(𝑁))ℂ, 𝝎⊗𝑘
) ,

其中 𝛼遍历 ℂ((𝑞))-椭圆曲线 Tate (𝑞𝑁 )的所有 Γ(𝑁)级结构,即 SL(2, ℤ/𝑁ℤ) ⋅ 𝛼std.
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更确切地说,每个适合于定义 10.2.5的 𝑓 都按

ℋ ∋ 𝜏 ⟼ (2𝜋𝑖)−𝑘𝑓 (𝐸Λ𝜏 , 𝛼𝜏) ∈ 𝝎⊗𝑘
𝐸Λ𝜏 |ℂ

唯一地确定 Γ (𝑋(𝑁), 𝝎⊗𝑘
Γ(𝑁)) ≃ 𝑀𝑘(Γ(𝑁))的元素;此处以 (𝐸Λ𝜏 , 𝛼𝜏 )标记 ℂ/Λ𝜏 连同其标

准级结构 𝛼𝜏 ∶ (𝑥, 𝑦) ↦ 𝑥𝜏+𝑦
𝑁 给出的 Ellℂ(𝑁)的对象,其同构类仅依赖轨道 Γ(𝑁)𝜏.

为了在𝑀𝑘(Γ(𝑁))中诠释 SL(2, ℤ/𝑁ℤ)对 𝑓 ∈ 𝑀𝑘(Γ(𝑁); ℂ)的作用,关键在将之和
§9.1的讨论,尤其是和 (9.1.6)作比较. 兹不赘言.

最后, (Tate (𝑞𝑁 ) , 𝛼std)透过 𝑞 ↦ 𝑒2𝜋𝑖𝜏/𝑁 基变换到 ℂ,便给出 Γ(𝑁)𝜏 给出的复环面 +
标准级结构 (定理 3.8.13),而 𝜔can 对应到 2𝜋𝑖 d𝑧 (命题 10.1.1). 关于 𝑓 在∞处的 Fourier
展开的断言因而是容易的.

基于定理 10.2.10和命题 10.2.9,可以赋予𝑀𝑘(Γ(𝑁))自然的 𝔬𝑁 -结构,即

𝑀𝑘(Γ) ≃ 𝑀𝑘 (Γ(𝑁); 𝔬𝑁 ) ⊗
𝔬𝑁

ℂ;

对 𝑆𝑘(Γ(𝑁)) 亦同. 这些整结构对 SL(2, ℤ) 的右作用不变. 可以证明: 若 𝑓 来自
𝑀𝑘 (Γ(𝑁); 𝔬𝑁 ), 则 Fourier 系数 𝑎𝑛(𝑓 ) 全落在 𝔬𝑁 . 练习 4.4.7 已对特例 𝑁 = 1 做过
明确的构造,这时 𝔬𝑁 = ℤ.

注记 10.2.11 以上一切结果的 Γ1(𝑁)和 Γ0(𝑁)版本往往有更简单的叙述. 譬如对 Γ1(𝑁)
考虑 Fourier展开式时仅须研究 Tate(𝑞)而非 Tate (𝑞𝑁 ),而且不必操心Weil配对. 这时
的模叠可以定义在 ℤ[1/𝑁]上,模形式空间从而具有 ℤ[1/𝑁]-结构. 获取 ℤ-结构则需要
更深的技术,见注记 10.2.8.

10.3 Eichler–志村关系: Hecke算子
本节选定 𝑘 ∈ ℤ≥0 和级结构 Γ1(𝑁),要求 𝑁 ≥ 5以满足假设 9.1.1,否则须改用 §9.5

的抛物上同调,或者探讨叠的上同调.

定理 3.8.13说明 𝑌1(𝑁)分类了所有资料 (𝐸, 𝑃 ),其中 𝐸 是复椭圆曲线而 𝑃 ∈ 𝐸[𝑁]
是𝑁 阶点,后者对应 𝐸 上的 Γ1(𝑁)-级结构. 我们希望从模空间观点观照 Eichler–志村同
构 (定理 9.4.12)中的局部系统 𝑘𝑉Γ1(𝑁) ∶= Sym𝑘 𝑉Γ1(𝑁) 和 Hecke算子.

首先, 根据定义 9.2.3, 局部系统 𝑉Γ1(𝑁) 在 (𝐸, 𝑃 ) ∈ 𝑌1(𝑁) 处的纤维可以视同
H1(𝐸; ℂ)∨ ≃ H1(𝐸; ℂ). 随着 (𝐸, 𝑃 ) 扫遍 𝑌1(𝑁), 这些向量空间组成 𝑌1(𝑁) 上的局部
系统 𝑉Γ1(𝑁).

就模空间的视角,所有资料 (𝐸, 𝑃 )粘合为 𝑌1(𝑁)上的泛椭圆曲线 𝐸univ
𝜋 𝑌1(𝑁),

带有 Γ1(𝑁)-级结构 𝑃univ,而对每个 (𝐸, 𝑃 ) ∈ 𝑌1(𝑁)者, 𝜋 的纤维 𝜋−1 ((𝐸, 𝑃 ))正是复椭圆
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曲线 𝐸. 纤维的上同调融为局部系统 𝑉Γ1(𝑁) 这一事实以层论语言表述为典范同构

𝑉Γ1(𝑁) ≃ R1𝜋∗ℂ, 𝑘𝑉Γ1(𝑁) ≃ Sym𝑘 R1𝜋∗ℂ.

迄今全在复解析框架内操作,上同调的系数可从域 ℂ放宽为交换环.

定义 10.3.1 设 𝐴 为交换 Noether 环, 而且其整体同调维数 gl.dim(𝐴) 有限. 将 𝐴 视同
𝑌1(𝑁)上的常值层,命

W𝐴 ∶= H1 (𝑋1(𝑁), 𝑗∗ Sym𝑘 R1𝜋∗𝐴)
≃ im [H1

𝑐 (𝑌1(𝑁), Sym𝑘 R1𝜋∗𝐴) → H1 (𝑌1(𝑁), Sym𝑘 R1𝜋∗𝐴)]
=∶ H̃

1
(𝑌1(𝑁), Sym𝑘 R1𝜋∗𝐴) ,

见约定 9.5.3,或等价地定义 W𝐴 为抛物上同调 H1
para(Γ1(𝑁), 𝐸),其中 𝐸 是对应 R1𝜋∗𝐴的

𝐴[Γ1(𝑁)]-模.

关于 𝐴的条件旨在确保层上同调具有一切良好的性质. 事实上本书仅考虑 𝐴是域
(gl.dim(𝐴) = 0)或 𝐴 = ℤ, ℤℓ 的情形 (gl.dim(𝐴) = 1) ,其中 ℓ是素数,所以读者可以安心
略过.

Eichler–志村同构写作

ES ∶ 𝑆𝑘+2(Γ1(𝑁)) ⊕ 𝑆𝑘+2(Γ1(𝑁)) ∼→ Wℂ.

引理 10.3.2 前述条件下, W𝐴 是有限生成 𝐴-模. 环同态 𝐴 → 𝐵 诱导 𝐴-模同态 W𝐴 →
W𝐵 . 若 𝐵是平坦 𝐴-模,则对应的 W𝐴 ⊗

𝐴
𝐵 → W𝐵 是同构.

证明 证明需要一些层论知识. 有限生成性质是一般的定理,见 [22, Theorem 4.1.5]. 接
着设 𝐴 → 𝐵平坦. 首先有自然同构 𝑗∗ Sym𝑘 R1𝜋∗𝐵 ≃ (𝑗∗ Sym𝑘 R1𝜋∗𝐴) ⊗

𝐴
𝐵,一种看法是

两边的 𝑗∗(⋯)都是局部系统从 𝑌1(𝑁)到 𝑋1(𝑁)的 𝑗!∗ 延拓,所需的同构可以从 𝑗!∗ 延拓
的刻画来推导,见 [22, Proposition 5.2.8]. 所求的 W𝐴 ⊗

𝐴
𝐵 ∼→ W𝐵 遂化为层上同调的熟知

性质,比如对逆紧映射 𝑋1(𝑁) → {pt}应用投影公式,见 [22, Theorem 2.3.29].

下一步是从模空间的角度诠释 Hecke算子. 取定素数 𝑝,定义

Γ1(𝑁, 𝑝) ∶= Γ1(𝑁) ∩ 𝑡Γ0(𝑝);

它含 Γ(𝑁𝑝)故仍是同余子群,相应的模曲线及紧化记为

Γ1(𝑁, 𝑝)\ℋ =∶ 𝑌1(𝑁, 𝑝) ⊂ 𝑋1(𝑁, 𝑝).
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Riemann曲面 𝑌1(𝑁, 𝑝)具有模诠释如下. 命

ℳ(Γ1(𝑁, 𝑝))an ∶=

⎧
⎪
⎪
⎨
⎪
⎪
⎩

(𝐸, 𝑃 , 𝐶) 𝐸 ∶复椭圆曲线

𝑃 ∈ 𝐸[𝑁] ∶阶为 𝑁

𝐶 ⊂ 𝐸 ∶ 𝑝阶循环子群, ⟨𝑃 ⟩ ∩ 𝐶 = {0}

⎫
⎪
⎪
⎬
⎪
⎪
⎭

/ ≃,

回忆到 ⟨𝑃 ⟩代表 𝑃 生成的子群. 按惯例 Λ𝜏 ∶= ℤ𝜏 ⊕ ℤ. 兹定义映射

Θ ∶ 𝑌1(𝑁, 𝑝) ⟶ ℳ(Γ1(𝑁, 𝑝))an

Γ1(𝑁, 𝑝) ⋅ 𝜏 ⟼ (ℂ/Λ𝜏 , 1
𝑁 + Λ𝜏 , ⟨

𝜏
𝑝 + Λ𝜏⟩) / ≃ .

易见此映射良定. 下述定理表明ℳ(Γ1(𝑁, 𝑝))an 的元素可谓是具有 Γ1(𝑁, 𝑝)-级结构的椭
圆曲线.

命题 10.3.3 上述 Θ ∶ 𝑌1(𝑁, 𝑝) → ℳ(Γ1(𝑁, 𝑝))an 是双射, 由此赋予ℳ(Γ1(𝑁, 𝑝))an 一个
Riemann曲面结构. 下图交换:

(𝐸, 𝑃 ) (𝐸, 𝑃 , 𝐶) (𝐸/𝐶, 𝑃 mod 𝐶)

ℳ(Γ1(𝑁))an ℳ(Γ1(𝑁, 𝑝))an ℳ(Γ1(𝑁))an

𝑌1(𝑁) 𝑌1(𝑁, 𝑝) 𝑌1(𝑁)

Γ1(𝑁) ⋅ 𝜏 Γ1(𝑁, 𝑝) ⋅ 𝜏 Γ0(𝑝) ⋅ 𝜏
𝑝

∈ ∈ ∈

𝑞1 𝑞2

≃ ≃ Θ ≃

∈ ∈ ∈

观察到 ⟨𝑃 ⟩ ∩ 𝐶 = {0} 蕴涵 𝑃 mod 𝐶 仍是 𝑁 阶点, 故 𝑞2 良定. 同构 𝑌1(𝑁) ∼→
ℳ(Γ1(𝑁))an已在 §10.2阐明.

证明 先说明 Θ 是双射. 满性按 §3.8 的套路翻译为格的性质: 设 𝐸 = ℂ/Λ 而 𝑃 是
1
𝑁 Λ/Λ 的 𝑁 阶元, 𝐶 是 1

𝑝 Λ/Λ 的 𝑝 阶子群. 引理 3.8.12 给出 Λ 的 ℤ-基 𝑢, 𝑣, 与 ℂ 的标

准定向反向, 使得 𝑃 = 𝑣
𝑁 + Λ. 取 𝑥, 𝑦 ∈ ℤ 使得 𝐶 = ⟨

𝑥𝑢+𝑦𝑣
𝑝 + Λ⟩. 当 𝑝 ∣ 𝑁 时条件

⟨𝑃 ⟩ ∩ 𝐶 = {0}还保证 𝑝 ∤ 𝑥,此时适当调整生成元可以确保 𝑥 ≡ 1 (mod 𝑝). 兹断言

∃𝛿 ∈ Γ1(𝑁)使得 (𝑥 𝑦) ⋅ 𝛿 ≡ (1 0) (mod 𝑝).

诚然,考虑同态 red ∶ Γ1(𝑁)
mod 𝑝

SL(2, 𝔽𝑝). 引理 6.1.5的证明指出 𝑝 ∤ 𝑁 时 red为满,
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而 𝑝 ∣ 𝑁 时 im(red) = ( 1 𝔽𝑝
1 ). 两种情形下皆可取 𝛿满足上式.

用如上之 𝛿 调整 𝑢, 𝑣 即可确保 𝐶 = ⟨
𝑢
𝑝 + Λ⟩而 𝑃 = 𝑣

𝑁 + Λ. 再取 𝜏 ∶= 𝑢/𝑣 即见

(𝐸, 𝑃 , 𝐶) ÷𝑣
∼

(ℂ/Λ𝜏 , 1
𝑁 + Λ𝜏 , ⟨

𝜏
𝑝 + Λ𝜏⟩). 满性得证.

单性的论证还是 §3.8的老套,请参看引理 3.8.12的证明后半部.
图表关于 𝑞1 部分的交换性是自明的. 至于 𝑞2 部分,仅须留意到 𝐸 → 𝐸/𝐶 可以具体

用商同态 ℂ/Λ𝜏 ↠ ℂ/Λ𝜏/𝑝 来实现. 明所欲证.

和 §10.2的境况类似,只要在模问题中将 ℂ换成任意交换 ℤ[1/𝑁]-代数,考虑其上的
椭圆曲线,并且适当推广级结构,则资料 (𝐸, 𝑃 , 𝐶)的分类问题可以由代数叠𝔐(Γ1(𝑁, 𝑝))
来代表. 它实则是定义在 ℤ[1/𝑁]上的概形,其上仍有泛椭圆曲线 𝐸univ. 引进广义椭圆
曲线后,同样有紧化𝔐(Γ1(𝑁, 𝑝)) ⊂ 𝔐(Γ1(𝑁, 𝑝));取粗模空间ℳ(Γ1(𝑁, 𝑝)) ⊂ ℳ(Γ1(𝑁, 𝑝))
再应用解析化函子的结果无非是 𝑌1(𝑁, 𝑝) ⊂ 𝑋1(𝑁, 𝑝). 细节请参看 [13].

基于先前关于 𝑁 的假设,今后总将𝔐与其粗模空间ℳ 等同,紧化亦复如是. 命题
10.3.3中的映射 𝑞1, 𝑞2 可以升级为模空间的态射

ℳ(Γ1(𝑁))
𝑞1 ℳ(Γ1(𝑁, 𝑝))

𝑞2 ℳ1(𝑁),

它们诱导复代数曲线之间的有限态射.
以下先在复解析层面操作, 将ℳ(Γ1(𝑁))an 视同于 𝑌1(𝑁), 如此等等. 泛椭圆曲线

𝐸univ 可沿 𝑞1, 𝑞2 拉回,记作 𝑞∗
1𝐸univ

𝑢 𝑌1(𝑁, 𝑝)和 𝑞∗
2𝐸univ

𝑣 𝑌1(𝑁, 𝑝). 我们有自然的交
换图表:

𝑞∗
1𝐸univ 𝑞∗

2𝐸univ

𝐸univ 𝑌1(𝑁, 𝑝) 𝐸univ

𝑌1(𝑁) 𝑌1(𝑁)

𝑢
̃𝑞1

拉回

𝜑

𝑣
̃𝑞2

拉回

𝜋
𝑞1 𝑞2

𝜋

(10.3.1)

略述 𝜑的定义如下: 𝑞∗
1𝐸univ (或 𝑞∗

2𝐸univ)在 (𝐸, 𝑃 , 𝐶)上的纤维是 𝐸 (或 𝐸/𝐶),在此纤维
上定义 𝜑 ∶ 𝐸 → 𝐸/𝐶 为商同态. 对任何满足定义 10.3.1条件的交换环 𝐴,由 𝜑诱导出局
部系统之间的态射 𝜑∗ ∶ R1𝑣∗𝐴 → R1𝑢∗𝐴. 记开嵌入 𝑌1(𝑁, 𝑝) ↪ 𝑋1(𝑁, 𝑝)为 ̃𝚥. 拓扑学中
的逆紧基变换定理代入上图给出

R1𝑣∗𝐴 = R1𝑣∗ ̃𝑞∗
2𝐴 ∼← 𝑞∗

2R1𝜋∗𝐴, R1𝑢∗𝐴 = R1𝑢∗ ̃𝑞∗
1𝐴 ∼← 𝑞∗

1R1𝜋∗𝐴.

鉴于显然的同构 Sym𝑘 𝑞∗
𝑖 ≃ 𝑞∗

𝑖 Sym𝑘,我们归结出 Shv(𝑌1(𝑁, 𝑝))中的 𝐴-线性同构

𝑞∗
2 Sym𝑘 R1𝜋∗𝐴 ∼→ Sym𝑘 R1𝑣∗𝐴

𝜑∗

Sym𝑘 R1𝑢∗𝐴 ∼← 𝑞∗
1 Sym𝑘 R1𝜋∗𝐴. (10.3.2)
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今后将不加说明地等同 W𝐴 和
̃H1 (𝑌 (Γ1(𝑁)), Sym𝑘 R1𝜋∗𝐴),并以 Eichler–志村同构

等同 Wℂ 和 𝑆𝑘+2(Γ1(𝑁)) ⊕ 𝑆𝑘+2(Γ1(𝑁)).
对于任何算子 𝑇 ∈ Endℂ(𝑆𝑘+2(Γ1(𝑁))), 相应地有 𝑇 ∈ Endℂ(𝑆𝑘+2(Γ1(𝑁))) 映 𝑓 为

𝑇 𝑓 . 现在考虑 Hecke算子 𝑇𝑝. 那么 𝑇𝑝 ⊕ 𝑇𝑝在Wℂ上作用,它透过 (10.3.1)获得拓扑的诠
释,细说如下.

命题 10.3.4 设交换环 𝐴满足定义 10.3.1的条件, 𝑝为素数. 记 𝑇 [𝑝] ∶ W𝐴 → W𝐴 为合
成映射

H̃
1

(𝑌1(𝑁), Sym𝑘 R1𝜋∗𝐴)
𝑞∗

2
H̃

1
(𝑌1(𝑁, 𝑝), 𝑞∗

2 Sym𝑘 R1𝜋∗𝐴)
(10.3.2)

H̃
1

(𝑌1(𝑁, 𝑝), 𝑞∗
1 Sym𝑘 R1𝜋∗𝐴)

(𝑞1)∗
H̃

1
(𝑌1(𝑁), Sym𝑘 R1𝜋∗𝐴)

其中用到相对简单的拓扑学事实: 𝑞𝑖 是复曲线之间的有限态射,故诱导 H̃
1
之间的拉回

𝑞∗
𝑖 和迹映射 (𝑞𝑖)∗. 那么当 𝐴 = ℂ时 𝑇 [𝑝]即是 𝑇𝑝 ⊕ 𝑇𝑝 在 Wℂ 上诱导的算子.

证明 命 𝛼 ∶= ( 1
𝑝 ),算子 𝑇𝑝 由 [Γ1(𝑁)𝛼Γ1(𝑁)]诱导. 命 Γ† ∶= Γ1(𝑁) ∩ 𝛼Γ1(𝑁)𝛼−1. 我

们已在 (6.1.3)看到

Γ1(𝑁, 𝑝) = Γ1(𝑁) ∩ 𝛼−1Γ1(𝑁)𝛼 = 𝛼−1Γ†𝛼.

在命题 9.6.2中取 Γ = Γ′ = Γ1(𝑁), 𝛾 = 𝛼,从而将 𝑇𝑝 ⊕ 𝑇𝑝 表述为上同调对应: 它基
于和 (9.6.2)呼应的图表

𝑋1(𝑁, 𝑝) 𝑋(Γ†)

𝑋1(𝑁) 𝑋1(𝑁)

𝑞1

∼
𝜓

𝑞†
2

𝜓 ∶ Γ1(𝑁, 𝑝)𝜏 ↦ Γ†𝛼𝜏,

其中 𝑞1, 𝑞†
2 是自明的投影. 因为 𝛼(𝜏) = 𝜏/𝑝,配合命题 10.3.3立见使图表交换的虚线箭头

无非是 𝑞2. 问题化为比较 𝜑∗ 和 §9.6的诸般构造,等式当然不出所料. 细节从略.

循此 “拉—搬—推”套路在上同调群之间给出的映射通称为上同调对应;为了节制
几何的使用,本书不给出精确定义. 稍后还会看到 ℓ-进平展上同调的版本.

尚需考虑两个老朋友: 菱形算子 ⟨𝑑⟩与定义 7.5.1的 Fricke对合𝑊𝑁 . 它们反映模空
间的下述操作.

1. 设 𝑑 ∈ (ℤ/𝑁ℤ)×. 定义模空间ℳ(Γ1(𝑁))的自同构 𝐼𝑑 及它在泛椭圆曲线上的提升
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如下:

𝐸univ 𝐸univ

ℳ(Γ1(𝑁)) ℳ(Γ1(𝑁))

(𝐸, 𝑃 ) (𝐸, 𝑑𝑃 )

𝜋

𝐼𝑑

𝜋

𝐼𝑑

∈ ∈

在纤维上:
𝐸univ|(𝐸,𝑃 ) 𝐸univ|(𝐸,𝑑𝑃 )

𝐸 𝐸.id

2. 设 𝐿 为交换 ℤ[1/𝑁ℓ]-代数, 𝜁 ∈ 𝐿× 为 𝑁 阶元. 考虑模空间到 𝐿 的基变换
ℳ(Γ1(𝑁))𝐿 及交换图表

𝐸univ,𝐿 𝐸univ,𝐿

ℳ(Γ1(𝑁))𝐿 ℳ(Γ1(𝑁))𝐿

(𝐸, 𝑃 ) (𝐸/ ⟨𝑃 ⟩ , 𝑃 ′ mod ⟨𝑃 ⟩)

𝜋

𝑤𝜁

𝜋
𝑤𝜁

∈ ∈

在纤维上

𝐸univ|(𝐸,𝑃 ) 𝐸univ|(𝐸/⟨𝑃 ⟩,𝑃 ′)

𝐸 𝐸/ ⟨𝑃 ⟩商

这里取 𝑃 ′ 使得注记 8.5.9的Weil配对满足 𝑒𝑁 (𝑃 , 𝑃 ′) = 𝜁 .

这些态射对于 Sym𝑘 R1𝜋∗𝐴的上同调有拉回作用, 进一步诱导出 W𝐴 的自同构 𝐼∗
𝑑

(或 𝑤∗
𝜁 ),其中 𝐴是交换 ℤ[1/𝑁ℓ]-代数 (或交换 𝐿-代数,其中 𝐿满足如上性质).

命题 10.3.5 设 𝑑 ∈ (ℤ/𝑁ℤ)×,则 ⟨𝑑⟩ ⊕ ⟨𝑑⟩在 Wℂ 上的作用等于 𝐼∗
𝑑 .

证明 回忆 ⟨𝑑⟩的定义 6.1.1,并应用注记 9.6.3.

命题 10.3.6 在 𝑤∗
𝜁 的定义中取 𝐴 = 𝐿 = ℂ和 𝜁 ∶= 𝑒−2𝜋𝑖/𝑁 ,那么𝑊𝑁 ⊕ 𝑊𝑁 在 Wℂ 上的

作用等于 𝑖𝑘+2𝑁−𝑘/2𝑤∗
𝜁 .

证明 在复解析框架下取 𝐸 = ℂ/Λ𝜏 , 𝑃 = 1
𝑁 + Λ𝜏 和 𝑃 ′ = 𝜏

𝑁 + Λ𝜏 ,那么 𝑒𝑁 (𝑃 , 𝑃 ′) = 𝜁
而 𝑤𝜁 (𝐸, 𝑃 )等于

(
ℂ

1
𝑁 ℤ ⊕ ℤ𝜏

, 𝜏
𝑁 + 1

𝑁 ℤ ⊕ ℤ𝜏
) ∼

⋅ 1
𝜏

(
ℂ

−1
𝑁𝜏 ℤ ⊕ ℤ

, 1
𝑁 + −1

𝑁𝜏 ℤ ⊕ ℤ
)

,

正好契合 𝛼𝑁 ∶= ( −1
𝑁 )在 𝑌1(𝑁)上诱导的自同构. 为了确定 𝑤∗

𝜁 ,还要考察 𝑤𝜁 在 𝐸univ
上的效果. 在 (𝐸, 𝑃 )和 𝑤𝜁 (𝐸, 𝑃 )的纤维间, 𝑤𝜁 给出椭圆曲线的同源

Φ ∶ ℂ/Λ𝜏 → ℂ/Λ𝛼𝑁 𝜏 , 𝑧 + Λ𝜏 ↦ 𝑧
𝜏 + Λ𝛼𝑁 𝜏 .
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考虑 Φ在 H1(⋅; ℤ)亦即周期格上诱导的映射,以 §9.2的符号写作

( ̌𝑒1(𝜏), ̌𝑒2(𝜏)) = (1, −𝜏)
Φ∗ (1/𝜏, −1) = (𝑁 ̌𝑒2(𝛼𝑁 𝜏), − ̌𝑒1(𝛼𝑁 𝜏)) .

取对偶基,可见 Φ∗ 按 (𝑁−1𝑒2(𝛼𝑁 𝜏), −𝑒1(𝛼𝑁 𝜏)) ↦ (𝑒1(𝜏), 𝑒2(𝜏))联系 𝑉𝜏 和 𝑉𝛼𝑁 𝜏 ,这正是
(9.2.1)规定的 𝛼𝑁 作用. 取 Sym𝑘 便给出 𝑤𝜁 对

𝑘𝑉Γ1(𝑁) 的效用.
基于注记 9.6.3和上述观察,可知 𝑤∗

𝜁 无非是 [Γ1(𝑁)𝛼𝑁 ] ⊕ [Γ1(𝑁)𝛼𝑁 ]的作用. 定义
6.4.4后续的讨论表明 [Γ1(𝑁)𝛼𝑁 ]对 𝑆𝑘+2(Γ1(𝑁))的作用是 𝑁𝑘/2𝑤𝑁 = 𝑖−𝑘−2𝑁𝑘/2𝑊𝑁 . 明
所欲证.

10.4 Eichler–志村关系: 主定理
视角切到平展上同调,其余符号照旧. 选定素数 ℓ. 先前用复解析方式在ℳ(Γ1(𝑁))

上定义的 R1𝜋∗ℂ也能在平展拓扑的语言下如法炮制,给出 ℚℓ-局部系统 R1𝜋∗ℚℓ 及其延
拓 𝑗∗R1𝜋∗ℚℓ.

简记ℳ ∶= ℳ(Γ1(𝑁))和ℳ ∶= ℳ(Γ1(𝑁)). 取定素数 ℓ并考虑模空间的结构态射
𝑎 ∶ ℳ → Spec ℤ[1/𝑁ℓ]. 对任意交换 ℤ[1/𝑁ℓ]-代数 𝑅,记ℳ𝑅 ∶= ℳ ×

Spec ℤ[1/𝑁ℓ]
Spec 𝑅,

这是一个 𝑅-概形;同理可定义ℳ𝑅. 井草准一的一个定理断言: 若素数 𝑝 ∤ 𝑁 则ℳ𝔽𝑝 是
光滑 𝔽𝑝-概形.

对标命题 9.5.2,我们考虑 Spec ℤ[1/𝑁ℓ]上的 ℚℓ-层

𝒲ℓ ∶= im [R1𝑎! (Sym𝑘 R1𝜋∗(ℚℓ)) → R1𝑎∗ (Sym𝑘 R1𝜋∗(ℚℓ))] .

进一步的几何论证 [18, p.161]指出𝒲ℓ 是平展拓扑意义下的 ℚℓ-局部系统,其构造
与一切基变换相交换. 浅显地说,对任何素数 𝑝 ∤ 𝑁ℓ,取定代数闭包 𝔽𝑝|𝔽𝑝,那么𝒲ℓ 在 𝑝
处的几何纤维自然地同构于

𝒲ℓ,𝑝 ∶= im [H1
𝑐 (ℳ𝔽𝑝

, Sym𝑘 R1𝜋∗(ℚℓ)) → H1
(ℳ𝔽𝑝

, Sym𝑘 R1𝜋∗(ℚℓ))] ; (10.4.1)

在此 H1 都指代数簇的平展上同调. 另一方面, Spec ℤ[1/𝑁ℓ]的泛点 𝜂以 ℚ为剩余类域,
故可考虑基变换ℳℚ. 回忆定义 10.3.1和 (C.3.1),可见𝒲ℓ在 𝜂的几何纤维𝒲ℓ,ℚ典范地
同构于

im [H1
𝑐 (ℳℚ, Sym𝑘 R1𝜋∗(ℚℓ)) → H1 (ℳℚ, Sym𝑘 R1𝜋∗(ℚℓ))]

∼→ im [H1
𝑐 (𝑌1(𝑁), Sym𝑘 R1𝜋∗(ℚℓ)) → H1 (𝑌1(𝑁), Sym𝑘 R1𝜋∗(ℚℓ))] = Wℚℓ .

综上, Wℚℓ = Wℚ ⊗ ℚℓ连同所有的𝒲ℓ,𝑝 (让 𝑝取遍素数 ∤ 𝑁ℓ)融为单一的几何对象
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𝒲ℓ. 既知𝒲ℓ 是 Spec ℤ[1/𝑁ℓ]上的 ℚℓ-局部系统,遂有 ℚℓ-向量空间的同构

𝒲ℓ,𝑝
∼→ 𝒲ℓ,ℚ, 𝑝 ∤ 𝑁ℓ. (10.4.2)

同构依赖于 §C.3中的资料 (C.2.1)的选取.
精确到上述选取,我们得出𝒲ℓ,ℚ, 𝒲ℓ,𝑝 都同构于复解析版本 Wℚℓ . 然而 ℓ-进上同调

的优势在于它带 Galois表示.

1. 且先看泛点的几何纤维: H1
𝑐 (ℳ(Γ1(𝑁))ℚ, R1𝜋∗(ℚℓ))和H1 (ℳ(Γ1(𝑁))ℚ, R1𝜋∗(ℚℓ))

都自然地成为 𝐺ℚ 的连续表示,从而𝒲ℓ,ℚ 亦然. 由于𝒲ℓ 是 Spec ℤ[1/𝑁ℓ]上的局
部系统, 𝒲ℓ,ℚ 作为 Galois表示在𝑁ℓ之外非分歧;见 §C.3的定义.

2. 类似地,对于一切素数 𝑝 ∤ 𝑁ℓ者, Galois群 Gal(𝔽𝑝|𝔽𝑝)在𝒲ℓ,𝑝 上连续地作用,此作
用可拉回到𝐺ℚ𝑝 上. 由于𝒲ℓ是 Spec ℤ[1/𝑁ℓ]上的ℚℓ-局部系统,一旦取定 (C.2.1)

的资料,则 𝐺ℚ 和 𝐺ℚ𝑝 的作用通过 𝐺ℚ𝑝 ↪ 𝐺ℚ 兼容于𝒲ℓ,𝑝
∼→ 𝒲ℓ,ℚ.

定义 10.4.1 依据上述讨论,对任意素数 𝑝 ∤ 𝑁ℓ,记几何 Frobenius自同构 Fr−1
𝑝 ∈ 𝐺𝔽𝑝 在

𝒲ℓ,𝑝 上的作用为 𝐹 ∈ Endℚℓ (𝒲ℓ,𝑝),称为 Frobenius对应.
根据 ℓ-进平展上同调的 Poincaré 对偶定理, 存在典范的非退化双线性型 ⟨⋅, ⋅⟩ℓ ∶

𝒲ℓ,𝑝 × 𝒲ℓ,𝑝 → ℚℓ(−𝑘 − 1),其中 ℚℓ(−𝑘 − 1)是所谓的 Tate挠 (仅影响 Galois作用),满
足 ⟨𝑥, 𝑦⟩ℓ = (−1)𝑘+1 ⟨𝑦, 𝑥⟩ℓ. 对之定义 𝐹 的转置 𝑉 ∈ Endℚℓ (𝒲ℓ,𝑝),它由等式 ⟨𝐹 𝑥, 𝑦⟩ℓ =
⟨𝑥, 𝑉 𝑦⟩ℓ 刻画,称为移位对应1.

一旦选定 (C.2.1)的资料,这些自同态可以搬运到𝒲ℓ,ℚ 上.

另一方面,命题 10.3.4之 Hecke对应 𝑇 [𝑝],以及其后定义之 𝐼∗
𝑑 和 𝑤∗

𝜁 (对应到菱形算
子和 Fricke对合的某个倍数)都有 ℓ-进上同调的版本,给出𝒲ℓ,𝑝 的自同态;它们也可以
在𝒲ℓ,ℚ 上操作,并且与同构 (10.4.2)兼容;通过比较定理, ℓ-进版本的 𝑇 [𝑝]因之也兼容
于 𝑇𝑝 ⊕ 𝑇𝑝.

留意到 𝐹 和 𝐼∗
𝑑 , 𝑇 [𝑝]相交换,因为后两者是 “定义在 𝔽𝑝 上”的;根据下述定理第二

个等式,以 𝐹 代 𝑉 亦然.

定理 10.4.2 (Eichler–志村关系) 符号如上,依然设 𝑝 ∤ 𝑁ℓ,则有 Endℚℓ (𝒲ℓ,𝑝)中的等式

𝑇 [𝑝] = 𝐹 + 𝐼∗
𝑝 𝑉 , 𝐹 𝑉 = 𝑝𝑘+1 ⋅ id = 𝑉 𝐹 ,

(𝑤∗
𝜁 )−1𝑉 𝑤∗

𝜁 = 𝐼∗
𝑝 𝑉 ;

第二行的 𝜁 选作 𝔽𝑝 中的任意𝑁 次本原单位根.

证明虽超纲, 无妨勾勒几笔. 第一行的证明见 [18, Proposition 4.8], 第二行则见诸
[49, Corollary 7.10或 (7.5.2)]. 关键是分解 𝑇 [𝑝]. 第一步是将 𝐹 和 𝑉 都表示成上同调

1德文: die Verschiebung
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对应,以便和 𝑇 比较. 核心在于对模问题ℳ(Γ1(𝑁))𝔽𝑝 和ℳ(Γ1(𝑁, 𝑝))𝔽𝑝 的透彻研究. 粗
略地说, 特征 𝑝 的域上有一类椭圆曲线被称为是超奇异的, 此性质等价于 𝐸 的 Hasse
不变量 (例 10.2.7)不可逆,是故超奇异椭圆曲线构成ℳ(Γ1(𝑁))𝔽𝑝 的闭子空间. 进一步,
ℳ(Γ1(𝑁, 𝑝))𝔽𝑝

作为代数曲线可等同于两份ℳ(Γ1(𝑁))𝔽𝑝
沿着超奇异点的粘合. 非超奇异

椭圆曲线的 𝑝-挠子群概形容易控制. 上同调对应 𝑇 [𝑝]可以适当地拉回非超奇异部分来
计算,其结果是 𝑇 [𝑝]分解为两个上同调对应之和,分别给出 𝐹 和 𝐼∗

𝑝 𝑉 .

10.5 重访 Hecke代数
我们在 §10.3以模空间及其上同调诠释了级为 Γ1(𝑁)的 Hecke算子. 下一步是研究

Hecke代数. 符号照旧.

定义 10.5.1 记 𝕋ℤ 为 𝕋1(𝑁) (定义 6.3.1)在 Endℂ(𝑆𝑘+2(Γ1(𝑁)))中的像;换言之 𝕋ℤ 是由
所有 𝑇𝑝 和 ⟨𝑑⟩ 在 Endℂ(𝑆𝑘+2(Γ1(𝑁))) 中生成的子环. 对任意交换环 𝐴, 定义 𝐴-代数
𝕋𝐴 ∶= 𝕋ℤ ⊗

ℤ
𝐴.

现在让每个 𝑇 ∈ 𝕋ℤ 通过 ES(𝑓 , 𝑔) 𝑇
ES(𝑇 𝑓 , 𝑇 𝑔)在 Wℂ 上作用;换言之,我们映 𝑇

为 𝑇 ⊕ 𝑇 . 故 𝑆𝑘+2(Γ1(𝑁))和 𝑆𝑘+2(Γ1(𝑁))皆嵌入为 Wℂ 的 𝕋ℤ-子模.
称环 𝐴上的左模𝑀 是忠实的,如果对所有 𝑎 ∈ 𝐴皆有 𝑎𝑀 = {0} ⟺ 𝑎 = 0.

引理 10.5.2 记Wℤ在Wℂ中的像为W′
ℤ,则W′

ℤ是忠实 𝕋ℤ-模. 作为推论, 𝕋ℤ是有限秩自
由 ℤ-模.

证明 首先 𝕋ℤ 保持 W′
ℤ, 这是因为 𝑇𝑝 ⊕ 𝑇𝑝 和 ⟨𝑑⟩ ⊕ ⟨𝑑⟩ 已经实现为上同调对应, 作

用在每个 W𝐴 上并与 Wℤ → Wℂ 兼容. 至于忠实性, 若 𝑇 ∈ 𝕋ℤ 零化 W′
ℤ, 则它也零化

ℂ ⋅W′
ℤ = Wℂ,故 𝑇 = 0.
已知𝑊ℤ是有限生成 ℤ-模,故其像W′

ℤ亦然,又因为𝑊ℂ无挠,由此知W′
ℤ是有限秩

自由 ℤ-模,秩记为 𝑟. 于是 𝕋ℤ ↪ Endℤ(W′
ℤ) ≃ ℤ𝑟2

也是有限秩自由 ℤ-模.

引理 10.5.3 让 𝕋ℂ = 𝕋ℤ ⊗ ℂ通过 𝑓
𝑇 ⊗𝑧

𝑧𝑇 𝑓 作用在 𝑆𝑘+2(Γ1(𝑁))上. 那么 𝑆𝑘+2(Γ1(𝑁))
是忠实 𝕋ℂ-模.

证明 本书不给出完整论证,详见 [20, §12.4]等文献. 思路是以 §10.2的理论,特别是注
记 10.2.11,来获取 “有理结构”,亦即 ℚ-向量子空间 𝑆𝑘+2(Γ1(𝑁); ℚ) ⊂ 𝑆𝑘+2(Γ1(𝑁))使得

𝑆𝑘+2(Γ1(𝑁); ℚ) ⊗
ℚ

ℂ ∼→ 𝑆𝑘+2(Γ1(𝑁)).

重点是 𝕋ℤ 的作用保持 𝑆𝑘+2(Γ1(𝑁); ℚ). 以 𝑇𝑝 为例 (𝑝: 任意素数),对凝聚层的上同调同



312 第 10章 模形式与模空间

样有拉–搬–推的套路

Γ (ℳ1(𝑁)ℚ, 𝝎⊗(𝑘+2)
Γ1(𝑁) )

𝑞∗
2 Γ (ℳ(Γ1(𝑁, 𝑝))ℚ, 𝑞∗

2𝝎⊗(𝑘+2)
Γ1(𝑁,𝑝))

∼→ Γ (ℳ(Γ1(𝑁, 𝑝))ℚ, 𝑞∗
1𝝎⊗(𝑘+2)

Γ1(𝑁,𝑝))
(𝑞1)∗ Γ (ℳ1(𝑁)ℚ, 𝝎⊗(𝑘+2)

Γ1(𝑁) ) ,

这样实现的算子是 𝑝𝑇𝑝,参见 [13, §4.5]的讨论;至于 ⟨𝑑⟩的模诠释,在 §10.3已有说明.

由此可见 𝕋ℤ → Endℚ (𝑆𝑘+2(Γ1(𝑁); ℚ)) 是单射. 既然右式是无挠可除 ℤ-模, 立见
𝕋ℚ → Endℚ (𝑆𝑘+2(Γ1(𝑁); ℚ))也是单射. 基变换到 ℂ便给出所求的忠实性.

约定 10.5.4 设 𝑅为交换环 𝕜上的代数,而𝑀 为 𝑅-模. 今后记𝑀∨ ∶= Hom𝕜(𝑀, 𝕜). 它
透过 (𝑟𝑓)(𝑥) = 𝑓(𝑟𝑥)成为 𝑅-模 (𝑓 ∈ 𝑀∨, 𝑟 ∈ 𝑅). 今后应用的主要是 𝑅 = 𝕋𝕜 的场景.

命题 10.5.5 定义 ℂ-双线性型

𝕋ℂ × 𝑆𝑘+2(Γ1(𝑁)) ⟶ ℂ
(𝑇 , 𝑓) ⟼ 𝑎1(𝑇 𝑓) =∶ 𝜓𝑓 (𝑇 ).

(i) 此双线性型诱导 𝕋ℂ-模的同构 𝕋ℂ
∼→ 𝑆𝑘+2(Γ1(𝑁))∨ 和 𝑆𝑘+2(Γ1(𝑁)) ∼→ 𝕋 ∨

ℂ ;

(ii) 𝑓 ∈ 𝑆𝑘+2(Γ1(𝑁))是正规化 Hecke特征形式当且仅当对应的 𝜓𝑓 是环同态.

证明 双线性型非退化: 若 𝑓 使得 𝑎1(𝑇 𝑓) = 0对所有 𝑇 ∈ 𝕋ℤ 成立,则 𝑎𝑛(𝑓 ) = 𝑎1(𝑇𝑛𝑓)
(定理 6.3.8)将导致 𝑓 = 0. 若 𝑇 ∈ 𝕋ℂ 使得 𝑎1(𝑇 𝑓) = 0对所有 𝑓 成立,则从 𝑎𝑛(𝑇 𝑓) =
𝑎1(𝑇𝑛𝑇 𝑓) = 𝑎1(𝑇 𝑇𝑛𝑓) = 0知 𝑇 𝑓 = 0,配合引理 10.5.3遂有 𝑇 = 0.

对于 (i),考虑映射 𝑇 ↦ [𝑓 ↦ 𝑎1(𝑇 𝑓)]和 𝑓 ↦ [𝑇 ↦ 𝑎1(𝑇 𝑓)]. 以上讨论表明两者皆
是 𝕋ℂ-模同构.

对于 (ii),若 𝑓 是正规化 Hecke特征形式,则 𝜓𝑓 (𝑇 ) = 𝑎1(𝑇 𝑓)无非是 𝑓 对 𝑇 的特征
值,故 𝜓𝑓 是环同态. 反之,若 𝜓𝑓 是环同态则 𝑎1(𝑓 ) = 1,而且对所有 𝑇 ∈ 𝕋ℤ 和 𝑛 ≥ 1皆
有

𝑎𝑛(𝑇 𝑓) = 𝑎1(𝑇𝑛𝑇 𝑓) = 𝜓𝑓 (𝑇 )𝜓𝑓 (𝑇𝑛) = 𝜓𝑓 (𝑇 )𝑎𝑛(𝑓 ).

这蕴涵 𝑇 𝑓 = 𝜓𝑓 (𝑇 )𝑓 ,故 𝑓 是正规化 Hecke特征形式. 证毕.
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命题 10.5.5给出双射

{𝑓 ∈ 𝑆𝑘+2(Γ1(𝑁)) ∶正规化 Hecke特征形式} {
𝕋ℤ

环同态
ℂ

}

𝑓
(

𝜙𝑓 ∶ 𝑇ℤ → 𝑇ℂ
𝜓𝑓

ℂ
)

.

1∶1

∈ ∈

这导致两个重要的算术结论.

推论 10.5.6 设 𝑓 ∈ 𝑆𝑘+2(Γ1(𝑁))是正规化 Hecke特征形式. 令 𝐾𝑓 为 {𝑎𝑛(𝑓 ) ∶ 𝑛 ≥ 1}在
ℂ中生成的子域,则每个 𝑎𝑛(𝑓 )皆是代数整数,并且

⋄ 𝐾𝑓 是 ℚ的有限扩张;
⋄ im(𝜙𝑓 ) ⊂ 𝐾𝑓 ;
⋄ 𝐾𝑓 包含 𝑓 对每个 ⟨𝑑⟩的特征值 (𝑑 ∈ (ℤ/𝑁ℤ)×).

证明 因为 𝕋ℤ 是有限生成 ℤ-模, im(𝜙𝑓 )亦然,故 im(𝜙𝑓 )由代数整数组成,并且生成 ℚ
的有限扩张. 根据 𝕋ℤ 的定义, im(𝜙𝑓 )由 𝑓 对所有算子 𝑇𝑛 和 ⟨𝑑⟩的特征值生成,特别地
它包含所有 𝑎𝑛(𝑓 ).

若只看 ℚ ⋅ im(𝜙𝑓 ),则由于 𝑝 ∤ 𝑁 时 ⟨𝑝⟩ = 𝑝1−𝑘(𝑇𝑝2 − 𝑇 2
𝑝 ),生成元 ⟨𝑑⟩便属多余. 综

上, im(𝜙𝑓 )生成的有限扩张无非是 𝐾𝑓 .

推论 10.5.7 设 𝑓 = ∑𝑛≥1 𝑎𝑛(𝑓 )𝑞𝑛 ∈ 𝑆𝑘+2(Γ1(𝑁))是 Hecke特征形式, 𝜎是域 ℂ的自同构,
那么 𝑓 𝜎 ∶= ∑𝑛≥1 𝜎(𝑎𝑛(𝑓 ))𝑞𝑛 仍是 𝑆𝑘+2(Γ1(𝑁))中的 Hecke特征形式.

证明 引理 6.3.11说明 𝑎1(𝑓 ) ≠ 0. 适当伸缩后可以设 𝑓 是正规化 Hecke特征形式. 考虑
从 𝕋ℤ到ℚ的环同态 𝑇 ↦ 𝜎(𝜙𝑓 (𝑇 )),对应之正规化Hecke特征形式记为 𝑔 ∈ 𝑆𝑘+2(Γ1(𝑁)).
从 𝑎𝑛(𝑔) = 𝜙𝑔(𝑇𝑛) = 𝜎(𝜙𝑓 (𝑇𝑛)) = 𝜎(𝑎𝑛(𝑓 ))立见 𝑔 = 𝑓 𝜎 .

命题 10.5.5的论证还给出以下结果.

引理 10.5.8 存在 𝕋ℂ-模同构 𝑆𝑘+2(Γ1(𝑁)) ≃ 𝑆𝑘+2(Γ1(𝑁))∨.

证明 按 (𝑓 , 𝑔) ↦ (𝑓|𝑊𝑁 𝑔)Pet定义非退化 ℂ-双线性型 𝑆𝑘+2(Γ1(𝑁)) × 𝑆𝑘+2(Γ1(𝑁)) → ℂ,
引理 6.4.5说明 𝕋ℤ 的元素对之皆自伴.

定理 10.5.9 存在 𝕋ℂ-模同构𝑆𝑘+2(Γ1(𝑁)) ≃ 𝑆𝑘+2(Γ1(𝑁)). 此外𝑆𝑘+2(Γ1(𝑁)), 𝑆𝑘+2(Γ1(𝑁))∨

和 𝕋 ∨
ℂ 都是秩 1自由 𝕋ℂ-模,而 Wℂ 秩 2自由.
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证明 和引理 10.5.3的证明一样,运用 ℚ-结构导出 𝕋ℂ = 𝕋ℚ ⊗
ℚ

ℂ-模的同构

𝑆𝑘+2(Γ1(𝑁)) ≃ (𝑆𝑘+2(Γ1(𝑁); ℚ) ⊗
ℚ

ℂ) ⊗
ℂ,conj

ℂ ≃ 𝑆𝑘+2(Γ1(𝑁); ℂ) ⊗
ℚ

ℂ ≃ 𝑆𝑘+2(Γ1(𝑁)),

这就给出第一部分. 其余是命题 10.5.5和 10.5.8的应用.

10.6 从特征形式构造 Galois表示
符号照旧,依然固定 𝑘 ∈ ℤ≥0 和𝑁 ≥ 5. 取定素数 ℓ. 按 §10.5的讨论,

𝕋ℓ ∶= 𝕋ℚℓ

映入以下每一个 ℚℓ-向量空间的自同态代数

Wℚℓ ≃ 𝒲ℓ,ℚ ≃ 𝒲ℓ,𝑝, 𝑝 ∶素数, 𝑝 ∤ 𝑁ℓ.

在定义 𝕋ℤ 在𝒲ℓ,ℚ 上的作用时,涉及的上同调对应总是在 Spec ℤ[1/𝑁ℓ]上操作的,
由此推得 𝕋ℓ 和 𝐺ℚ 的作用相互交换.

以下令 𝜁 ∶= 𝑒−2𝜋𝑖/𝑁 ∈ ℚ. 设 𝑝为素数. 取 ℚ(𝜁)的赋值 𝜆 ∣ 𝑝,那么 𝜆的剩余类域可

以嵌入 𝔽𝑝,由此得到同态 ⟨𝜁⟩ ∼→ 𝜇𝑁 (ℚ(𝜁)𝜆)
商

𝜇𝑁 (𝔽𝑝). 当 𝑝 ∤ 𝑁 时, Teichmüller代表元
的理论说明这是同构 (见 [59,例 10.8.6]);作为推论,此时 𝜁 在 𝔽𝑝 中的像也是 𝑁 次本原
单位根,仍记为 𝜁 .

定理 10.6.1 取定素数 𝑝 ∤ 𝑁ℓ和𝑁 次本原单位根 𝜁 ∈ ℚ,后者也视同它在 𝔽𝑝 中的像.

(i) 考虑定义 10.4.1中𝒲ℓ,𝑝 上的非退化双线性型 ⟨⋅, ⋅⟩ℓ. 所有 𝑇 ∈ 𝕋ℓ 相对于双线性型

[𝑥, 𝑦]ℓ ∶= ⟨𝑥, 𝑤∗
𝜁 𝑦⟩ℓ

, 𝑥, 𝑦 ∈ 𝒲ℓ,𝑝

都是自伴的.

(ii) 存在 𝕋ℓ-模的同构𝒲ℓ,ℚ ≃ 𝕋 ⊕2
ℓ 和 𝕋 ∨

ℓ ≃ 𝕋ℓ,符号如约定 10.5.4.

证明 见 [20, §12.4]. 以下略述梗概.
断言 (i)可以从模空间观点直接证明,以下给出绕道复解析情形的论证. 回忆到 𝕋ℤ

里的元素和 𝑤∗
𝜁 皆可实现为上同调对应. 上同调的比较定理和 (10.4.2)给出同构

𝒲ℓ,𝑝 ≃ 𝒲ℓ,ℚ ≃ Wℚℓ ,

它们保持 𝕋ℤ,也保持各空间自带的双线性型 (即 Poincaré对偶性). 另一方面,上同调对
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应 𝑤∗
𝜁 是定义在 ℤ[ 1

𝑁 , 𝜁]上的,它可以同时 “特殊化”到 ℚ和 𝔽𝑝上,这确保 𝑤∗
𝜁 在𝒲ℓ,𝑝和

𝒲ℓ,ℚ ≃ Wℚℓ 上的作用兼容.
断言 (i)遂过渡到复解析世界的 Wℚℓ 上;记如是重新表述的断言为 𝒫 (ℚℓ). 现在变

化上同调的系数: 对于任意特征 0的域 𝕜,相对于 W𝕜 上的双线性型 (Poincaré对偶性),
𝕋𝕜作用和𝑤∗

𝜁 作用,仍可如法炮制断言 𝒫 (𝕜). 简单的线性代数表明 𝒫 (𝕜) ⟺ 𝒫 (ℚ). 一
来一往,得出 𝒫 (ℚℓ) ⟺ 𝒫 (ℂ).

注记 9.4.13说明 Wℂ 上的双线性型透过 Eichler–志村同构转译为 Petersson内积,精
确到一个常数. 命题 10.3.6蕴涵 𝑤∗

𝜁 和𝑊𝑁 ⊕ 𝑊𝑁 或 𝑤𝑁 ⊕ 𝑤𝑁 成比例,断言 𝒫 (ℂ)遂化
约到引理 6.4.5.
对于 (ii),同样先过渡到 Wℚℓ ,再将原断言从 ℚℓ 推广到任何特征 0的域 𝕜上,得到

断言 𝒬(𝕜):
W𝕜 是秩 2自由 𝕋𝕜-模, Hom𝕜(𝕋𝕜, 𝕜)是秩 1自由 𝕋𝕜-模.

注意到 𝕋𝕜 是有限维 𝕜-代数,因而是 Artin环,仅含有限多个极大理想;因而在 𝒬(𝕜)中可
将 “自由”等价地换作 “局部自由 +常秩”. 应用代数几何/交换代数中的平坦下降法,同
样可见 𝒬(𝕜) ⟺ 𝒬(ℚ),问题再次从 ℚℓ 归结到 ℂ,最后再以定理 10.5.9料理.

注记 10.6.2 因为 𝕋ℓ是有限维ℚℓ-向量空间 (见引理 10.5.2),定理 10.6.1 (ii)中的 𝕋 ∨
ℓ ≃ 𝕋ℓ

等价于说 𝕋ℓ是所谓的 Gorenstein环. 这一类环论性质对于 Hecke代数的研究至关紧要,
B. Mazur首先用以研究模形式的同余.

定理 10.6.3 取定素数 𝑝 ∤ 𝑁ℓ, 任取 𝒲ℓ,ℚ 的 𝕋ℓ-基, 以将相应的 Frobenius 对应 𝐹 ∈
End𝕋ℓ (𝒲ℓ,ℚ)视为交换环 𝕋ℓ 上的 2 × 2矩阵. 那么 𝐹 的特征多项式等于

𝑋2 − 𝑇𝑝𝑋 + ⟨𝑝⟩ 𝑝𝑘+1 ∈ 𝕋ℓ[𝑋].

证明 以下均在𝒲ℓ,𝑝 上操作. 定理 10.4.2给出等式

(𝑋 − 𝐹 )(𝑋 − 𝐼∗
𝑝 𝑉 ) = 𝑋2 − 𝑇𝑝𝑋 + 𝐼∗

𝑝 𝑝𝑘+1,

两边看作是取值在 𝕋ℓ[𝑋]中的 2 × 2矩阵,右式是常值矩阵. 同取 det ∶= det𝕋ℓ[𝑋] 给出

det (𝑋 − 𝐹 ) det (𝑋 − 𝐼∗
𝑝 𝑉 ) = (𝑋2 − 𝑇𝑝𝑋 + 𝐼∗

𝑝 𝑝𝑘+1)
2 .

基于初等的练习 10.6.5,问题归结为证 det(𝑋 − 𝐹 ) = det(𝑋 − 𝐼∗
𝑝 𝑉 ). 现在动用定理 10.6.1.

从 ⟨𝐹 𝑥, 𝑦⟩ℓ = ⟨𝑥, 𝑉 𝑦⟩ℓ 易见

[𝐹 𝑥, 𝑦]ℓ = [𝑥, (𝑤∗
𝜁 )−1𝑉 𝑤∗

𝜁 ]ℓ
.

而定理 10.4.2给出 (𝑤∗
𝜁 )−1𝑉 𝑤∗

𝜁 = 𝐼∗
𝑝 𝑉 . 综上, 𝐼∗

𝑝 𝑉 是 𝐹 对 [⋅, ⋅]ℓ的转置 𝐹 ∨ ∈ End𝕋ℓ (𝒲 ∨
ℓ,𝑝)
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(见约定 10.5.4). 问题最终化为证 𝐹 和 𝐹 ∨作为秩 2自由 𝕋ℓ-模的自同态有相同的特征多
项式. 这是次一引理的内容 (取 𝕜 = ℚℓ, 𝑅 = 𝕋ℓ 和𝑀 = 𝒲ℓ,𝑝).

引理 10.6.4 在约定 10.5.4 的场景中假设 𝑀 为秩 𝑛 自由 𝑅-模, 并且存在 𝑅-模同构
ℎ ∶ 𝑅 ∼→ 𝑅∨ = Hom𝕜(𝑅, 𝕜). 那么𝑀∨ 是秩 𝑛自由 𝑅-模,而且对于任何 𝜙 ∈ End𝑅(𝑀),其
转置 𝜙∨ ∈ End𝑅(𝑀∨)和 𝜙 ∈ End𝑅(𝑀)有相同的特征多项式.

证明 首先描述𝑀∨. 设𝑀 = 𝑅𝑒1 ⊕ ⋯ ⊕ 𝑅𝑒𝑛. 对于 𝑖 = 1, … , 𝑛,定义 𝜋𝑖 ∶ 𝑀 ↠ 𝑅𝑒𝑖 ≃ 𝑅
和𝑀∨ 的元素 ̌𝑒𝑖 ∶= ℎ(1) ∘ 𝜋𝑖. 那么对所有 𝑟, 𝑟′ ∈ 𝑅和 1 ≤ 𝑖, 𝑗 ≤ 𝑛都有

(𝑟′ ̌𝑒𝑖)(𝑟𝑒𝑗) = ̌𝑒𝑖(𝑟𝑟′𝑒𝑗) =
⎧⎪
⎨
⎪⎩

ℎ(1)(𝑟′𝑟) = ℎ(𝑟)(𝑟′), 𝑖 = 𝑗,
0, 𝑖 ≠ 𝑗.

由此可见 ̌𝑒1, … , ̌𝑒𝑛 构成 𝑅-模𝑀∨ 的一组基;事实上,这可以化到 𝑛 = 1情形验证.

设 𝜙(𝑒𝑗) = ∑𝑛
𝑘=1 𝑎𝑗𝑘𝑒𝑘 对所有 𝑗 成立,则 𝜙∨( ̌𝑒𝑖)映 𝑟𝑒𝑗 为 ̌𝑒𝑖(𝑟𝑎𝑗𝑖𝑒𝑖) = ℎ(𝑎𝑗𝑖)(𝑟). 比较

上一步的结果,遂有 𝜙∨( ̌𝑒𝑖) = ∑𝑛
𝑗=1 𝑎𝑗𝑖 ̌𝑒𝑗 . 综之, 𝜙和 𝜙∨ 相对于 {𝑒𝑖}𝑖 和 { ̌𝑒𝑖}𝑖 的矩阵互为

转置.

练习 10.6.5 设 𝐴为交换环, 2在 𝐴中不是零除子. 证明对于任何首一多项式 𝑔 ∈ 𝐴[𝑋],
至多仅有一个首一多项式 𝑓 ∈ 𝐴[𝑋]满足 𝑓 2 = 𝑔.

记 𝐺ℚ 在𝒲ℓ,ℚ 上作用诱导的群同态为 ̌𝜌ℓ ∶ 𝐺ℚ → GL𝕋ℓ (𝒲ℓ,ℚ).

轮到模形式进场. 对任何正规化 Hecke特征形式 𝑓 ∈ 𝑆𝑘+2(Γ1(𝑁)),推论 10.5.6断言
环同态

𝜙𝑓 ∶ 𝕋ℤ → ℂ,
𝜙𝑓 (𝑇𝑝)𝑓 = 𝑇𝑝(𝑓 ), 𝜙𝑓 (𝐼∗

𝑑 )𝑓 = ⟨𝑑⟩ 𝑓 .

的像生成有限扩张 𝐾𝑓 |ℚ. 赋值的基本理论 [59,定理 10.7.7]表明

ℚℓ ⊗
ℚ

𝐾𝑓 = ∏
𝜆∣ℓ

𝐾𝑓,𝜆.

现在 𝜙𝑓 诱导满同态 𝕋ℚ ↠ 𝐾𝑓 . 给定赋值 𝜆 如上, 对满同态两端取 − ⊗
ℚ

ℚℓ 以得到

𝕋ℓ ↠ ∏𝜆′∣ℓ 𝐾𝑓,𝜆′ ,然后投影到 𝜆′ = 𝜆的部分,遂有

𝜙𝑓,𝜆 ∶ 𝕋ℓ ↠ 𝐾𝑓,𝜆. (10.6.1)

透过 𝜙𝑓,𝜆定义 2维 𝐾𝑓,𝜆-向量空间 𝑉 ∨
𝑓,𝜆 ∶= 𝒲ℓ,ℚ ⊗

𝕋ℓ,𝜙𝑓,𝜆
𝐾𝑓,𝜆. 自然同态𝒲ℓ,ℚ → 𝑉 ∨

𝑓,𝜆
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(映 𝑤 ↦ 𝑤 ⊗ 1)与 ̌𝜌ℓ 相铆合,给出群同态

̌𝜌𝑓,𝜆 ∶ 𝐺ℚ → GL𝐾𝑓,𝜆 (𝑉 ∨
𝑓,𝜆)

取基≃ GL (2, 𝐾𝑓,𝜆) .

按构造,这番操作从 𝑓 和 𝜆 ∣ ℓ出发,构作了 𝐺ℚ 在 𝑉 ∨
𝑓,𝜆 上的 2维 Galois表示 ̌𝜌𝑓,𝜆,

系数在域 𝐾𝑓,𝜆 中. 这还不是最终目标. 记 𝑉𝑓,𝜆 ∶= Hom𝐾𝑓,𝜆 (𝑉 ∨
𝑓,𝜆, 𝐾𝑓,𝜆).

定义 10.6.6 对于上述资料,定义 2-维 ℓ-进 Galois表示 𝜌𝑓,𝜆为 ̌𝜌𝑓,𝜆的逆步表示. 换言之,
𝜌𝑓,𝜆 ∶ 𝐺ℚ → GL𝐾𝑓,𝜆 (𝑉𝑓,𝜆)由下式刻画

𝜌𝑓,𝜆(𝑔)(𝜉) ∶ 𝑉 ∨
𝑓,𝜆 → 𝐾𝑓,𝜆

𝑣∨ ↦ 𝜉 ( ̌𝜌𝑓,𝜆(𝑔−1) ̌𝑣) ,

其中 𝑔 ∈ 𝐺ℚ, 𝜉 ∈ 𝑉𝑓,𝜆.

正规化 Hecke 特征形式 𝑓 ∈ 𝑆𝑘+2(Γ1(𝑁)) 确定群同态 𝜒𝑓 ∶ (ℤ/𝑁ℤ)× → ℂ× 使得
⟨𝑑⟩ 𝑓 = 𝜒𝑓 (𝑑)𝑓 ;它取值在 𝐾𝑓 ,故可视为同态 (ℤ/𝑁ℤ)× → 𝐾×

𝑓,𝜆. 类域论给出对应的同态
𝐺ℚ ↠ 𝐺ℚ,ab → 𝐾×

𝑓,𝜆,仍记为 𝜒𝑓 ;相关讨论见例 C.3.4. 几条基本性质:
⋄ 若素数 𝑝 ∤ 𝑁ℓ,则 𝜒𝑓 (Fr𝑝) = 𝜒𝑓 (𝑝);
⋄ 记 conj ∈ 𝐺ℚ 为复共轭,则 𝜒𝑓 (conj) = 𝜒𝑓 (−1).

定理 10.6.7 (P. Deligne,志村五郎) 设 𝑓 = ∑𝑛≥1 𝑎𝑛(𝑓 )𝑞𝑛 ∈ 𝑆𝑘+2(Γ1(𝑁))为正规化 Hecke
特征形式,相应地有同态 𝜒𝑓 ∶ (ℤ/𝑁ℤ)× → 𝐾×

𝑓 . 那么 2维Galois表示 𝜌𝑓,𝜆具备下述性质.

(i) 它在𝑁ℓ之外非分歧,见 §C.3.

(ii) 对一切素数 𝑝 ∤ 𝑁ℓ者, 𝜌𝑓,𝜆(Fr𝑝) ∈ GL(2, 𝐾𝑓,𝜆)的特征多项式为

𝑋2 − 𝑎𝑝(𝑓 )𝑋 + 𝜒𝑓 (𝑝)𝑝𝑘+1 ∈ 𝐾𝑓 [𝑋].

(iii) 以 𝜒ℓ 记 ℓ-进分圆特征标 (见 §C.3),则 det 𝜌𝑓,𝜆 = 𝜒𝑓 𝜒𝑘+1
ℓ .

(iv) 复共轭 conj ∈ 𝐺ℚ 满足 det 𝜌𝑓,𝜆(conj) = −1.

证明 (i)既然 ̌𝜌𝑓,𝜆 在𝑁ℓ之外非分歧, 𝜌𝑓,𝜆 亦然.
(ii)取定 (C.2.1)的资料. 定理 10.6.3说明 Frobenius对应𝐹 = ̌𝜌ℓ(Fr−1

𝑝 ) ∈ End𝕋ℓ (𝒲ℓ,ℚ)
以 𝑋2 − 𝑇𝑝𝑋 + ⟨𝑝⟩ 𝑝𝑘+1 为特征多项式. 作张量积 − ⊗

𝕋ℓ,𝜙𝑓,𝜆
𝐾𝑓,𝜆 可见 ̌𝜌𝑓,𝜆(Fr−1

𝑝 )的特征多

项式为 𝑋2 − 𝑎𝑝(𝑓 )𝑋 + 𝜒𝑓 (𝑝)𝑝𝑘+1. 由逆步表示定义,立见这也是 𝜌𝑓,𝜆(Fr𝑝)的特征多项式.
接着证明 (iii)的 det 𝜌𝑓,𝜆 = 𝜒𝑓 𝜒𝑘+1

ℓ . 因为两端都是连续同态,根据定理 C.3.3,对所
有素数 𝑝 ∤ 𝑁ℓ证 det 𝜌𝑓,𝜆(Fr𝑝) = 𝜒𝑓 (Fr𝑝)𝜒𝑘+1

ℓ (Fr𝑝)即可. 但 (ii)已说明

det 𝜌𝑓,𝜆(Fr𝑝) = 𝜒𝑓 (Fr𝑝)𝑝𝑘+1 = 𝜒𝑓 (𝑝)𝑝𝑘+1,
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同时又有 𝜒ℓ(Fr𝑝) = 𝑝,故等式得证.
最后, 𝑓 |𝑘+2 ( −1

−1 ) = (−1)𝑘+2𝑓 导致 𝜒𝑓 (conj) = 𝜒𝑓 (−1) = (−1)𝑘+2. 代入 det 𝜌𝑓,𝜆 =
𝜒𝑓 𝜒𝑘+1

ℓ 并利用 𝜒ℓ(conj) = −1,立见 det 𝜌𝑓,𝜆(conj) = −1.

注记 10.6.8 对一切素数 𝑝 ∤ 𝑁ℓ者,定理 10.6.7 (ii)蕴涵

det (1 − 𝜌𝑓,𝜆(Fr𝑝)𝑝−𝑠)
−1 = (1 − 𝑎𝑝(𝑓 )𝑝−𝑠 + 𝜒𝑓 (𝑝)𝑝𝑘+1−2𝑠)

−1 ;

这正是 𝐿(𝑠, 𝑓 )的 Euler乘积中对应到 𝑝的项,见定理 7.4.3.

注记 10.6.9 Galois 表示的构造对于权为 2 的情形有如下简化, 详见 [21, §9.5] 或 [46,
§3]. 考虑模曲线的 Jacobi簇 𝐽 ∶= Jac(𝑋1(𝑁));因为 𝑋1(𝑁)是定义在 ℤ[1/𝑁]上的光滑
曲线, 𝐽 也是 ℤ[1/𝑁]上的交换光滑群概形. 取 𝐽 的有理 Tate模

𝑉ℓ(𝐽 ) ∶=
(

lim←−−𝑚≥1
𝐽(ℚ)[ℓ𝑚]

)
⊗
ℤℓ

ℚℓ,

其中按同态 𝐽(ℚ)[ℓ𝑚]
ℓ倍

𝐽(ℚ)[ℓ𝑚−1]来取 lim←−−𝑚. 每个 𝐽(ℚ)[ℓ𝑚]都是 ℤ/ℓ𝑚ℤ-模,故它
们的 lim←−−𝑚为 ℤℓ-模,其上继承来自 𝐽(ℚ)的 𝐺ℚ-作用. Hecke代数仍透过几何方式作用在
𝑉ℓ(𝐽 )上,与 𝐺ℚ-作用交换;记此表示为 𝜌𝐽 ,ℓ. 取

𝑉𝑓,𝜆 ∶= 𝑉ℓ(𝐽 ) ⊗
𝕋ℓ,𝜙𝑓,𝜆

𝐾𝑓,𝜆,

可以证明其上携带的𝐺ℚ-表示 𝜌𝐽 ,ℓ ⊗
𝕋ℓ,𝜙𝑓,𝜆

𝐾𝑓,𝜆同构于 𝜌𝑓,𝜆. 这根本上是缘于H1(𝑋1(𝑁), ℚℓ)

作为 Galois表示对偶于 𝑉ℓ(𝐽 );这是关于曲线及其 Jacobi簇的一般现象.

以下事实述而不证,它牵涉到 1维 ℓ-进 Galois表示的知识和关于 𝐿-函数的一些分
析学技术.

定理 10.6.10 (Deligne–Serre [19, 8.7], K. Ribet [44, Theorem 2.3]) 定理 10.6.7 构造的
Galois表示 𝜌𝑓,𝜆 是绝对不可约表示.

配合命题 C.3.2, 可知 𝜌𝑓,𝜆 的同构类完全由每个 𝜌𝑓,𝜆(𝑔) 的特征多项式确定. 结合
Chebotarev定理 C.3.3,可知只要对一切素数 𝑝 ∤ 𝑁ℓ确定 𝜌𝑓,𝜆(Fr𝑝),即可确定 𝜌𝑓,𝜆 的同
构类.

今后主要考虑 𝑓 为新形式的情形.
我们以关于定理 10.6.7的几点注记收尾.

1. 对于权 ≥ 2 的新形式 𝑓 , A. J. Scholl [47] 进一步将 𝜌𝑓,𝜆 升级为系数在 𝐾𝑓 上的
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Grothendieck 原相 2 𝑀𝑓 . 在权为 2 的情形, 该原相简化为模曲线的 Jacobi 簇用
Hecke对应和 𝜙𝑓 截下的某个商.

2. 定理 10.6.7仅处理权 ≥ 2的尖点形式. 对于 𝑓 ∈ 𝑆1(Γ1(𝑁)), Galois表示的构造是
[19]的成果,其手法取道模形式的同余 (需要 §10.2的理论)以化约到 ≥ 2的权,但
最终得到的 Galois表示能写作 𝜌𝑓 ∶ 𝐺ℚ → GL(2, 𝐾𝑓 ),其中 𝐾𝑓 带来自 ℂ的拓扑,
不再涉及 ℓ和完备化.

3. 另一方面,对 Eisenstein级数也可以赋予 2维 Galois表示,它们总是可约的,详见
[21, Theorem 9.6.6].

10.7 模性一瞥
迄今关于 Galois表示的结果可以图解为

{“原相” (几何对象)}

⎧⎪
⎨
⎪⎩

𝑓 ∈ 𝑆𝑘+2(Γ1(𝑁)) ∶

新形式

⎫⎪
⎬
⎪⎭

⎧
⎪
⎪
⎨
⎪
⎪
⎩

表示族 𝐺ℚ
𝜌𝜆

GL(2, 𝐾𝜆) ∶

𝐾|ℚ =有限扩域

𝜆 =非 Archimedes赋值

⎫
⎪
⎪
⎬
⎪
⎪
⎭

𝑓
(

𝐺ℚ
𝜌𝑓,𝜆

GL(2, 𝐾𝑓,𝜆)
)𝜆∣ℓ

平展上同调

Deligne–志村

Scholl

∈ ∈

(10.7.1)
这套理论最著名的应用当属Wiles–Taylor [52]对 Fermat大定理的证明. 其根本在

于一个称为谷山丰–志村五郎–Weil猜想的重大结果,涉及权为 2的情形. 为此有必要先
说明何谓椭圆曲线的模性. 设 𝐸 为 ℚ上的椭圆曲线. 它有一个重要的算术几何不变量
𝑁𝐸 ∈ ℤ≥1,称为导子. 按照注记 10.6.9的套路,构造 𝐸 的有理 ℓ-进 Tate模

𝑉ℓ(𝐸) ∶=
(

lim←−−𝑚≥1
𝐸(ℚ)[ℓ𝑚]

)
⊗
ℤℓ

ℚℓ.

这是 2 维 ℚℓ-向量空间, 继承来自 𝐸(ℚ) 的 𝐺ℚ-作用, 相应的 Galois 表示记为 𝜌𝐸,ℓ ∶
𝐺ℚ → GL(𝑉ℓ(𝐸)). 它的算术意义可以从以下事实来理解. 首先 𝜌𝐸,ℓ 在 𝑁𝐸ℓ之外非分

2法语: le motif
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歧. 再者,对每个素数 𝑝,考虑 𝐸 到 ℚ𝑝 的基变换 𝐸ℚ𝑝 ,取其Weierstrass方程使得系数全
在 ℤ𝑝 中,并要求方程判别式的 𝑝-进赋值尽量小. 由此遂可定义 𝐸 的 mod 𝑝约化,特别
地,可以谈论 𝐸 的 𝔽𝑝-点个数 |𝐸(𝔽𝑝)|. 命

𝑎𝑝(𝐸) ∶= 𝑝 + 1 − |𝐸(𝔽𝑝)|,

来自代数几何的一则事实是 3: 当 𝑝 ∤ 𝑁𝐸ℓ 时, 𝜌𝐸,ℓ(Fr𝑝) 的特征多项式等于 𝑋2 −
𝑎𝑝(𝐸)𝑋 + 𝑝.

定义 10.7.1 设 𝐸 是 ℚ上的椭圆曲线. 若以下性质成立则称 𝐸 具有模性: 存在新形式
𝑓 ∈ 𝑆2 (Γ1(𝑁𝐸))以及 𝐾𝑓 的赋值 𝜆 ∣ ℓ,任选代数闭包 𝐾𝑓,𝜆 ↪ ℚℓ,我们要求

𝜌𝐸,ℓ ⊗
ℚℓ

ℚℓ ≃ 𝜌𝑓,𝜆 ⊗
𝐾𝑓,𝜆

ℚℓ.

定理 10.7.2 (Taylor–Wiles [52], Breuil–Conrad–Diamond–Taylor [9]) 所有 ℚ上的椭圆
曲线都具有模性.

根据新形式的强重数一性质 (注记 6.5.7), 𝜌𝑓,𝜆唯一确定 𝑓 . 另一方面, 𝜌𝐸,ℓ则唯一确
定了 𝑁𝐸 和 𝐸 的同源等价类4. 综之,模性所断言的是权 2新形式和 ℚ上椭圆曲线同源
类的某种对应. 在此对应下,椭圆曲线 mod 𝑝数点给出的 𝑎𝑝(𝐸)反映在模形式的 Fourier
系数 𝑎𝑝(𝑓 )上. 这是深具震撼力的数学发现. R. Taylor和 A. Wiles证明的是 𝐸 半稳定,
亦即𝑁𝐸 无平方因子的情形,这已经足以导出 Fermat大定理.

练习 10.7.3 说明定义 10.7.1中的 𝑓 事实上属于 𝑆2 (Γ0(𝑁𝐸)).
提示 设 𝑓 ∈ 𝑆2(Γ1(𝑁𝐸), 𝜒𝑓 ). 对所有 𝑝 ∤ 𝑁𝐸ℓ考虑 𝜌𝑓,𝜆(Fr𝑝)的特征多项式以说明

𝜒𝑓 (𝑝) = 1,从而导出 𝜒𝑓 = 1.

模性的反方向,亦即由新形式 𝑓 ∈ 𝑆2(Γ0(𝑁))构造 𝐸 是相对容易的,这是志村五郎
的贡献: 从 𝑓 定义环同态 𝜙𝑓 ∶ 𝕋ℤ → 𝐾𝑓 ;在 §10.6末尾已经约略提到, Hecke算子可通
过 “Hecke对应”作用在 𝐽0(𝑁) ∶= Jac(𝑋0(𝑁))上,商簇 𝐸 ∶= 𝐽0(𝑁)/ ker(𝜙𝑓 )𝐽0(𝑁)即是
所求的 ℚ上椭圆曲线,满足𝑁𝐸 = 𝑁 ;相关构造详见 [21, Chapters 6—7].

模性有一系列等价陈述,其中一个几何版本如下: 存在 ℚ-代数曲线的非常值态射
𝜉 ∶ 𝑋0(𝑁) → 𝐸. 这里用上了 𝑋0(𝑁)可定义在 ℚ上这一事实. 最小可能的𝑁 是𝑁𝐸 . 参
照志村五郎的构造,所求之 𝜉 无非是 Abel–Jacobi映射 𝜙 ∶ 𝑋0(𝑁) → 𝐽0(𝑁) (选定基点)
和商 ̃𝜉 ∶ 𝐽0(𝑁) ↠ 𝐸 的合成;注意到 𝑆2(𝑋0(𝑁))非零蕴涵 𝑔(𝑋0(𝑁)) > 0,故 𝜙是闭嵌入.

对于 𝐸, 𝑓 和 𝜉 的关联,不妨再多说几句.

1. 在志村五郎的构造中,将 𝐸 适当地代换为同源的椭圆曲线,可以假设 ker( ̃𝜉)连通;
称这样的 ̃𝜉 为最优商. 考虑 𝑓 , 𝐸 和最优商 ̃𝜉 如上. Néron模型给出典范的秩 1自

3这是 Grothendieck–Lefschetz迹公式,但椭圆曲线的情形肇自 Hasse和 Deuring在 1930年代的工作.
4容易说明同源的 𝐸 有相同的 𝜌𝐸,ℓ,其逆则是 Faltings的同源定理.
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由 ℤ-模 ℒ 使得 𝝎𝐸|ℚ = ℒ ⊗ ℚ;任意生成元 𝜔 ∈ ℒ 拉回为 𝑋0(𝑁𝐸)上的 1-形式
̃𝜉∗𝜔. 另一方面, 𝑓 也对应到 𝑋0(𝑁)上的 1-形式,在 ℋ 上表为 𝑓 d𝜏 (定理 4.3.1或

9.1.8). 注意到 𝜔精确到 ℤ× = {±1}是唯一的.

2. 在上述场景中,基于 Hecke算子和重数一性质的论证说明存在 𝑐𝐸 ∈ ℚ× 使得

̃𝜉∗𝜔 = 2𝜋𝑖𝑐𝐸𝑓 d𝜏.

如要求 𝑐𝐸 > 0即可同步确定 𝜔和 𝑐𝐸 . 称此 𝑐𝐸 为 𝐸的Manin常数. Y. Manin猜想
𝑐𝐸 = 1. 迄今最广的结果是 𝐸 半稳定的情形,归功于 K. Česnavičius [12],涉及关于
整 𝑝-进 Hodge理论的一些思想.

焦点转回图表 (10.7.1). 它仅仅是 Langlands纲领的冰山一角. 有必要细化兼推广这
些对应:

⋄ 运用自守表示的语言,权 ≥ 2的新形式可以代换为 GL(2)的上同调尖自守表示,不
再指涉级结构. 进一步, GL(2)可以代换为 GL(𝑛),乃至于更一般的约化群.

⋄ 将 Galois表示的系数变换到代数闭包上.

⋄ 表示族 (𝜌𝑓,𝜆)𝜆的诸般性质可以提炼为𝐺ℚ的 𝑛维Galois表示的相容系,定义 10.7.4
将给出其一种版本.

局势遂变为

{“原相”}

{ GL(𝑛)的上同调尖自守表示 }

⎧
⎪
⎪
⎨
⎪
⎪
⎩

相容系 𝐺ℚ
𝜌𝜆

GL(𝑛, 𝐾𝜆)

∃𝑆 ⊂ {素数} ∶ 有限集

𝜌𝜆 在 𝑆 外非分歧

⎫
⎪
⎪
⎬
⎪
⎪
⎭

相容系中的 𝐾 是 ℚ的有限扩张,而 𝜆遍历 𝐾 的非 Archimedes赋值,精确到等价. 之所
以标上虚线,是因为当 𝑛 > 1时,不同对象间的关系仅是猜想,须另加复杂的条件才能保
证. 几何,算术与表示理论在此熔于一炉,这是 Langlands纲领的一个重要案例.

自然的问题是确定哪些相容系源自新形式, 或者源自更广泛的尖自守表示. 对于
𝑛 = 2的情形,这相当于寻求定理 10.6.7的另一方向. 这称为 Galois表示的模性或自守
性问题,是 Langlands纲领的核心之一,迄今无完整答案. 为了陈述相关猜想,最低限度
也须对 𝜌𝜆|𝐺ℚ𝑝

在 ℓ = 𝑝的情形施加限制,以确保它来自几何;这里 𝑝是任意素数而 ℓ是
赋值 𝜆的剩余特征. 另一个要求则是 𝜌𝜆 应当在某种意义下和 𝜆无关,这是因为 ℓ-进平
展上同调有类似的性质. 一切汇归以下概念.
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定义 10.7.4 (Barnet-Lamb–Gee–Geraghty–Taylor) 设 𝐾 是 ℚ 的有限扩张, 𝑆 ⊂ {𝑝 ∶
素数}是有限集. 考虑一族半单 Galois表示 𝜌𝜆 ∶ 𝐺ℚ → GL(𝑛, 𝐾𝜆),其中

⋄ 𝜆遍历 𝐾 的非 Archimedes赋值,精确到等价,以下记其剩余类域的特征为 ℓ;
⋄ 𝐾𝜆 表 𝐾𝜆 的代数闭包.
若 (𝜌𝜆)𝜆 符合以下要求,则称之为定义在 𝐾 上并且在 𝑆 外分歧的相容系 (或称弱相

容系): 对任意素数 𝑝,要求

(i) 当 𝑝 ∉ 𝑆 ∪ {ℓ}时, 𝜌𝜆在 𝑝处非分歧,而 𝜌𝜆(Fr𝑝)的特征多项式落在 𝐾[𝑋]中,与 𝜆无
关;

(ii) 若 𝑝 = ℓ则 𝜌𝜆|𝐺ℚ𝑝
是 de Rham表示,若 𝑝 = ℓ ∉ 𝑆 则 𝜌𝜆|𝐺ℚ𝑝

还是晶体表示;

(iii) 𝜌𝜆 的 Hodge–Tate数与 𝜆无关.

特别地,根据命题 C.3.2和定理 C.3.3,对于任何一个选定的 𝜆,相容系完全由

(det(𝑋 − 𝜌𝜆(Fr𝑝)) ∈ 𝐾[𝑋])𝑝∉𝑆∪{ℓ}

来确定,至多差一个同构.

例 10.7.5 定理 10.6.7造出的 𝜌𝑓,𝜆 便是定义在 𝐾𝑓 上,并且在 𝑁 的素因子之外非分歧的
相容系;本书仅验证了条件 (i).

定义 10.7.4中关于 𝑝 = ℓ和 Hodge–Tate数的条件涉及 𝑝-进表示的术语,目的是确
保 𝜌𝜆 能够来自几何;想真正理解其意涵就必须了解代数簇的种种 𝑝-进上同调理论. 如
此一来,我们便自然从模形式步入了 𝑝-进 Hodge理论的畛域. 纸短理长,就此打住.



附录 A 分析学背景

本附录大致分为两部分. §§A.1–A.2围绕群作用,商空间和基本区域. §§A.3–A.6则
是来自调和分析和复变函数论的一些经典工具. 相关内容都是标准的,但未必被纳入大
学课程和标准教材.

A.1 拓扑群及其作用
本节需要点集拓扑的基本语汇,标准的参考资料包括但不限于 [61, 57],
拓扑群是指一个具有 Hausdorff拓扑空间结构的群 𝐺,使得乘法 𝐺 × 𝐺 → 𝐺及取逆

𝐺 → 𝐺都是连续映射. 如果进一步要求 𝐺是 𝐶∞ 流形,而乘法与取逆都是流形之间的
𝐶∞ 映射,那么 𝐺称作 Lie群. 设 𝑋 为局部紧 Hausdorff拓扑空间,若 𝐺左作用于 𝑋 上,
而按 𝑎(𝑔, 𝑥) = 𝑔𝑥定义的作用映射 𝑎 ∶ 𝐺 × 𝑋 → 𝑋 连续,则此作用称为是连续的. 如果
𝑋 是 𝐶∞ 流形, 𝐺 是 Lie群而 𝑎是 𝐶∞ 映射,那么这个作用称为 𝐶∞ 或光滑的. 对任意
𝑥 ∈ 𝑋,稳定化子群 Stab𝐺(𝑥)是 𝐺的闭子群. 若 𝑋 在 𝐺作用下仅有一个轨道,则称 𝐺的
作用可递,而 𝑋 是 𝐺作用下的齐性空间. 若对每个 𝑥 ∈ 𝑋 皆有 Stab𝐺(𝑥) = {1},则称 𝐺
的作用自由. 如赋予 𝑋 一个 Riemann度量,而且要求每个群元素的作用 𝑎(𝑔, ⋅) ∶ 𝑋 → 𝑋
都保持 Riemann度量,则我们称 𝐺的作用保距. 基于对称性,保距作用下的齐性空间必
为常曲率空间. 右作用的情形全然相同. 拓扑群的一般理论可见 [65].

练习 A.1.1 设 𝐺为离散群. 证明 𝐺在空间 (或流形) 𝑋上的作用是连续 (或 𝐶∞)的,当且
仅当每个 𝑔 ∈ 𝐺给出的 𝑋 → 𝑋 都是连续 (或 𝐶∞)的.

空间若具有一族可数的拓扑基,则称其满足第二可数公理;见 [57,第一章, §3.3和第
二章, §1.3]. 流形按定义 [34, Chapter 1]皆满足第二可数公理.
对于连续的群作用可定义商空间 𝐺\𝑋, 由全体 𝐺 的轨道构成, 带有使商映射

𝜋 ∶ 𝑋 → 𝐺\𝑋 连续的最细拓扑;等价的说法是 𝑈 ⊂ 𝐺\𝑋 为开当且仅当 𝜋−1(𝑈) ⊂ 𝑋 为
开. 此即商拓扑.
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引理 A.1.2 对于连续群作用如上, 𝑋 𝜋 𝐺\𝑋是开映射. 若𝑋满足第二可数公理,则𝐺\𝑋
亦然.

证明 给定开集 𝑈 ⊂ 𝑋, 我们有 𝜋−1(𝜋(𝑈)) = ⋃𝑔∈𝐺 𝑔𝑈 为开, 故 𝜋(𝑈)亦开, 第一条断
言得证. 对于第二条, 设 𝒰 是 𝑋 的一族可数拓扑基, 证明 𝒱 ∶= {𝜋(𝑈) ∶ 𝑈 ∈ 𝒰}为
拓扑基即可. 诚然,给定开子集 𝑉 ⊂ 𝐺\𝑋,可将 𝜋−1(𝑉 )写成 𝒰 中一族元素之并; 于是
𝑉 = 𝜋(𝜋−1(𝑉 ))相应地成为 𝒱 中元素之并.

上述结果对右作用同样成立. 商空间的重要特例是拓扑群的陪集空间.

命题 A.1.3 设𝐻 是拓扑群 𝐺的子群,赋予 𝐺/𝐻 商拓扑,那么
(i) 商映射 𝜋 ∶ 𝐺 → 𝐺/𝐻 是开的;
(ii) 若 𝐺局部紧,则 𝐺/𝐻 亦然;
(iii) 𝐺/𝐻 是 Hausdorff空间当且仅当𝐻 闭;

证明 引理 A.1.2 已包含 (i). 对于 (ii), 基于 𝐺 在 𝐺/𝐻 上作用的可递性, 仅须证明
1 ⋅ 𝐻 ∈ 𝐺/𝐻 有紧邻域. 取 1 ∈ 𝐺的紧邻域 𝐾 ,再以乘法连续性取 1 ∈ 𝐺的邻域 𝑈 使得
𝑈 −1𝑈 ⊂ 𝐾 . 我们断言 𝜋(𝑈) ⊂ 𝜋(𝐾). 诚然,若陪集 𝑔𝐻 ∈ 𝜋(𝑈),那么其邻域 𝑈𝑔𝐻 必交
𝜋(𝑈),亦即存在 𝑢, 𝑢′ ∈ 𝑈 使得 𝑢𝑔𝐻 = 𝑢′𝐻 ,这就导致

𝑔𝐻 = 𝑢−1𝑢′𝐻 ∈ 𝜋(𝑈 −1𝑈) ⊂ 𝜋(𝐾).

由于 𝜋(𝐾)为紧,上述断言遂蕴涵 𝜋(𝑈)是 𝜋(1) = 1 ⋅ 𝐻 的紧邻域.
对于 (iii), 设若 𝐺/𝐻 是 Hausdorff的, 那么 𝐻 = 𝜋−1(𝜋(1))为闭. 反之设 𝐻 闭. 对

给定之陪集 𝑥𝐻 ≠ 𝑦𝐻 , 存在 𝐺 中的开邻域 𝑉 ∋ 1 使得 𝑉 𝑥 ∩ 𝑦𝐻 = ∅, 或等价地说
𝑉 𝑥𝐻 ∩ 𝑦𝐻 = ∅. 再取 𝐺中开邻域 𝑈 ∋ 1使得 𝑈 −1𝑈 ⊂ 𝑉 . 这就使得 𝑈𝑥𝐻 ∩ 𝑈𝑦𝐻 = ∅,
如是给出 𝜋(𝑥), 𝜋(𝑦)的无交开邻域.

精确到同构,陪集空间穷尽了所有的局部紧 𝐺-齐性空间.

定理 A.1.4 设 𝐺是满足第二可数公理的局部紧群,局部紧拓扑空间 𝑋 带有可递的连续
𝐺-作用,而 𝑥 ∈ 𝑋,那么轨道映射

orb𝑥 ∶ 𝐺/ Stab𝐺(𝑥) ⟶ 𝑋
𝑔 ⟼ 𝑔𝑥

是同胚.
进一步,若 𝐺是 Lie群而 𝐻 是其闭 Lie子群,那么空间 𝐺/𝐻 上带有唯一的 𝐶∞ 结

构,使得 𝐺在 𝐺/𝐻 上的左平移作用是 𝐶∞的,而且 𝐺 → 𝐺/𝐻 是 𝐶∞浸没 (即: 切映射处
处满秩). 设 𝐶∞ 流形 𝑋 是 Lie群 𝐺左作用下的齐性空间, 𝑥 ∈ 𝑋 并赋予 𝐺/ Stab𝐺(𝑥)上
述之流形结构,那么 orb𝑥 实际还是 𝐶∞ 流形之间的同构.
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对于右作用和陪集空间𝐻\𝐺自然也有相应的结果,这里不再赘述.

证明 对于Lie群情形,这是微分流形理论中的基本事实,见 [34, Theorem 21.17, Theorem
21.18]. 以下仅讨论第一部分. 已知 orb𝑥 是连续双射,再证其为开映射即可. 但根据商拓
扑的定义,证明 𝑔 ↦ 𝑔𝑥是从 𝐺到 𝑋 的开映射即足.

考虑 𝐺 中的紧邻域 𝐾 ∋ 1. 第二可数公理确保 𝐺 有稠密可数子集 {𝑔𝑖}∞
𝑖=1, 故

𝐺 = ⋃𝑖≥1 𝑔𝑖𝐾 ,故 𝑋 = ⋃𝑖≥1 𝑔𝑖𝐾𝑥. 既然 𝑔𝑖𝐾𝑥紧,它们在 𝑋中是闭的. 故 Baire定理蕴涵

存在 𝑖使得 (𝑔𝑖𝐾𝑥)∘ ≠ ∅. 左平移给出同胚 𝑔𝑖𝐾𝑥 ∼→ 𝐾𝑥,故存在 𝑘𝑥 ∈ (𝐾𝑥)∘. 再作平移遂
导出 𝑥 ∈ (𝑘−1𝐾𝑥)∘ ⊂ (𝐾−1𝐾𝑥)∘.
接着考虑任意开子集 𝑉 ⊂ 𝐺和 𝑔 ∈ 𝑉 . 取 𝐺中的紧邻域 𝐾 ∋ 1使得 𝑔𝐾−1𝐾 ⊂ 𝑉 ,

那么 𝑔𝑥 ∈ 𝑔𝐾−1𝐾𝑥 ⊂ 𝑉 𝑥. 既然已知 𝑥 ∈ (𝐾−1𝐾𝑥)∘,平移后 𝑔𝑥 ∈ (𝑔𝐾−1𝐾𝑥)∘ ⊂ (𝑉 𝑥)∘.
综上, 𝑉 𝑥的每一点都是内点,故 𝑉 𝑥为开子集.

拓扑群𝐺的子群 Γ若是𝐺的离散子集,则称其为离散子群. 子群 Γ ⊂ 𝐺离散当且仅
当存在开集 𝑈 ⊂ 𝐺使 𝑈 ∩ Γ = {1},或者说 {1}在 Γ中离散,因为如此一来对所有 𝛾 ∈ Γ
皆有 𝛾𝑈 ∩ Γ = {𝛾},而 𝛾𝑈 ∋ 𝛾 为开集.

引理 A.1.5 拓扑群 𝐺的离散子群 Γ总是闭的.

证明 选定 𝑔 ∉ Γ,只消说明 𝑔有不交 Γ的开邻域. 选择开邻域 𝑈 ∋ 1使得 𝑈 ∩ Γ = {1}.
因为乘法连续,存在开邻域 𝑉 ∋ 𝑔 满足 𝑉 𝑉 −1 ⊂ 𝑈 ; 于是对 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑉 有 𝑥𝑦−1 ∈ Γ ⟺
𝑥 = 𝑦. 是故 |𝑉 ∩ Γ| ≤ 1. 若 𝑉 ∩ Γ = ∅ 则可收工, 否则设 𝑉 ∩ Γ = {𝑥}. 因为 𝐺 是
Hausdorff空间,存在开集𝑊 使得 𝑔 ∈ 𝑊 而 𝑥 ∉ 𝑊 . 取开集𝑊 ∩ 𝑉 ∋ 𝑔即所求.

定义 A.1.6 设离散群 Γ连续地作用在局部紧 Hausdorff拓扑空间 𝑋 上. 如果对任何紧子
集 𝐾1, 𝐾2 ⊂ 𝑋,集合 {𝛾 ∈ Γ ∶ 𝛾𝐾1 ∩ 𝐾2 ≠ ∅}皆有限,则称 Γ的作用是正常的1.

练习 A.1.7 对于正常作用,验证每个 𝑥 ∈ 𝑋 皆满足 (a) StabΓ(𝑥)有限, (b)轨道 Γ𝑥离散.
提示 对于 (a),在定义中取 𝐾1 = 𝐾2 = {𝑥}. 对于 (b),仅须证明 𝑥的任何紧邻域 𝐾 交 Γ𝑥
于有限多个点 (取 𝐾1 = {𝑥}, 𝐾2 = 𝐾),再将此邻域适当缩小.

命题 A.1.8 设 Γ在 𝑋 上的作用正常,而且 𝑋 满足第二可数公理,则每个 𝑥 ∈ 𝑋 都有开
邻域 𝑈 使得对任意 𝑦, 𝑦′ ∈ 𝑈 ,

∀𝛾 ∈ Γ, [𝛾𝑦 = 𝑦′ ⟹ 𝛾 ∈ StabΓ(𝑥)] .

证明 设若不然, 则存在 𝑋 中的收敛点列 𝑦𝑖 → 𝑥, 𝑦′
𝑖 → 𝑥 以及 Γ 中的点列 𝛾𝑖 ∈

Γ ∖ StabΓ(𝑥),使得 𝑦′
𝑖 = 𝛾𝑖𝑦𝑖. 可取 𝑦𝑖, 𝑦′

𝑖 全在 𝑥的一个紧邻域中,正常作用遂蕴涵 𝛾𝑖 的选
择有限. 萃取子序列后可进一步假设 𝛾𝑖 为常元 𝛾 ∈ Γ. 对 𝑦′

𝑖 = 𝛾𝑦𝑖 取极限 𝑖 → ∞导出
𝛾 ∈ StabΓ(𝑥),矛盾.

1这种作用旧称为 “不连续”作用,如 [10, p.18],易滋误会,在此采纳了 [34, §21]的建议.
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命题 A.1.9 对于 Γ在 𝑋 上的正常作用,商空间 Γ\𝑋 也是局部紧 Hausdorff的.

证明 已知 𝑋 → Γ\𝑋 是开映射,而连续映射映紧集为紧集,由此知 Γ\𝑋 也是局部紧空
间. 为了证明 Hausdorff性质,考虑 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 使得轨道 �̄� ≠ ̄𝑦 ∈ Γ\𝑋 者. 因为 𝑋 局部紧,
可取开邻域 𝐴 ∋ 𝑥和 𝐵 ∋ 𝑦使得闭包 ̄𝐴, ̄𝐵紧,并且由假设知 {𝛾 ∶ 𝛾 ̄𝐴 ∩ ̄𝐵 ≠ ∅}有限,其
元素枚举为 𝛾1, … , 𝛾𝑛. 既然 𝑋 是 Hausdorff的,而且对所有 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛皆有 𝛾𝑖𝑥 ≠ 𝑦,对每
个 𝑖可取开邻域 𝑈𝑖 ∋ 𝛾𝑖𝑥和 𝑉𝑖 ∋ 𝑦使得 𝑈𝑖 ∩ 𝑉𝑖 = ∅. 进一步取开集

𝑥 ∈ 𝑈 ∶= 𝐴 ∩
𝑛

⋂
𝑖=1

𝛾−1
𝑖 𝑈𝑖,

𝑦 ∈ 𝑉 ∶= 𝐵 ∩
𝑛

⋂
𝑖=1

𝑉𝑖,

以确保 𝛾𝑈 ∩ 𝑉 = ∅对所有 𝛾 成立,那么 𝑈, 𝑉 在 Γ\𝑋 中的像给出 �̄�, ̄𝑦的无交开邻域.

若𝐻 ⊂ 𝐺为局部紧拓扑群的闭子群,则命题 A.1.3说明 𝐺/𝐻 是局部紧 Hausdorff空
间,由此可以谈论离散群对 𝐺/𝐻 的作用是否正常. 以下提供的判准需要一点准备工作.
回忆到一个连续映射 𝑓 ∶ 𝐴 → 𝐵被称为逆紧的,如果紧集的逆像仍为紧.

引理 A.1.10 设 𝐺为拓扑群而𝐻 ⊂ 𝐺为闭子群,则商映射 𝜋 ∶ 𝐺 → 𝐺/𝐻 逆紧蕴涵𝐻 为
紧群;如果 𝐺是局部紧群,则其逆亦真.

证明 设 𝜋 逆紧,则𝐻 作为 {1 ⋅ 𝐻} ⊂ 𝐺/𝐻 的逆像也是紧的.

以下设 𝐻 紧而 𝐺局部紧. 设 𝐸 ⊂ 𝐺/𝐻 为紧子集,对每个 𝑥 ∈ 𝐺取开集 𝑈𝑥 ∋ 𝑥使
得 𝑈𝑥 紧. 基于 𝜋 为开映射这一事实, {𝜋(𝑈𝑥) ∶ 𝑥 ∈ 𝐺}给出 𝐸 ⊂ 𝐺/𝐻 的开覆盖,从中选
取有限子覆盖 𝜋(𝑈𝑥1 ), … 𝜋(𝑈𝑥𝑛 ). 于是

𝜋−1(𝐸) ⊂ 𝜋−1
(

𝑛

⋃
𝑖=1

𝜋 (𝑈𝑥𝑖))
=

(

𝑛

⋃
𝑖=1

𝑈𝑥𝑖)
⋅ 𝐻,

而右式是紧的, 𝜋−1(𝐸)闭,故 𝜋−1(𝐸)紧.

命题 A.1.11 设 𝐺为局部紧拓扑群, 𝐻 ⊂ 𝐺为紧子群而 Γ ⊂ 𝐺为离散子群,则 Γ在 𝐺/𝐻
上的左乘作用为正常作用.

证明 引理 A.1.10蕴涵商映射 𝜋 ∶ 𝐺 → 𝐺/𝐻 逆紧. 今取定紧子集 𝐾1, 𝐾2 ⊂ 𝐺/𝐻 ,对任
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意 𝛾 ∈ 𝐺,我们有

𝛾𝐾1 ∩ 𝐾2 ≠ ∅ ⟺
⎡
⎢
⎢
⎢
⎣

∃𝜅1 ∈ 𝜋−1(𝐾1),

∃𝜅2 ∈ 𝜋−1(𝐾2),
𝛾𝜅1 ∈ 𝜅2𝐻

⎤
⎥
⎥
⎥
⎦

⟹ 𝛾 ∈ 𝜅2𝐻𝜅−1
1 ⊂ 𝜋−1(𝐾2) ⋅ 𝜋−1(𝐾1)−1.

然而 𝐴 ∶= 𝜋−1(𝐾2) ⋅ 𝜋−1(𝐾1)−1 为紧;作为紧集 𝐴的离散子集,引理 A.1.5蕴涵 Γ ∩ 𝐴必
有限. 证毕.

取特例𝐻 = {1}可知任何离散子群 Γ在局部紧群 𝐺上的平移作用皆正常.

A.2 基本区域
本节谈论的空间都是局部紧 Hausdorff空间,群都是离散群.

定义 A.2.1 设群 Γ在空间𝑋上正常地作用. 当子集ℱ ⊂ 𝑋满足以下条件时,称ℱ 是𝑋
的基本区域.

F.1 ℱ 是 ℱ ∘ 的闭包;

F.2 对任意相异的 𝛾, 𝛾′ ∈ Γ皆有 (𝛾ℱ )∘ ∩ (𝛾′ℱ )∘ = ∅;

F.3 𝑋 = ⋃𝛾∈Γ 𝛾ℱ，而且此覆盖是局部有限的: 对任意 𝑥 ∈ 𝑋,存在开邻域 𝑈 ∋ 𝑥使得
仅有有限多个 𝛾 ∈ Γ使得 𝑈 ∩ 𝛾ℱ ≠ ∅.

上述形如 𝛾ℱ 的子集也称为 ℱ 的一个 Γ-平移.

下面是一个简单的观察: 小群的基本区域能从大群得到.

命题 A.2.2 设 Γ′ 在 𝑋 上正常地作用, 并且有基本区域 ℱ ′. 若子群 Γ ⊂ Γ′ 满足
𝑘 = (Γ′ ∶ Γ)有限,任选陪集分解

Γ′ =
𝑘

⨆
𝑖=1

Γ𝑔𝑖, 𝑔1, … , 𝑔𝑘 ∈ Γ′,

则 ℱ ∶= ⋃𝑘
𝑖=1 𝑔𝑖ℱ ′ 是 Γ的基本区域.

证明 关于 F.1的验证是初等的. 至于 F.3,首先有

𝑋 =
𝑘

⋃
𝑖=1

⋃
𝛾∈Γ

𝛾𝑔𝑖ℱ ′ = ⋃
𝛾∈Γ

𝛾 ⋅
𝑘

⋃
𝑖=1

𝑔𝑖ℱ ′ = ⋃
𝛾∈Γ

𝛾ℱ .
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接着验证 F.3中的局部有限性: 对任意 𝑥,取开邻域 𝑈 ∋ 𝑥使得

Ξ ∶= {𝛾 ∈ Γ ∶ 𝛾ℱ ′ ∩ 𝑈 ≠ ∅}

是有限集. 若 𝛾ℱ ∩ 𝑈 = ⋃𝑘
𝑖=1 𝛾 (𝑔𝑖ℱ ′ ∩ 𝑈)非空,则 𝛾 属于有限集⋃𝑘

𝑖=1 Ξ𝑔−1
𝑖 .

以下证明 F.2. 由于

𝑘

⨆
𝑖=1

𝑔𝑖(ℱ ′)∘ 开⊂ ℱ ∘ ⊂ ℱ =
𝑘

⋃
𝑖=1

𝑔𝑖ℱ ′,

从 (ℱ ′)∘ 在 ℱ ′ 中稠密导出 ⨆𝑖 𝑔𝑖(ℱ ′)∘ 在 ℱ 中稠密, 故 ℱ ∘ 也在 ℱ 中稠密. 若存在
𝑥 ∈ 𝛾ℱ ∘ ∩ ℱ ∘,其中 𝛾 ∈ Γ,那么由于 𝛾ℱ ∘ ∩ ℱ ∘ 为开,稠密性蕴涵存在 𝑖, 𝑗 使得 𝑥可以扰
动到 𝛾𝑔𝑖(ℱ ′)∘ ∩ 𝑔𝑗(ℱ ′)∘ 中,故 𝛾 = 𝑔𝑗𝑔−1

𝑖 . 若 𝑖 = 𝑗 则 𝛾 = 1. 若 𝑖 ≠ 𝑗 则 𝛾 = 𝑔𝑗𝑔−1
𝑖 ∉ Γ,

矛盾.

基本区域 ℱ 是研究商空间 Γ\𝑋 的有力工具. 在 ℱ 上定义等价关系

∀𝑥, 𝑦 ∈ ℱ , 𝑥 ∼ 𝑦 ⟺ ∃𝛾 ∈ Γ, 𝛾𝑥 = 𝑦.

根据 F.2,此关系仅在 ℱ 的边界 𝜕ℱ 上才是非平凡的. 存在自然的映射

𝜃 ∶ (ℱ / ∼) ⟶ Γ\𝑋.

赋予 ℱ 子空间拓扑,再赋予 ℱ / ∼商拓扑. 下述结果说明将 ℱ 沿边按 ∼粘合,就能得出
Γ\𝑋.

命题 A.2.3 映射 𝜃是同胚.

证明 根据基本区域的定义可知 𝜃是双射. 从商拓扑定义和交换图表

ℱ 𝑋

ℱ / ∼ Γ\𝑋
𝜋 𝜋𝑋

𝜃

可知 𝜃 连续,问题归结为证明 𝜃 是开映射. 令 𝑈 ⊂ ℱ / ∼为开集,存在开集 �̃� ⊂ 𝑋 使得
𝜋−1(𝑈) = ℱ ∩ �̃� . 定义 𝑋 的 Γ-不变子集

𝑉 ∶= ⋃
𝛾∈Γ

𝛾(ℱ ∩ �̃�).
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它满足
𝜋𝑋(𝑉 ) = 𝜋𝑋(ℱ ∩ �̃�) = 𝜋𝑋(𝜋−1(𝑈)) = 𝜃(𝑈).

既然 𝜋𝑋 是开映射,证 𝑉 为 𝑋 的开子集即足. 下面证明每个 𝑥 ∈ 𝑉 都有包含于 𝑉 的开
邻域. 根据局部有限性,存在 𝑋 中的开邻域 𝑊 ∋ 𝑥使得 𝑊 ⊂ ⋃𝑘

𝑖=1 𝛾𝑖ℱ ,其中 ∀𝛾𝑖 ∈ Γ.
因 ℱ 为闭,缩小𝑊 后还可以假设 ∀𝑖, 𝑥 ∈ 𝛾𝑖ℱ .

由 𝜋(𝛾−1
𝑖 𝑥) = 𝜋(𝑥) ∈ 𝑈 可知 𝛾−1

𝑖 𝑥 ∈ 𝜋−1(𝑈) = ℱ ∩ �̃� ⊂ �̃� . 于是乎每个开集 𝛾𝑖�̃�
皆包含 𝑥; 进一步缩小 𝑊 可确保 𝑊 ⊂ ⋂𝑘

𝑖=1 𝛾𝑖�̃� . 最后观察到 𝑊 ⊂ 𝑉 : 若 𝑤 ∈ 𝑊 ,取
1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑘使得 𝑤 ∈ 𝛾𝑖ℱ ,于是 𝑤 ∈ 𝛾𝑖ℱ ∩ 𝛾𝑖�̃� = 𝛾𝑖(ℱ ∩ �̃�) ⊂ 𝑉 . 证毕.

例 A.2.4 取 𝑋 = ℝ,离散群 Γ ∶= ℤ以加法作用在 𝑋 上. 极易看出区间 [0, 1]满足定义
A.2.1的所有条件,因而是基本区域. 如果考虑ℤ的子群 2ℤ,那么 [0, 2] = [0, 1]∪(1+[0, 1])
是相对于 2ℤ的基本区域, 正与命题 A.2.2一致. 根据命题 A.2.3, 将 [0, 1]两端粘合便
可描述商空间 ℝ/ℤ,显然粘合后的空间同胚于圆环 𝕊1. 更直接的同胚 ℝ/ℤ ∼→ 𝕊1 可由
𝑥 + ℤ ↦ 𝑒2𝜋𝑖𝑥 给出.

最后考察 𝑋 为 Riemann流形的情形. 假定 Γ的作用保距,则 Γ也保持相应的测度.

命题 A.2.5 设离散群 Γ透过保距变换正常地作用在 Riemann流形 𝑋 上. 设 ℱ1, ℱ2 是 Γ
作用下的两个基本区域,并且 𝜕ℱ1 和 𝜕ℱ2 皆为零测集,则 vol(ℱ1) = vol(ℱ2).

证明 基于对称性,证 vol(ℱ1) ≥ vol(ℱ2)即可. 基本区域的性质和题设给出

vol(ℱ1) ≥ ∑
𝛾∈Γ

vol (ℱ1 ∩ 𝛾ℱ ∘
2 ) = ∑

𝛾∈Γ
vol (𝛾−1ℱ1 ∩ ℱ ∘

2 )

≥ vol
⎛
⎜
⎜
⎝

⎛
⎜
⎜
⎝
⋃
𝛾∈Γ

𝛾−1ℱ1
⎞
⎟
⎟
⎠

∩ ℱ ∘
2

⎞
⎟
⎟
⎠

= vol (ℱ ∘
2 ) = vol (ℱ2) .

明所欲证.

注记 A.2.6 假设存在边界为零测集的基本区域 ℱ ,则命题 A.2.5表明 vol(ℱ )实则是 𝑋
在 Γ作用下的不变量,无关 ℱ 的选择. 此量可理解为商空间 Γ\𝑋 的体积,然而这并不严
谨,因为当 Γ作用非自由时,要说清 Γ\𝑋 的几何结构是颇费周折的.
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A.3 正规收敛与全纯函数

请回忆: 从度量空间 (𝑋, 𝑑)到 (𝑋′, 𝑑′)的函数 𝑓 被称为是一致连续的,如果对任意
𝜖 > 0存在 𝛿使得

𝑑(𝑥, 𝑦) < 𝛿 ⟹ 𝑑′(𝑓 (𝑥), 𝑓 (𝑦)) < 𝜖.

一族以集合 𝑇 为下标的函数 (𝑓𝑡 ∶ 𝑋 → 𝑋′)𝑡∈𝑇 称为是等度连续的,如果以上条件改为

𝑑(𝑥, 𝑦) < 𝛿 ⟹ ∀𝑡 ∈ 𝑇 , 𝑑′ (𝑓𝑡(𝑥), 𝑓𝑡(𝑦)) < 𝜖.

令 Ω为 ℂ的非空开子集, 𝑇 为局部紧 Hausdorff拓扑空间, 𝜇是其上的 Radon测度.
本书实际用到的具体情形仅有

⋄ 𝑇 = ℤ≥1 带离散拓扑, 𝜇是计数测度;
⋄ 𝑇 是 ℝ𝑛 的开子集, 𝜇是 Lebesgue测度;
⋄ 𝑇 是 ℂ或更一般的 Riemann曲面上的一条曲线, 𝜇来自曲线的某个参数化,这用于
处理围道积分.

定义 A.3.1 设 (𝑓𝑡)𝑡∈𝑇 是一族 Ω上的函数,并且假设 𝑡 ↦ 𝑓𝑡(𝑠)对每个 𝑠 ∈ Ω都 𝜇-可测.
对于子集 𝐾 ⊂ Ω,若积分

∫𝑡∈𝑇
sup
𝑠∈𝐾

|𝑓𝑡(𝑠)| d𝜇(𝑡)

有限,则称积分 𝑓(𝑠) ∶= ∫𝑇 𝑓𝑡(𝑠) d𝜇(𝑡)在 𝐾 上正规收敛;若此性质对所有紧子集 𝐾 ⊂ Ω
都成立,则称该积分在 (Ω的)紧子集上正规收敛.

取 𝑇 = ℤ≥1 和计数测度 𝜇,则积分化为无穷级数,按此可以讨论∑𝑛≥1 𝑓𝑛(𝑠)的正规
收敛性. 数学分析中, Weierstrass判别法给出的就是级数的正规收敛性.

引理 A.3.2 设积分 ∫𝑇 𝑓𝑡(𝑠) d𝜇(𝑡) 在紧子集上正规收敛, 并且对 𝑇 × Ω 的所有紧子集
𝐸 × 𝐾 ,函数族 {𝑓𝑡|𝐾 ∶ 𝐾 → ℂ}𝑡∈𝐸 等度连续,那么 𝑓 也连续.

关于等度连续的前提在以下两种情形自动成立:

(a) 𝑇 是度量空间而 𝑓𝑡(𝑠)是 (𝑡, 𝑠)的连续函数;
(b) 𝑇 离散 (例如 𝑇 = ℤ≥0)而且每个 𝑓𝑡 皆连续.

证明 先说明 𝑓 的连续性. 给定 𝜖 > 0. 连续性对变量 𝑠是局部性质,所以不妨设 𝑠, 𝑠′

属于 Ω的某个紧子集 𝐾;再取紧子集 𝐸 ⊂ 𝑇 使得 ∫𝑇 ∖𝐸 sup𝑠∈Ω |𝑓𝑡(𝑠)| d𝜇(𝑡) < 𝜖
3 ;留意到
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𝜇(𝐸)有限. 当 |𝑠 − 𝑠′|充分小时,等度连续导致 sup𝑡∈𝐸 |𝑓𝑡(𝑠) − 𝑓𝑡(𝑠′)| < 𝜇(𝐸)−1 𝜖
3 . 所以

|𝑓 (𝑠) − 𝑓(𝑠′)| ≤ (∫𝐸
+ ∫𝑇 ∖𝐸) |𝑓𝑡(𝑠) − 𝑓𝑡(𝑠′)| d𝜇(𝑡)

≤ ∫𝐸
|𝑓𝑡(𝑠) − 𝑓𝑡(𝑠′)| d𝜇(𝑡) + 2 ∫𝑇 ∖𝐸

sup
𝑠∈Ω

|𝑓𝑡(𝑠)| d𝜇(𝑡) < 𝜖
3 + 2𝜖

3 = 𝜖.

接着说明等度连续性成立的情形. 在情形 (a), 𝑇 × Ω的拓扑来自度量

𝑑((𝑡, 𝑠), (𝑡′, 𝑠′)) ∶= max {𝑑𝑇 (𝑡, 𝑡′), ‖𝑠 − 𝑠′‖} .

按条件可知 (𝑡, 𝑠) ↦ 𝑓𝑡(𝑠)在紧集 𝐸 × 𝐾 上一致连续. 因为

∀𝑡 ∈ 𝐸, 𝑑((𝑡, 𝑠), (𝑡, 𝑠′)) = ‖𝑠 − 𝑠′‖,

一致连续蕴涵 {𝑓𝑡|𝐾 }𝑡∈𝐸 等度连续. 因为离散空间是度量空间, 情形 (b)是 (a)的一个
特例.

命题 A.3.3 设 (𝑓𝑡)𝑡∈𝑇 是 Ω 上的一族全纯函数, 服从于引理 A.3.2 的前提, 则 𝑓 ∶=
∫𝑇 𝑓𝑡 d𝜇(𝑡)也是 Ω上的全纯函数,而且

𝑓 (𝑚) = ∫𝑇
𝑓 (𝑚)

𝑡 d𝜇(𝑡), 𝑚 ∈ ℤ≥0.

证明 引理 A.3.2确保 𝑓 连续. 考虑 Ω中任一个由逐段光滑曲线围出的单连通区域 Δ,
则 Fubini定理给出

∮𝜕Δ
𝑓(𝑠) d𝑠 = ∮𝜕Δ ∫𝑇

𝑓𝑡(𝑠) d𝜇(𝑡) d𝑠 = ∫𝑇 ∮𝜕Δ
𝑓𝑡(𝑠) d𝑠 d𝜇(𝑡)

因 𝑓𝑡 全纯故积分为 0,由Morera定理 [63, §3.3,定理 3]遂得 𝑓 全纯.

设 𝑚 ∈ ℤ≥1 而 𝑠 ∈ Ω. 取 𝜖 ∈ ℝ>0 充分小, Cauchy积分公式配合 Fubini定理给出

𝑓 (𝑚)(𝑠) = 𝑚!
2𝜋𝑖 ∮|𝑧−𝑠|=𝜖

𝑓(𝑧)
(𝑧 − 𝑠)𝑚+1 d𝑧

= 𝑚!
2𝜋𝑖 ∮|𝑧−𝑠|=𝜖 ∫𝑇

𝑓𝑡(𝑧)
(𝑧 − 𝑠)𝑚+1 d𝜇(𝑡) d𝑧

= ∫𝑇

𝑚!
2𝜋𝑖 ∮|𝑧−𝑠|=𝜖

𝑓𝑡(𝑧)
(𝑧 − 𝑠)𝑚+1 d𝑧 d𝜇(𝑡)

= ∫𝑇
𝑓 (𝑚)

𝑡 (𝑠) d𝜇(𝑡).
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明所欲证.

命题 A.3.4 设 𝑓1, 𝑓2, …是 Ω上的一族全纯函数,并且∑𝑛≥1 𝑓𝑛 在紧子集上正规收敛,则
𝑓 ∶= ∑𝑛≥1 𝑓𝑛 也是 Ω上的全纯函数,而且

𝑓 (𝑚) = ∑
𝑛≥1

𝑓 (𝑚)
𝑛 , 𝑚 ∈ ℤ≥0.

证明 在命题 A.3.3中取 𝑇 = ℤ≥1 而 𝜇为计数测度,化积分为级数. 因为 𝑓1, 𝑓2, …皆连
续,所需的等度连续性根据引理 A.3.2自动成立.

A.4 无穷乘积

定义 A.4.1 考虑复数列 𝑢1, 𝑢2, …. 若乘积 Π𝑁 ∶= 𝑢1 ⋯ 𝑢𝑁 在当 𝑁 → ∞时有非零的极
限,则称无穷乘积∏∞

𝑘=1 𝑢𝑘 条件收敛.

极限非零蕴涵各项 𝑢𝑘皆非零,而 lim𝑘→∞ 𝑢𝑘 = 1. 若∏𝑘 𝑢𝑘收敛,则∏𝑘 𝑢𝑎
𝑘 = (∏𝑘 𝑢𝑘)𝑎

亦然 (𝑎 ∈ ℤ).

注记 A.4.2 因为探讨 ∏𝑘 𝑢𝑘 的收敛性时可以舍弃有限项, 有时不妨便宜行事, 容许
𝑢1, 𝑢2, …中至多有限项取零,其余仍收敛如上,这时也可说∏𝑘≥1 𝑢𝑘 “收敛到零”. 譬如复
变函数论经典的公式 (见 [62, §1.7 (3)])

sin(𝜋𝑠)
𝜋𝑠 =

∞

∏
𝑛=1 (1 − 𝑠2

𝑛2 )

即是一例: 当 𝑠 ∈ ℤ ∖ {0}时第 𝑛 = |𝑠|项取零,正对应 sin(𝜋𝑠)
𝜋𝑠 的所有零点. 本节关于收敛

性和全纯性的结果都能延伸到这类情形.

以下将无穷乘积的通项写为

𝑢𝑘 = 1 + 𝑎𝑘, 𝑎𝑘 ∈ ℂ ∖ {−1}, lim
𝑘→∞

𝑎𝑘 = 0.

这时对充分大的 𝑘有 |𝑎𝑘| < 1,从而可取 log(1 + 𝑎𝑘)使其幅角落在 [ −𝜋
2 , 𝜋

2 ];对于其它有
限多项,取 log(1 + 𝑎𝑘)的任意分支. 综之,

𝑁

∏
𝑘=1

(1 + 𝑎𝑘) = exp
⎛
⎜
⎜
⎝

𝑁

∑
𝑘=1

log(1 + 𝑎𝑘)
⎞
⎟
⎟
⎠

. (A.4.1)
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兹断言
∞

∏
𝑘=1

(1 + 𝑎𝑘)条件收敛 ⟺
∞

∑
𝑘=1

log(1 + 𝑎𝑘)条件收敛.

诚然, 方向 ⟸ 由 (A.4.1) 一眼可见. 现在假设 ∏𝑘(1 + 𝑎𝑘) 条件收敛到 exp(𝐿) ∈
ℂ ∖ {0}. 当 𝑁 → ∞时 (A.4.1)导致 ∑𝑁

𝑘=1 log(1 + 𝑎𝑘)在 mod 2𝜋𝑖ℤ意义下趋近 𝐿;然而
log(1 + 𝑎𝑘) → 0而 2𝜋𝑖ℤ是 ℂ的离散子群,所以∑𝑘 log(1 + 𝑎𝑘)必收敛到某个 𝐿 + 2𝜋𝑖𝑚,
其中 𝑚 ∈ ℤ,故 ⟹ 得证.

定义 A.4.3 若∑∞
𝑘=1 |log(1 + 𝑎𝑘)|收敛,则我们称无穷乘积 (1 + 𝑎1)(1 + 𝑎2) ⋯绝对收敛于

∏∞
𝑘=1(1 + 𝑎𝑘),或径称收敛. 当 ∀𝑎𝑘 ≥ 0时,这等价于条件收敛.

由于绝对收敛的无穷级数可以任意重排,根据 (A.4.1),绝对收敛的无穷乘积亦然.

命题 A.4.4 对任意复数列 𝑎1, 𝑎2, … ∈ ℂ ∖ {−1},无穷乘积∏∞
𝑘=1(1 + 𝑎𝑘)绝对收敛当且仅

当∑∞
𝑘=1 𝑎𝑘 绝对收敛.

证明 两边的条件都蕴涵 𝑎𝑘 → 0. 不妨设 |𝑎𝑘| < 1,则有

|
log(1 + 𝑎𝑘)

𝑎𝑘
− 1| =

|∑
𝑚≥1

(−1)𝑚 |𝑎𝑘|𝑚

𝑚 + 1|
≤ ∑

𝑚≥1
|𝑎𝑘|𝑚

= |𝑎𝑘|(1 − |𝑎𝑘|)−1 𝑘→∞ 0.

特别地, 𝑘 → ∞时 | log(1 + 𝑎𝑘)| ∼ |𝑎𝑘|−1. 由此见得∑𝑘 |log(1 + 𝑎𝑘)|和∑𝑘 |𝑎𝑘|的收敛性
等价.

现给定 ℂ的非空开子集 Ω和一族函数 𝑓𝑛 ∶ Ω → ℂ ∖ {0}. 考虑无穷乘积∏𝑛≥1 𝑓𝑛(𝑠),
其中 𝑠 ∈ Ω. 按前述办法用 log化乘积为级数,就可代入 §A.3的框架.

命题 A.4.5 设 𝑓𝑛 ∶ Ω → ℂ ∖ {0}是一族全纯函数 (𝑛 ∈ ℤ≥1),并且假设在 Ω的每个紧子
集上 𝑓𝑛 皆有以下性质

⋄ 当 𝑛充分大时,存在 𝑔𝑛 使得 𝑓𝑛(𝑠) = exp(𝑔𝑛(𝑠));
⋄ 承上, ∑𝑛 𝑔𝑛(𝑠)在该紧子集上正规收敛.

则∏𝑛≥1 𝑓𝑛 收敛到全纯函数 𝑓 ∶ Ω → ℂ ∖ {0},进一步, 𝑓 满足于

𝑓 ′

𝑓 = ∑
𝑛≥1

𝑓 ′
𝑛

𝑓𝑛
.

证明 鉴于之前讨论和 (A.4.1),这是命题 A.3.4的直接结论.
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定理 A.4.6 (Euler乘积) 假设复数列 (𝑎𝑛)𝑛≥1 满足乘性,亦即

𝑛, 𝑚互素 ⟹ 𝑎𝑛𝑚 = 𝑎𝑛𝑎𝑚, 𝑎1 = 1,

则∑𝑛≥1 |𝑎𝑛|收敛当且仅当∏𝑝∶素数∑𝑘≥0 |𝑎𝑝𝑘 |收敛,而此时

∞

∑
𝑛=1

𝑎𝑛 = ∏
𝑝∶素数(∑

𝑘≥0
𝑎𝑝𝑘)

,

右式是按定义 A.4.3绝对收敛的无穷乘积.

证明 先注意到若 (𝑎𝑛)𝑛≥1 满足乘性,则 (|𝑎𝑛|)𝑛≥1 亦然. 对任意素数 𝑝1 < ⋯ < 𝑝ℎ 及非负
整数 𝑒1, … , 𝑒ℎ,正整数的唯一分解性给出

𝑒1

∑
𝑘=0

𝑎𝑝𝑘
1

⋯
𝑒ℎ

∑
𝑘=0

𝑎𝑝𝑘
ℎ

= ∑
𝑛=𝑝𝑓1

1 ⋯𝑝𝑓ℎ
ℎ

∀𝑖, 0≤𝑓𝑖≤𝑒𝑖

𝑎𝑛. (A.4.2)

现在设∑𝑛≥1 |𝑎𝑛|收敛. 对每个素数 𝑝,命

𝐴𝑝 ∶= ∑
𝑘≥0

𝑎𝑝𝑘 = 1 + ∑
𝑘≥1

𝑎𝑝𝑘 .

命题 A.4.4说明无穷乘积∏𝑝 𝐴𝑝 绝对收敛: 仅须注意到∑𝑝 |∑𝑘≥1 𝑎𝑝𝑘 |被∑𝑛≥1 |𝑎𝑛|
控制即可. 以 |𝑎𝑛|代 𝑎𝑛,立见此时∏𝑝∶素数∑𝑘≥0 |𝑎𝑝𝑘 |也收敛.

依然设∑𝑛≥1 |𝑎𝑛|收敛. 对任意正整数𝑁 ,绝对收敛级数的相乘理论给出

|∑𝑛≥1
𝑎𝑛 − ∏

𝑝<𝑁
𝐴𝑝|

≤ ∑
𝑛≥1

有素因子 ≥𝑁

|𝑎𝑛| ≤ ∑
𝑛≥𝑁

|𝑎𝑛|.

最右式在𝑁 → ∞时趋近于 0. 因之∑𝑛≥1 𝑎𝑛 = ∏𝑝 𝐴𝑝.
反过来假设∏𝑝 ∑𝑘≥0 |𝑎𝑝𝑘 |收敛,从 (A.4.2)对 |𝑎𝑛|的情形可见对所有正整数𝑁 ,

𝑁

∑
𝑛=1

|𝑎𝑛| ≤ ∏
𝑝∶素数
𝑝≤𝑁

(
1 +

∞

∑
𝑘=1

|𝑎𝑝𝑘 |
)

≤ ∏
𝑝∶素数(

1 +
∞

∑
𝑘=1

|𝑎𝑝𝑘 |
)

故∑𝑛≥1 |𝑎𝑛|也收敛.

关于 Euler 乘积, 最著名的例子是取乘性复数列 𝑎𝑛 = 𝑛−𝑠 代入定理 A.4.6, 其中
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𝑠 ∈ ℂ. 相应的无穷乘积是∏𝑝(1 + 𝑝−𝑠 + 𝑝−2𝑠 + ⋯). 回忆到∑𝑛≥1 𝑛−𝑠 绝对收敛的充要条
件是 Re(𝑠) > 1,对之得到无穷乘积

∏
𝑝∶素数

(1 − 𝑝−𝑠)
−1 = ∏

𝑝∶素数
∑
𝑘≥0

𝑝−𝑘𝑠, Re(𝑠) > 1.

相关的一则有趣应用是取 𝑎𝑛 ∶= 1
𝑛 > 0,推导

∑
𝑝∶素数

1
𝑝 = +∞.

设若不然,应用命题 A.4.4可知∏𝑝(1 − 𝑝−1)收敛,故∏𝑝(1 − 𝑝−1)−1 = ∏𝑝 ∑𝑘≥0 𝑝−𝑘亦收
敛. 代入定理 A.4.6可知∑𝑛≥1

1
𝑛 亦收敛,矛盾.

Euler依此给出素数个数无限的解析证明. 此结果也是解析数论的开端之一.

A.5 调和分析
本节旨在摘录 ℝ𝑛 或 ℝ𝑛/ℤ𝑛 上关于 Fourier变换的基本结果,继而导出 Poisson求和

公式,这是探究模形式或自守形式理论的一件利器. 理论细节是分析学的任务,这里就
不掠美了.

定义 𝕊1 ∶= {𝑧 ∈ ℂ× ∶ |𝑧| = 1},它对乘法成为拓扑群. 以下将考虑一对交换群 𝐴和
𝐴∨,群运算记为加法,它们都带有

⋄ 局部紧 Hausdorff拓扑群的结构,
⋄ 平移不变测度,
⋄ 连续映射 [⋅, ⋅] ∶ 𝐴 × 𝐴∨ → {𝑧 ∈ ℂ× ∶ |𝑧| = 1},满足于

[𝑎 + 𝑏, 𝛼] = [𝑎, 𝛼][𝑏, 𝛼], [𝑎, 𝛼 + 𝛽] = [𝑎, 𝛼][𝑎, 𝛽],
[𝑎, ⋅] = 1 ⟺ 𝑎 = 0, [⋅, 𝛼] = 1 ⟺ 𝛼 = 0.

固定 𝑛 ∈ ℤ≥1. 本节仅考虑三种具体情形:

(a) 向量空间 𝐴 = 𝐴∨ = ℝ𝑛,带有 Lebesgue测度和标准的拓扑群结构.

(b) 𝑛维环面 𝐴 = ℝ𝑛/ℤ𝑛 ≃ (ℝ/ℤ)𝑛, 𝐴∨ = ℤ𝑛. 赋 𝐴以 Lebesgue测度的商测度,它是 𝐴上
满足 vol(𝐴) = 1的不变测度,具下述性质: 如果 𝑓 是 ℝ𝑛 上的 ℤ𝑛-不变连续函数,则

∫ℝ𝑛/ℤ𝑛
𝑓(�̄�) d�̄� = ∫[0,1]𝑛

𝑓(𝑥) d𝑥; (A.5.1)

实际上 [0, 1]𝑛是 ℝ𝑛在 ℤ𝑛平移作用下的基本区域,见定义 A.2.1. 另一方面,赋予 𝐴∨

离散拓扑和计数测度,亦即 ∫ℤ𝑛 𝑔(𝜉) d𝜉 = ∑𝜉∈ℤ𝑛 𝑔(𝜉).
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(c) 同上,但取 𝐴 = ℤ𝑛 而 𝐴∨ = ℝ𝑛/ℤ𝑛.

用 (𝑥, 𝜉) ↦ 𝑥 ⋅ 𝜉 表示 ℝ𝑛 空间上的标准内积. 对每一情况都取 [⋅, ⋅]为

[𝑥, 𝜉] ∶= 𝑒2𝜋𝑖𝑥⋅𝜉 , 𝑥 ∈ 𝐴, 𝜉 ∈ 𝐴∨.

请读者验证此式在每个具体情形下都是良定的,而且满足上述要求. 测度既然取定,对
于 𝐴或 𝐴∨ 上的函数可以谈论可积性, 𝐿𝑝 范数等等;可积函数也径称为 𝐿1 函数.
对于 𝐴上的 𝐿1 函数 𝑓 ,定义 𝐴∨ 上函数

̌𝑓 (𝜉) ∶= ∫𝐴
𝑓(𝑥)[𝑥, 𝜉] d𝑥.

有时 ̌𝑓 也标作 𝑓 ∨ 或 ℱ 𝑓 . 积分的收敛性和连续性来自以下结果.

引理 A.5.1 设 𝑓 ∈ 𝐿1(𝐴),则定义 ̌𝑓 (𝜉)的积分收敛,并给出 𝐴∨ 上的一致连续函数.

证明 收敛性缘于 | ̌𝑓 (𝜉)| ≤ ∫𝐴 |𝑓 (𝑥)| d𝑥 = ‖𝑓‖𝐿1 . 进一步,

| ̌𝑓 (𝜉 + 𝜂) − ̌𝑓 (𝜉)| ≤ ∫𝐴
|𝑓 (𝑥)| ⋅ |[𝑥, 𝜉 + 𝜂] − [𝑥, 𝜉]| d𝑥

= ∫𝐴
|𝑓 (𝑥)| ⋅ |[𝑥, 𝜂] − 1| d𝑥.

末项和 𝜉 无关. 由于 |𝑓 (𝑥)| ⋅ |[𝑥, 𝜂] − 1| ≤ 2|𝑓(𝑥)|, Lebesgue控制收敛定理说明当 𝜂 → 0
时 ∫𝐴 |𝑓 (𝑥)| ⋅ |[𝑥, 𝜂] − 1| d𝑥趋近于 0. 证毕.

基于定义的对称性,如果 𝑓 ∨在 𝐴∨上也是 𝐿1,那么还能考虑 𝐴上的函数 𝑓 ∨∨. 下面
摘录关于 Fourier反演的两条标准事实.

定理 A.5.2 (Fourier反演) 如果 𝑓, ̌𝑓 都是 𝐿1 的,那么 𝑓 ∨∨(𝑥) = 𝑓(−𝑥)在 𝐴上几乎处处
成立.

在 𝐴 = ℝ或 𝐴 = ℝ/𝑍 的情形,如果 𝑓 ∈ 𝐿1(𝐴)是局部有界变差函数,那么

𝑓(𝑥−) + 𝑓(𝑥+)
2 =

⎧⎪
⎪
⎨
⎪
⎪⎩

lim
𝑇 →+∞ ∫

𝑇

−𝑇
𝑓 ∨(𝜉)[𝑥, 𝜉] d𝜉, 𝐴 = ℝ

lim
𝑁→+∞

𝑁

∑
𝜉=−𝑁

𝑓 ∨(𝜉)[𝑥, 𝜉], 𝐴 = ℝ/ℤ

也处处成立;右式是所谓的 Cauchy主值积分. 见 [53, §1.9, Theorem 3].

证明 第一部分是基础调和分析: 对于 𝐴 = ℝ𝑛 情形,可参考 [26, Exercise 2.2.6];环面情
形可参考 [26, Theorem 3.1.14]. 关于 ℝ或 ℝ/ℤ的第二部分则是 Jordan–Dirichlet定理,见
[53, §1.9, Theorem 3].
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定理 A.5.3 (Parseval公式) 定义在 𝐿1(𝐴) ∩ 𝐿2(𝐴)上的变换 𝑓 ↦ ̌𝑓 唯一地延拓为等距
同构 𝐿2(𝐴) ∼→ 𝐿2(𝐴∨).

证明 文献同上.

尚有一则观察: 将 ℝ𝑛 的元素等同于列向量, 设 𝑓 ∈ 𝐿1(ℝ𝑛), 𝑎 ∈ GL(𝑛, ℝ) 而
𝑓𝑎(𝑥) ∶= 𝑓(𝑎𝑥),那么在积分中换元可得

(𝑓𝑎)∨(𝜉) = | det(𝑎)−1| ̌𝑓 (𝑡𝑎−1𝜉) , 𝜉 ∈ ℝ𝑛. (A.5.2)

定理 A.5.4 (Poisson求和公式) 假定 𝑓, ̌𝑓 ∈ 𝐿1(ℝ𝑛),并且存在常数 𝐶, 𝛿 > 0使得

sup {|𝑓(𝑥)|, | ̌𝑓 (𝑥)|} ≤ 𝐶(1 + |𝑥|)−𝑛−𝛿 , 𝑥 ∈ ℝ𝑛.

那么 𝑓, ̌𝑓 都是连续函数,而且

∑
𝜉∈ℤ𝑛

̌𝑓 (𝜉)𝑒−2𝜋𝑖𝑥⋅𝜉 = ∑
𝜉∈ℤ𝑛

𝑓(𝑥 + 𝜉), 𝑥 ∈ ℝ𝑛.

代入 𝑥 = 0给出∑𝜉∈ℤ𝑛 ̌𝑓 (𝜉) = ∑𝜉∈ℤ𝑛 𝑓(𝜉).

证明 我们复述 [26, Theorem 3.1.17]的标准论证. 首先 ̌𝑓 的连续性缘于 A.5.1,同理知
𝑓(𝑥) = 𝑓 ∨∨(−𝑥) (定理 A.5.2)连续. 今定义 𝜙(𝑥) = ∑𝜉∈ℤ𝑛 𝑓(𝑥 + 𝜉),定理的条件确保其收
敛,并且 ‖𝜙‖𝐿1(ℝ𝑛/ℤ𝑛) = ‖𝑓‖𝐿1(ℝ𝑛) < +∞. 对任意 𝜉 ∈ ℤ𝑛,因为 𝜂 ∈ ℤ𝑛 ⟹ 𝑒2𝜋𝑖(𝑥+𝜂)⋅𝜉 =
𝑒2𝜋𝑖𝑥⋅𝜉 ,商测度的性质 (A.5.1)蕴涵

̌𝜙(𝜉) = ∫ℝ𝑛/ℤ𝑛
𝜙(𝑥)𝑒2𝜋𝑖𝑥⋅𝜉 = ∑

𝜂∈ℤ𝑛 ∫𝜂+[0,1]𝑛
𝑓(𝑥)𝑒2𝜋𝑖𝑥⋅𝜉 d𝑥

= ∫ℝ𝑛
𝑓(𝑥)𝑒2𝜋𝑖𝑥⋅𝜉 d𝑥 = ̌𝑓 (𝜉).

又 ∑𝜉 ̌𝜙(𝜉) = ∑𝜉 ̌𝑓 (𝜉)按定理的条件也收敛,换言之 ̌𝜙 ∈ 𝐿1(ℤ𝑛). 现在对 𝜙应用 ℝ𝑛/ℤ𝑛

上的 Fourier反演 (定理 A.5.2)导出

∑
𝜉∈ℤ𝑛

̌𝑓 (𝜉)𝑒−2𝜋𝑖𝑥⋅𝜉 = ∑
𝜉∈ℤ𝑛

̌𝜙(𝜉)[𝜉, −𝑥]

= 𝜙(𝑥) = ∑
𝜉∈ℤ𝑛

𝑓(𝑥 + 𝜉).

明所欲证.

证明中的∑𝜂∈ℤ𝑛 ∫𝜂+[0,1]𝑛 = ∫ℝ𝑛 是自守形式理论常见 “开折”技巧的原型,值得留意.
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调和分析的抽象理论可以拓展到一般的局部紧交换群 𝐴上,这对自守形式的研究
十分重要,有兴趣的读者不妨移驾 [65,第三章].

A.6 Phragmén–Lindelöf原理
本节论及任意子集 𝑆 ⊂ ℝ 的下确界 inf 𝑆; 约定在 𝑆 无下界时 inf 𝑆 = −∞, 而

inf ∅ = +∞. 凡是关于某函数 𝑔(𝑦)的阶的估计,都是对 |𝑦| → +∞而论.

定义 A.6.1 设 𝑎 < 𝑏为实数. 对定义在竖带 {𝑧 ∈ ℂ ∶ 𝑎 ≤ Re(𝑧) ≤ 𝑏}上的连续函数 𝐹 ,记

𝜇 = 𝜇𝐹 ∶ [𝑎, 𝑏] ⟶ ℝ ⊔ {±∞}
𝑐 ⟼ inf {𝑀 ∈ ℝ ∶ 𝑓(𝑐 + 𝑖𝑦) ≪ (1 + |𝑦|)𝑀 }

推而广之,选定 𝑇 ≥ 0,对于定义在 “单向”竖带区域

{𝑧 ∈ ℂ ∶ Re(𝑧) ∈ [𝑎, 𝑏], Im(𝑧) ≥ 𝑇 } 或 {𝑧 ∈ ℂ ∶ Re(𝑧) ∈ [𝑎, 𝑏], Im(𝑧) ≤ −𝑇 }

或两者之并上的 𝐹 ,按同样方法定义 𝜇𝐹 .

无论是上述哪种形式的竖带区域,本节均简称为竖带. 定义直接给出以下性质.

引理 A.6.2 设某竖带上的函数 𝐺皆满足 𝐺(𝑐 + 𝑖𝑦) ∼ (1 + |𝑦|)𝛼 ,其中 𝛼 ∈ ℝ而 𝑐 ∈ [𝑎, 𝑏],
那么 𝜇𝐺(𝑐) = 𝛼,而且对该竖带上所有函数 𝐹 都有 𝜇𝐹 𝐺(𝑐) = 𝜇𝐹 (𝑐) + 𝛼.

引理 A.6.3 设全纯函数 𝐹 定义在包含竖带 {𝑧 ∈ ℂ ∶ | Re(𝑧)| ≤ 𝜋
2 , Im(𝑧) ≥ 0}的某个开

集上. 假设 Re(𝑧) = ±𝜋
2 ⟹ |𝐹 (𝑧)| ≤ 1,而且存在常数 0 < 𝛼 < 1和 𝐶 > 0使得在竖带

上有估计
|𝐹 (𝑧)| ≪ exp (𝐶𝑒𝛼|𝑧|) ,

则 |𝐹 (𝑧)| ≤ 1在竖带上成立.

证明 取 𝛼 < 𝛽 < 1和 𝜖 > 0. 定义竖带上的全纯函数

𝐺𝜖(𝑧) ∶= 𝐹 (𝑧) exp (−2𝜖 cos(𝛽𝑧)) .

观察到 Re(cos 𝛽𝑧) = cosh(𝛽 Im(𝑧)) cos(𝛽 Re(𝑧)). 既然 0 < 𝛽 < 1,条件便导致 |𝑧| → +∞时
𝐺𝜖(𝑧) → 0. 此外,易见 Re(𝑧) = ±𝜋

2 或 Im(𝑧) = 0时 |𝐺𝜖(𝑧)| ≤ |𝐹 (𝑧)| ≤ 1. 复变函数论的极
大模原理遂对竖带中的任一点 𝑧给出 |𝐺𝜖(𝑧)| ≤ 1,亦即

|𝐹 (𝑧)| ≤ exp (2𝜖 Re cos(𝛽𝑧)) .

令 𝜖 → 0以导出 |𝐹 (𝑧)| ≤ 1.
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定理 A.6.4 (Phragmén–Lindelöf) 选定实数 𝑇 > 0和 𝑎 < 𝑏. 设全纯函数 𝐹 定义在 ℂ中
包含竖带

𝐷 ∶= {𝑧 ∈ ℂ ∶ Re(𝑧) ∈ [𝑎, 𝑏], Im(𝑧) ≥ 𝑇 }

的开集上,并且存在 𝐶, 𝜆 ≥ 0使得在定义域内 𝐹 (𝑧) ≪ exp(𝐶|𝑧|𝜆). 那么 𝜇是 [𝑎, 𝑏]上的
凸向下函数;换言之, 𝜇的函数图形落在连接 (𝑎, 𝜇(𝑎))和 (𝑏, 𝜇(𝑏))两点的线段下方.
同样性质对 {𝑧 ∶ 𝑎 ≤ Re(𝑧) ≤ 𝑏, Im(𝑧) ≤ −𝑇 }或整条竖带 {𝑧 ∶ Re(𝑧) ∈ [𝑎, 𝑏]}亦

成立.

证明 仅须处理 Re(𝑧) ∈ [𝑎, 𝑏]且 Im(𝑧) ≥ 𝑇 的情形: 以 𝐹 (𝑧)代 𝐹 (𝑧)即可导出 Im(𝑧) ≤
−𝑇 版本;而因为在 𝜇的定义中可不论虚部 ∈ [−𝑇 , 𝑇 ]的部分,两者并用就导出整条竖带
Re(𝑧) ∈ [𝑎, 𝑏]的情形.
对参数 𝑧作适当的仿射变换以化约到 [𝑎, 𝑏] = [ −𝜋

2 , 𝜋
2 ]情形. 选取 𝜇′(𝑎) > 𝜇(𝑎)和

𝜇′(𝑏) > 𝜇(𝑏),命

𝑘(𝑧) ∶= 𝜇′(𝑎) ⋅ 𝑧 − 𝑐
𝑏 − 𝑎 + 𝜇′(𝑏) ⋅ 𝑧 − 𝑎

𝑏 − 𝑎 , Re(𝑧) ∈ [𝑎, 𝑏].

因为 𝑇 > 0,可在含 𝐷的适当开集上定义

𝐺(𝑧) ∶= exp (−𝑘(𝑧) log(−𝑖𝑧))

这里取 log的主分支 (定义在 ℂ ∖ ℝ≥0 上). 易见对所有 𝑐 ∈ [𝑎, 𝑏]都有 𝜇𝐺(𝑐) = −𝑘(𝑐),并
且 𝐹 𝐺仍满足断言中的增长条件. 应用引理 A.6.3从 𝜇𝐹 𝐺(𝑎), 𝜇𝐹 𝐺(𝑏) < 0导出 𝐹 𝐺有界,
故 𝜇𝐹 𝐺 ≤ 0;根据引理 A.6.2,这又回头给出 𝜇𝐹 (𝑐) ≤ 𝑘(𝑐). 让 𝜇′(𝑎), 𝜇′(𝑏)分别趋近 𝜇(𝑏),
𝜇(𝑎)即得所求.

设 𝐹 为 ℂ上的全纯函数,其阶定义为

inf {𝜆 ≥ 0 ∶ 𝐹 (𝑧) ≪ exp(|𝑧|𝜆)} .

于是定理 A.6.4适用于 ℂ上的一切有限阶全纯函数.
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Riemann曲面是一维连通复流形的别名,详阅专著如 [60]或 [64,第七章]等. 本附
录仅介绍最基本的性质和定义,至于亚纯截面的存在性和 Riemann–Roch定理的详细证
明,因为涉及较深工具,我们只能割爱. 介绍 Riemann曲面之前, §B.1将先确定层,局部
系统和层上同调的基本语汇; 局部系统的功能是充当上同调理论的系数, 将在第九章
用上.

本章谈论复叠映射时皆假设空间为连通,一如 [57,第五章]. 各种流形皆要求满足第
二可数公理.

B.1 层与局部系统
本节旨在确定关于层的术语和符号,不求覆盖层论的所有基本操作. 读者宜配合其

它文献如 [22, Chapter 2]或 [66,第 3章].

定义 B.1.1 设 𝑋 为拓扑空间,其上取值在交换群范畴 Ab里的预层是指以下资料:

⋄ 函数 ℱ ,它为 𝑋 的每个开子集 𝑈 指定一个交换群 ℱ (𝑈);
⋄ 对于 𝑋 的所有开子集 𝑉 ⊂ 𝑈 ,指定群同态 𝜌𝑈

𝑉 ∶ ℱ (𝑈) → ℱ (𝑉 ),使得 𝜌𝑈
𝑈 = id,而

且对任何开子集𝑊 ⊂ 𝑉 ⊂ 𝑈 皆有 𝜌𝑉
𝑊 𝜌𝑈

𝑉 = 𝜌𝑈
𝑊 .

若以下粘合条件成立则称 ℱ 为层: 对于所有开集 𝑉 , 开覆盖 𝑉 = ⋃𝑖∈𝐼 𝑊𝑖 和一族
𝑓𝑖 ∈ ℱ (𝑊𝑖),若有相容条件

∀𝑖, 𝑗 ∈ 𝐼, 𝜌𝑊𝑖
𝑊𝑖∩𝑊𝑗

(𝑓𝑖) = 𝜌𝑊𝑗
𝑊𝑖∩𝑊𝑗

(𝑓𝑗)

则存在唯一的 𝑓 ∈ ℱ (𝑉 )使得 ∀𝑖 ∈ 𝐼, 𝑓𝑖 = 𝜌𝑉
𝑊𝑖

(𝑓 ). 换言之,下图使 ℱ (𝑉 )成为 [59, §2.7]
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介绍的等化子

ℱ (𝑉 ) ∏𝑖∈𝐼 ℱ (𝑊𝑖) ∏(𝑖,𝑗)∈𝐼2 ℱ (𝑊𝑖 ∩ 𝑊𝑗).
(𝜌𝑊

𝑉𝑖 )𝑖∈𝐼
(𝜌𝑊𝑖

𝑊𝑖∩𝑊𝑗 )𝑖,𝑗

(𝜌𝑊𝑗
𝑊𝑖∩𝑊𝑗 )𝑖,𝑗

定义中还可以将 Ab换成其它范畴,例如集合范畴 Set.

注记 B.1.2 按集合论惯例 (见 [59, §1.1]), “空族” 𝐼 = ∅给出空集的开覆盖. 层的定义遂
导致 ℱ (∅)只能有一个元素,即 ℱ (∅) = {0}.

称 ℱ (𝑈)的元素为 ℱ 在 𝑈 上的截面. 常用记法是 Γ(𝑈, ℱ ) ∶= ℱ (𝑈). 映射 𝜌𝑈
𝑉 也称

为从 𝑈 到 𝑉 的限制映射,常记 𝑠|𝑉 ∶= 𝜌𝑈
𝑉 (𝑠). 层的条件相当于说相容的局部截面族可以

唯一地粘合.
设 ℱ , 𝒢 为 𝑋 上的预层. 其间的态射 𝜑 ∶ ℱ → 𝒢 按定义是一族同态 𝜑𝑈 ∶ ℱ (𝑈) →

𝒢 (𝑉 ),其中 𝑈 遍历开子集,使得下图对所有 𝑉 ⊂ 𝑈 交换:

ℱ (𝑈) 𝒢 (𝑈)

ℱ (𝑉 ) 𝒢 (𝑉 ).

𝜑𝑈

𝜑𝑉

定义预层 ℱ 在 𝑥 ∈ 𝑋的茎为滤过极限 lim−−→𝑈∋𝑥 ℱ (𝑈),其中 𝑈 遍历 𝑥的开邻域,极限
对 𝜌𝑈

𝑉 定义;见 [59, §2.7]. 预层的态射自然诱导茎之间的态射.
今后主要关心的是层. 我们称 ℱ 在层论意义下成为环,如果每个 ℱ (𝑈)都具有环结

构,使得所有 𝜌𝑈
𝑉 皆为环同态 (换言之 ℱ 取值在环范畴 Ring);如果所有 ℱ (𝑈)皆交换则

称 ℱ 交换 (亦即取值在交换环范畴). 准此要领,对于环层 𝒪 如上,还可以定义层论意义
的 𝒪-模和 𝒪-代数,前提是 𝒪 交换.

例 B.1.3 (常值层) 设 𝐴为交换群,相应的常值层是 𝐴𝑋 ∶ 𝑈 ↦
{

𝑈
𝑓

𝐴 ∶局部常值
}

,

经常也简写为 𝐴. 特别地,我们可以定义零层.

例 B.1.4 定义 𝒞 (𝑈) ∶=
{

𝑈
𝑓

ℂ ∶连续
}

,那么 𝒞 成为 𝑋 上的层,这是因为连续函数

可以粘合. 此层对连续函数的逐点代数运算成为环,它还是常值层 ℂ上的代数.

设 𝜑 ∶ ℱ → 𝒢 为层的态射. 其核 ker 𝜑 定义为层 𝑈 ↦ ker 𝜑𝑈 . 另一方面, 𝑈 ↦
im(𝜑𝑈 )一般只是预层而非层. 我们定义 im 𝜑其为其 “层化”. 依此在层论意义下谈论单
性和满性. 展开定义可见 𝜑为满当且仅当对所有 𝑠 ∈ 𝒢 (𝑈),存在开覆盖 𝑈 = ⋃𝑖 𝑈𝑖 使得
对每个 𝑖,限制 𝜌𝑈

𝑈𝑖
(𝑠)来自 ℱ (𝑈𝑖). 交换代数和同调代数可在层上操作,例如对 𝒪-模可以
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定义张量积 ℱ ⊗
𝒪

𝒢 ,依此类推.

设 𝑓 ∶ 𝑋 → 𝑌 为连续映射. 对于 𝑋 上的层 ℱ ,其正像定为 𝑓∗ℱ ∶ 𝑉 ↦ ℱ (𝑓 −1𝑉 ),
这是 𝑌 上的层. 逆像 𝑓 ∗ℱ 的定义则相对复杂: 它是预层 𝑈 ↦ lim−−→𝑉 ⊃𝑓(𝑈) ℱ (𝑉 )的层化.

一般而言 (𝑓 ∗ℱ )𝑥 = ℱ𝑓(𝑥). 对于开子集的嵌入 𝑗 ∶ 𝑈 ↪ 𝑋, 逆像 𝑗∗ℱ 简化为
𝑈 ↦ ℱ (𝑗𝑈),也记为 ℱ |𝑈 .

定义 B.1.5 对于空间𝑋上的层ℒ ,若存在开覆盖𝑋 = ⋃𝑖 𝑈𝑖,使得ℒ|𝑈𝑖 对每个 𝑖都是常
值层,则称ℒ 为 𝑋 上的局部常值层.
如果 𝕜为交换环,而上述之ℒ 取值在 𝕜-模范畴 𝕜-Mod中,使得每个常值层ℒ|𝑈𝑖 都

来自某个有限秩自由 𝕜-模 𝑉𝑖,则称ℒ 为局部系统. 若ℒ 在𝑋上已来自某个有限秩自由
𝕜-模 𝑉 ,则称之为平凡局部系统. 对局部系统有直和,张量积和取对偶等标准操作.

当 𝑋 连通时,局部系统的秩可以等价地定义为上述任一个 𝑉𝑖 的秩. 当 𝑋 道路连通
时,选定 𝑥0 ∈ 𝑋,则秩 𝑟局部系统作为范畴等价于基本群的 𝑟维表示 𝜋1(𝑋, 𝑥0) → GL(𝑟, 𝕜)
范畴.

已知空间 𝑋 上的层构成 Abel 范畴 Shv(𝑋), 含有足够多的内射对象, 而截面函子
Γ(𝑋, ⋅) ∶ Shv(𝑋) → Ab左正合. 我们以层上同调的定义收尾.

定义 B.1.6 设 ℱ 是 Shv(𝑋)的对象. 相应的层上同调定义为右导出函子 H•(𝑋, ℱ ) ∶=
R•Γ(𝑋, ℱ ). 推而广之,设 𝒞 是由 Shv(𝑋)中元素组成的左有界复形,我们可以定义相应
的超上同调 H•(𝑋, 𝒞 ).

对于常值层 𝐴和合理1的拓扑空间 𝑋,层上同调 H•(𝑋, 𝐴)典范同构于代数拓扑学中
以 𝐴为系数的奇异上同调. 若用局部系统替代常值层,其产物可以设想为带扭曲系数的
上同调理论,这是定义局部系统的原初动机.

B.2 Riemann曲面概貌
设 𝑋 是 Hausdorff拓扑空间,其上的复坐标卡是指具备下述性质的资料 (𝑈, 𝑧):

⋄ 𝑈 ⊂ 𝑋 是开子集,
⋄ 𝑧 ∶ 𝑈 → ℂ是连续映射使得 𝑧(𝑈) ⊂ ℂ为开,而 𝑈 𝑧 𝑧(𝑈)是同胚.

称两个复坐标卡 (𝑈, 𝑧)和 (𝑉 , 𝑤)为相容的,如果 𝑤 ∘ 𝑧−1|𝑧(𝑈∩𝑉 ) ∶ 𝑧(𝑈 ∩ 𝑉 ) → 𝑤(𝑈 ∩ 𝑉 )
是 ℂ中开子集之间的全纯双射,而且其逆也全纯. 可以设想 𝑧是 𝑈 上的局部坐标.

定义 B.2.1 所谓 Riemann曲面,系指一个 Hausdorff拓扑空间 𝑋 配上一族 𝑋 的复坐标
卡 𝒜 = {(𝑈, 𝑧)} (常称为 𝑋 的图册),满足以下条件

(i) 𝑋 满足第二可数公理,见 §A.1的回顾;

(ii) 𝑋 = ⋃(𝑈,𝑧)∈𝒜 𝑈 ;

1仿紧并且局部可缩.
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(iii) 𝒜 中任两个复坐标卡皆相容;

(iv) 𝒜 满足极大性: 若 𝑋 的复坐标卡 (𝑉 , 𝑤)与 𝒜 中元素皆相容,则 (𝑉 , 𝑤) ∈ 𝒜 .

另外,本书在大部分场合还要求 𝑋 连通.

引入条件 (iv)是为了理论的整齐,事实上从满足 (i) — (iii)的图册 𝒜0 出发，总能添入所
有与之相容的复坐标卡以得到唯一的 𝒜 ,使之满足 (i) — (iv). 这和微分流形的情形完全
类似.

给定 Riemann曲面 𝑋,任意开子集 𝑉 ⊂ 𝑋 本身也是 Riemann曲面 (未必连通). 称
开集 𝑉 ⊂ 𝑋 上的函数 𝑓 ∶ 𝑉 → ℂ是全纯函数,如果对 𝑋 的每个复坐标卡 (𝑈, 𝑧),函数
𝑓 ∘ 𝑧−1 ∶ 𝑧(𝑈) → ℂ都是全纯函数. 同理,若 𝑓 ∶ 𝑉 → ℂ ⊔ {∞}在每个复坐标卡下都给出
亚纯函数,则称 𝑓 是 𝑉 上的亚纯函数. 这些性质只须在任一族由复坐标卡构成的开覆盖
上验证. 今定义

𝒪𝑋(𝑉 ) ∶= {𝑓 ∶ 𝑉 → ℂ, 全纯}.

若 𝑊 ⊂ 𝑉 是开子集,则函数的限制给出同态 𝜌𝑉
𝑊 ∶ 𝒪𝑋(𝑉 ) → 𝒪𝑋(𝑊 );显然 𝜌𝑈

𝑈 = id而
𝑈 ⊃ 𝑉 ⊃ 𝑊 蕴涵 𝜌𝑉

𝑊 𝜌𝑈
𝑉 = 𝜌𝑈

𝑊 . 函数的全纯性当然是局部性质,于是 𝒪𝑋 ∶ 𝑉 ↦ 𝒪𝑋(𝑉 )
是 𝑋 上的层,对截面的逐点加法和乘法构成层论意义的 ℂ-代数.

定义 B.2.2 在 𝑋 连通的前提下, 𝑋 上的所有亚纯函数构成域,记为ℳ(𝑋).

定义 B.2.3 对于 Riemann曲面 𝑋 的点 𝑥,以及定义在 𝑥的某个连通开邻域上,不恒为零
的亚纯函数 𝑓 ,记 ord𝑥(𝑓 ) ∈ ℤ为 𝑓 在 𝑥处的消没次数或赋值;具体地说,取 𝑥附近的复
坐标卡,将 𝑓 在局部坐标 𝑧下展开为 Laurent级数

𝑓(𝑧) =
∞

∑
𝑘=𝑚

𝑎𝑘𝑧𝑘, 𝑚 ∈ ℤ, 𝑎𝑚 ≠ 0,

那么 𝑚 = ord𝑥(𝑓 ),这与坐标选取无关. 若 𝑓 在 𝑥附近恒为零,我们定义 ord𝑥(𝑓 ) = ∞.

可以将 ord𝑥(𝑓 )视为 𝑓 在 𝑥处的零点阶数, − ord𝑥(𝑓 )则是极点阶数.

注记 B.2.4 容易在局部坐标下验证

ord
𝑥

(1) = 0, ord
𝑥

(𝑓1𝑓2) = ord
𝑥

(𝑓1) + ord
𝑥

(𝑓2),

ord
𝑥

(𝑓1 + 𝑓2) ≥ min {ord
𝑥

(𝑓1), ord
𝑥

(𝑓2)} .

这正是代数学中离散赋值的条件,这使得 (ℳ(𝑋), ord𝑥)成为赋值域的基本例子,见 [59,
§10.3]. 将ℳ(𝑋)对 ord𝑥 完备化,见 [59, §10.2],结果同构于 ℂ((𝑧));同构依赖于局部坐标
𝑧的选取.
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定义 B.2.5 设𝑋, 𝑌 为 Riemann曲面,以下条件成立时称函数 𝜑 ∶ 𝑋 → 𝑌 为 (全纯)态射:

⋄ 𝜑是连续映射,
⋄ 对任意开集 𝑉 ⊂ 𝑌 和 𝑓 ∈ 𝒪𝑌 (𝑉 ),函数的拉回 𝑓 ↦ 𝑓𝜑给出同态 𝜑♯ ∶ 𝒪𝑌 (𝑉 ) →

𝒪𝑋(𝜑−1𝑉 ) = (𝜑∗𝒪𝑋)(𝑉 ).

态射的合成仍是态射,而 id𝑋 是态射. 称 Riemann曲面之间的态射 𝜑 ∶ 𝑋 → 𝑌 为同
构,如果存在态射 𝜓 ∶ 𝑌 → 𝑋 使得 𝜓𝜑 = id𝑋 而 𝜑𝜓 = id𝑌 ,写作 𝜑 ∶ 𝑋 ∼→ 𝑌 . 相对于合
成, 𝑋 的所有自同构成为群,记为 Hol(𝑋).

由于全纯函数可以从局部资料粘合,要验证 𝜑 ∶ 𝑋 → 𝑌 为态射,仅须选定开覆盖

𝑋 = ⋃𝑖 𝑈𝑖 和 𝑌 = ⋃𝑗 𝑉𝑗 ,并对每个 𝑖, 𝑗 验证 𝑈𝑖 ∩ 𝜑−1(𝑉𝑗)
𝜑

𝑉𝑗 是态射即可;一般常取
{𝑈𝑖}𝑖, {𝑉𝑗}𝑗 为一族复坐标卡.

注记 B.2.6 因为全纯函数是 𝐶∞ 的,一旦遗忘 Riemann曲面的复结构,就得到二维实流
形. 注意到 ℂ中的开集视为二维实流形具有标准的定向,使得 {1, 𝑖}是各点切空间 ℂ的
有向基: 选择定向相当于选择 −1的平方根 𝑖. 全纯映射必保定向 (见 [63, §2.3推论 2]).
因此 Riemann曲面视为二维实流形也带有标准定向,而且同构保持定向.

按代数学的视角, −1的平方根彼此共轭,并无标准选法,因而上述的 “标准”定向也
不过是约定俗成. 在代数几何的进阶理论中,这点反映为所谓的 Tate挠.

现在视 𝑋 为二维实流形,考察点 𝑝的切空间 𝑇𝑝𝑋 及其对偶,即余切空间 𝑇 ∗
𝑝 𝑋. 问题

是局部的，故先取定复坐标卡 (𝑈, 𝑧)以化约到 𝑋 = 𝑈 是 ℂ中开集,而 𝑧 = 𝑥 + 𝑖𝑦是坐标
函数的情形,此时

𝑇𝑝𝑋 = ℝ 𝜕
𝜕𝑥 ⊕ ℝ 𝜕

𝜕𝑦 , 𝑇 ∗
𝑝 𝑋 = ℝ d𝑥 ⊕ ℝ d𝑦. (对偶基).

在复几何中习惯取复化 𝑇𝑝𝑋 ⊗ ℂ和 𝑇 ∗
𝑝 𝑋 ⊗ ℂ,前者有基

𝜕
𝜕𝑧 ∶= 1

2 (
𝜕

𝜕𝑥 − 𝑖 𝜕
𝜕𝑦) , 𝜕

𝜕 ̄𝑧 ∶= 1
2 (

𝜕
𝜕𝑥 + 𝑖 𝜕

𝜕𝑦) ,

可直接验证它在 𝑇 ∗
𝑝 𝑋 ⊗ ℂ中的对偶基为

d𝑧 = d𝑥 + 𝑖 d𝑦, d ̄𝑧 = d𝑥 − 𝑖 d𝑦.

在 𝑇 ∗
𝑝 𝑋 ⊗ ℂ中有共轭运算 𝑎 d𝑥 + 𝑏 d𝑦 ∶= ̄𝑎 d𝑥 + �̄� d𝑦,其中 𝑎, 𝑏 ∈ ℂ;特别地 d𝑧 = d ̄𝑧.

对任意定义在 𝑝附近的 𝐶∞ 函数 𝑓 ,容易在 𝑇 ∗
𝑝 𝑋 ⊗ ℂ中用对偶基的性质验证

d𝑓(𝑝) = 𝜕𝑓
𝜕𝑥 (𝑝) d𝑥 + 𝜕𝑓

𝜕𝑦 (𝑝) d𝑦 = 𝜕𝑓
𝜕𝑧 (𝑝) d𝑧 + 𝜕𝑓

𝜕 ̄𝑧 (𝑝) d ̄𝑧.
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Cauchy–Riemann方程 [63, §2.2]表明 𝑓 全纯当且仅当 𝜕𝑓
𝜕 ̄𝑧 = 0,亦即

d𝑓 = 𝜕𝑓
𝜕𝑧 d𝑧, (B.2.1)

同时 𝑓 ′(𝑧) = 𝜕𝑓
𝜕𝑥 = −𝑖𝜕𝑓

𝜕𝑦 ,故 𝜕𝑓
𝜕𝑧 无非是复导数.

定义 𝑥处的全纯切空间 𝑇𝑥,hol𝑋 为 𝜕
𝜕𝑧 张成的复向量空间,无关局部坐标 𝑧的选取.

事实上在 𝑇𝑥𝑋 上有坐标无关的 “乘以 𝑖”映射 𝐽 ∶ 𝑇𝑥𝑋 → 𝑇𝑥𝑋 满足 𝐽 2 = −id𝑇𝑥𝑋 ,它在
坐标下映 𝜕

𝜕𝑥 ↦ 𝜕
𝜕𝑦 , 𝜕

𝜕𝑦 ↦ − 𝜕
𝜕𝑥 ;复化后得到 𝐽 ⊗ idℂ ∶ 𝑇𝑥𝑋 ⊗ ℂ → 𝑇𝑥𝑋 ⊗ ℂ. 在坐标 𝑧下,

𝐽 ⊗ idℂ的 ±𝑖特征子空间分别由 𝜕
𝜕𝑧 和

𝜕
𝜕 ̄𝑧 张成. 准此要领,能够内蕴地定义全纯余切空

间 𝑇 ∗
𝑥,hol𝑋 和全纯张量等等.

和微分流形的情况类似,给定态射 𝑓 ∶ 𝑋 → 𝑌 ,在全纯框架下亦可将切向量 (或余
切向量)沿 𝑓 作推出 𝑇𝑥,hol𝑋 → 𝑇𝑓(𝑥),hol𝑌 (或拉回 𝑇 ∗

𝑓(𝑥),hol𝑌 → 𝑇 ∗
𝑥,hol𝑋);在 §B.5最末还

会回到这个操作.

例 B.2.7 (复射影直线) 赋予复射影直线 ℙ1(ℂ)来自 ℂ2 ∖ {0}的商拓扑,并且用齐次坐标
(𝑥 ∶ 𝑦)描述其中的点. 我们有开覆盖

ℙ1(ℂ) = 𝑈1 ∪ 𝑈0, 𝑈1 = {(𝑥 ∶ 1) ∶ 𝑥 ∈ ℂ}, 𝑈0 = {(1 ∶ 𝑥) ∶ 𝑥 ∈ ℂ}.

按 𝑧1(𝑥 ∶ 1) = 𝑥 = 𝑧0(1 ∶ 𝑥)定义同胚 𝑧𝑖 ∶ 𝑈𝑖
∼→ ℂ (𝑖 = 1, 2). 如是遂有交换图表

𝑈1 ∩ 𝑈0

ℂ× ℂ×

𝑧1 𝑧0

𝑧↦𝑧−1
∼

水平箭头及其逆皆全纯,这就使得 ℙ1(ℂ)成为 Riemann曲面.

若将 𝑈1 等同于 ℂ,并记 (1 ∶ 0)为射影直线之 “无穷远点” ∞,那么

ℙ1(ℂ) = ℂ ⊔ {∞}.

计入拓扑结构,则这无非是复变函数论中考量的 Riemann球面,同胚于 𝕊2;它包含 ℂ为
开子集,无穷远点的开邻域由形如 {𝑧 ∶ |𝑧| > 𝑀} ⊔ {∞}的子集生成,其中𝑀 跑遍足够
大的正数. 下图以球极投影 𝑄 ↦ 𝑃 说明 ℂ ⊔ {∞}如何同胚于球面 𝕊2.
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ℂ =

北极

𝑃 ∈ 𝕊2

𝑄

相关讨论见诸任一本复变教材,如 [63, §1.4].

例 B.2.8 复平面 ℂ和单位开圆盘 𝒟 都是 Riemann曲面,带有自明的复坐标卡. 著名的
均一化定理断言: 精确到同构,单连通 Riemann曲面仅有以下三种:

ℙ1(ℂ), ℂ, 𝒟.

容易看出这三者互不同构: 首先 ℙ1(ℂ)紧而其余非紧,其次 Liouville定理断言 ℂ上的有
界全纯函数必为常值,在 𝒟 上则不然,因此 ℂ和 𝒟 也不同构. 一般而言,任何 Riemann
曲面 𝑋 都可以表成 Γ\�̃� 之形,其中 �̃� 是单连通的,分类如上,而 Γ是自同构群 Hol(�̃�)
中合适的离散子群.

例 B.2.9 (复环面) 考虑 ℂ 中形如 ℤ𝑎 ⊕ ℤ𝑏 的离散加法子群, 也称为 ℂ 中的格. 商空
间 ℂ/Λ 具有自然的 Riemann 曲面结构: 记 𝜋 ∶ ℂ → ℂ/Λ 为商映射, 取 𝑉 ∶= {𝑧 ∈
ℂ ∶ |𝑧| < 𝜖}使得 2𝜖 < min𝜆∈Λ∖{0} |𝜆|, 那么 𝑈 ∶= 𝜋(𝑉 )是 0在 ℂ/Λ中的开邻域, 而且

𝜋−1(𝑈) = ⨆𝜆∈Λ(𝜆 + 𝑉 ). 于是 𝜋 ∶ 𝑉 ∼→ 𝑈 就给出 0附近的复坐标卡. 平移继而给出任意
点 𝑥附近的坐标卡 𝑥 + 𝑉 ∼→ 𝑉 ∼→ 𝑈 ,相容性是明显的. 作为拓扑空间, ℂ/Λ同胚于环面
𝕊1 × 𝕊1.

𝑎

𝑏

粘接

事实上, 易见 {𝑢𝑎 + 𝑣𝑏 ∶ 𝑎, 𝑏 ∈ [0, 1]} 是 ℂ 在 Λ 作用下的一个基本区域, 见定义
A.2.1. 根据命题 A.2.3,其四边按平行方向粘接便给出环面.
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B.3 分歧复叠
分歧复叠是关于拓扑流形的概念,它可以定义在广泛的框架下,但本书只考虑一类

特殊情形,应用中以有限分歧复叠为主.

两个连续映射 𝐴
𝑓

𝐵和 𝐴′ 𝑓 ′

𝐵之间的同胚定义为交换图表
𝐴 𝐴′

𝐵 𝐵′

𝑓

𝜑
∼

𝑓 ′

𝜓
∼

,其

中 𝜑, 𝜓 都是同胚. 赋予ℋ ⊔ {∞}来自 ℂ ⊔ {∞}的诱导拓扑.

定义 B.3.1 设 𝑒 ∈ ℤ≥1 ⊔ {∞}.

⋄ 若 𝑒有限,按 𝑧 ↦ 𝑧𝑒 定义单位开圆盘到自身的连续满射 𝑓𝑒 ∶ 𝒟 → 𝒟 ;

⋄ 若 𝑒 = ∞,按 𝜏 ↦ exp(2𝜋𝑖𝜏)定义ℋ ⊔ {∞}到 𝒟 的连续满射 𝑓𝑒,映∞为 0.

两种情形下都称 𝑓𝑒 为 𝑒次标准分歧复叠.

注记 B.3.2 尽管上述定义使用了特定几何模型,但就拓扑观点 (即: 精确到同胚), 𝑒次
标准分歧复叠无非是将 𝒟 ∖ {0}的 𝑒重复叠空间 “补上原点”. 一则简单的推论: 设若
𝑉 ⊂ 𝒟 是包含 0的开子集,连通而且单连通,那么 𝑓𝑒 ∶ 𝑓 −1

𝑒 (𝑉 ) → 𝑉 也同胚于 𝑒次标准
分歧复叠.

当 𝑒有限时论证如下: 因为 𝑉 同胚于 𝒟 ,按拓扑观点,证 𝑓 −1
𝑒 (𝑉 ) ∖ {0} → 𝑉 ∖ {0}

是 𝑒 次复叠即可. 据复叠空间定义 [57, 第五章 §1], 唯一待证的是连通性, 而这又等
价于 𝑓 −1

𝑒 (𝑉 )连通. 为此, 注意到对任何 𝑥 ∈ 𝑓 −1
𝑒 (𝑉 ), 存在连续映射 𝛾 ∶ [0, 1] → 𝑉 使

𝛾(0) = 𝑓(𝑥)而 𝛾(1) = 0. 以复叠性质将 𝛾|[0,1) 唯一地提升到 [0, 1) → 𝑓 −1(𝑉 ) ∖ {0}使得
̃𝛾(0) = 𝑥,那么必有 lim𝑡→1 ̃𝛾(𝑡) = 0,故 ̃𝛾 连接 𝑥与 0 ∈ 𝑓 −1

𝑒 (𝑉 ). 连通性得证.
当 𝑒 = ∞时,论证完全类似.

以下诸定义中,我们设 𝑆, 𝑇 为可定向二维连通曲面,只在拓扑流形的层面上考量,
不涉及 𝐶∞ 结构.

定义 B.3.3 连续满射 𝑓 ∶ 𝑆 → 𝑇 具备以下性质时称为分歧复叠: 对每个 𝑡 ∈ 𝑇 存在开
邻域 𝑉 ∋ 𝑡和 𝑆 的一族无交开子集 {𝑈𝑖}𝑖∈𝐼 使得 𝑓 −1(𝑉 ) = ⨆𝑖∈𝐼 𝑈𝑖,而且对每个 𝑖 ∈ 𝐼 ,

皆存在 𝑒 ∈ ℤ ⊔ {∞}和从 𝑈𝑖
𝑓

𝑉 到标准分歧复叠 𝑓𝑒 的同胚,使 𝑡对应到 0 ∈ 𝒟 .

因为标准分歧复叠总是开映射, 𝑓 亦然. 定义中的次数 𝑒有内蕴的拓扑刻画如次.

定义–定理 B.3.4 设 𝑓 ∶ 𝑆 → 𝑇 是分歧复叠,则对任意 𝑠 ∈ 𝑆 及其邻域 𝑈1,总存在开邻

域 𝑈 ∋ 𝑠, 𝑈 ⊂ 𝑈1 使得 𝑓 −1(𝑓 (𝑠)) ∩ 𝑈 = {𝑠}而 𝑈 ∖ {𝑠}
𝑓

𝑓(𝑈 ∖ {𝑠})是复叠映射,其次
数 𝑒(𝑠)称为 𝑓 在 𝑠处的分歧指数,它只和 𝑠与 𝑓 相关.
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证明 先证明存在所需的开邻域 𝑈 ∋ 𝑠. 置 𝑡 ∶= 𝑓(𝑠)并且取定义 B.3.3所述的开邻域
𝑉 ∋ 𝑡. 因为标准分歧复叠可以 “收缩”,见注记 B.3.2,必要时缩小 𝑉 可取任意小的开邻
域 𝑈 ∋ 𝑠及相应的 𝑒 = 𝑒(𝑠),使得 𝑓 ∶ 𝑈 → 𝑉 同胚于 𝑓𝑒,而 𝑠, 𝑡对应到 0 (或者 𝑠对应∞,
若 𝑒 = ∞). 一切遂化约到标准情形,扣除 0或∞后显然是 𝑒次复叠.
现在来证明上述性质唯一确定 𝑒. 设以上性质对 𝑒′ 也成立, 从而可取 𝑈 ′ ⊂ 𝑈 ,

𝑈 ′ ∋ 𝑠充分小使得 𝑈 ′ ∖ {𝑠}
𝑓

𝑓(𝑈 ′ ∖ {𝑠})是 𝑒′ 次复叠映射,那么考虑纤维的元素个数
可知 𝑒′ ≤ 𝑒. 基于对称性 𝑒 ≤ 𝑒′,故 𝑒 = 𝑒′. 证毕.

定义 B.3.5 设 𝑓 ∶ 𝑆 → 𝑇 为分歧复叠. 满足 𝑒(𝑠) > 1的点 𝑠 ∈ 𝑆 称为分歧点. 全体分歧
点构成 𝑆 的子集 Ram(𝑓 ).

从定义立见 Ram(𝑓 ) = ∅当且仅当 𝑓 是寻常意义的复叠,或称无分歧复叠.
定义 𝑇 ′ ∶= 𝑇 ∖ 𝑓(Ram(𝑓 )),相应地 𝑆′ ∶= 𝑓 −1(𝑇 ′) = 𝑆 ∖ 𝑓 −1𝑓(Ram(𝑓 )),那么 𝑓 限制

为 𝑆′ ↠ 𝑇 ′.

命题 B.3.6 对于分歧复叠 𝑓 ∶ 𝑆 → 𝑇 ,集合 Ram(𝑓 ), 𝑓(Ram(𝑓 ))和 𝑓 −1𝑓(Ram(𝑓 ))在 𝑆
和 𝑇 中离散,而且 𝑓 ∶ 𝑆′ → 𝑇 ′ 是复叠映射.

证明 一切只消对标准分歧复叠 𝑓𝑒 来验证,它唯一的分歧点是 0或∞,总映为 0,其外
都是 𝑒次复叠映射.

定义 B.3.7 由于从流形扣掉离散子集不影响连通性,上述复叠映射 𝑓 ∶ 𝑆′ → 𝑇 ′ 的纤维
基数是常数,记之为分歧复叠 𝑓 的次数 deg 𝑓 . 满足 deg 𝑓 < ∞的分歧复叠自然称为有
限分歧复叠.

命题 B.3.8 对于分歧复叠 𝑓 ∶ 𝑆 → 𝑇 及 𝑡 ∈ 𝑇 ,恒有∑𝑠∈𝑓 −1(𝑡) 𝑒(𝑠) = deg 𝑓 ;当 𝑓 −1(𝑡)无
穷时左式理解为∞. 特别地,有限分歧复叠的分歧指数皆有限.

证明 取开邻域 𝑉 ∋ 𝑡和分解 𝑓 −1(𝑉 ) = ⨆𝑖∈𝐼 𝑈𝑖使得每个 𝑓|𝑈𝑖 ∶ 𝑈𝑖 → 𝑉 都同胚于标准
分歧复叠. 则当 𝑡′ ∈ 𝑉 充分接近但不等于 𝑡,而且 𝑡′ ∈ 𝑇 ′ 时,我们断言

deg 𝑓 = |𝑓 −1(𝑡′)| = ∑
𝑠∈𝑓 −1(𝑡)

𝑒(𝑠).

第一个等号是已知的,第二个等号则是因为标准分歧复叠 𝑓𝑒 限制在 𝑓 −1
𝑒 (𝒟 ∖ {0})

上是 𝑒 ∶ 1的.

命题 B.3.9 设 𝑓 ∶ 𝑆 → 𝑇 为有限分歧复叠,则 𝑆 紧当且仅当 𝑇 紧.

证明 当然𝑆紧蕴涵 𝑇 = 𝑓(𝑆)紧. 以下验证 𝑇 紧蕴涵𝑆列紧: 设 (𝑠𝑛)∞
𝑛=1为𝑆中点列,那

么 (𝑓 (𝑠𝑛))∞
𝑛=1 有收敛子列,记其极限为 𝑡 ∈ 𝑇 . 取 𝑡的开邻域 𝑉 及分解 𝑓 −1(𝑉 ) = ⨆𝑖∈𝐼 𝑈𝑖

如定义 B.3.3. 那么 deg 𝑓 有限蕴涵 𝑓 −1(𝑡)有限,从而 𝐼 有限. 因此存在 𝑖 ∈ 𝐼 使得 (𝑠𝑛)∞
𝑛=1
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有全落在 𝑈𝑖 里的子列. 不妨将 𝑓 ∶ 𝑈𝑖 → 𝑉 等同于标准分歧复叠 𝑓𝑒,问题归结为证明 𝑠𝑒
𝑛

在 𝒟 中收敛蕴涵 𝑠𝑛 在 𝒟 中有收敛子列,这是容易的.

B.4 态射与 Riemann–Hurwitz公式
本节进一步探讨 Riemann曲面之间的态射. 要求 Riemann曲面连通.

命题 B.4.1 设 𝑓 ∶ 𝑋 → 𝑌 是 Riemann曲面之间的态射,并假设 𝑋 紧.

(i) 映射 𝑓 必为逆紧;

(ii) 如果 𝑓 不是常值映射,则 𝑓 为开映射并且 𝑓(𝑋) = 𝑌 ,特别地此时 𝑌 也紧.

证明 任意紧子集 𝐶 ⊂ 𝑌 自动是闭的,故 𝑓 −1(𝐶)是紧空间 𝑋 的闭子集,从而也是紧集.
这说明 𝑓 逆紧.
现在设 𝑓 非常值并证明 (ii)中的开性. 由于 𝑓 全纯,它限制在任何一个非空开子集

𝑈 ⊂ 𝑋 上也非常值. 开性可以在坐标卡上局部地验证,问题遂归结为复变函数论中熟
知的定理,见 [63, §3.4,定理 3] . 另一方面, 𝑓(𝑋)也是紧集,因而为闭,所以连通性确保
𝑓(𝑋) = 𝑌 ,一并导出 𝑌 的紧性.

命题 B.4.2 紧 Riemann曲面 𝑋 上的全纯函数必为常值.

证明 设 𝑓 ∶ 𝑋 → ℂ全纯,在命题 B.4.1中代入 𝑌 = ℂ.

练习 B.4.3 用复变函数论里的极大模原理重新证明 B.4.2.

现在将定义 B.3.3介绍的分歧复叠应用于 Riemann曲面,符号照旧.

命题 B.4.4 紧 Riemann曲面之间的非常值态射 𝑓 ∶ 𝑋 → 𝑌 必为有限分歧复叠, Ram(𝑓 )
是 𝑋 的有限子集.

由此,非常值态射 𝑋
𝑓

𝑌 的次数 deg 𝑓 定为有限分歧复叠 𝑓 的次数 (定义 B.3.7).

证明 先研究 𝑓 的局部性状. 对于任意 𝑥 ∈ 𝑋 和 𝑦 ∶= 𝑓(𝑥),先取复坐标卡 𝑦 ∈ 𝑉 ↪ ℂ,
再取复坐标卡 𝑥 ∈ 𝑈 ∼→ 𝒟 使得 𝑈 ⊂ 𝑓 −1(𝑉 );可设 𝑥, 𝑦 ↦ 0. 在这些坐标下, 𝑓 变为全纯
映射 𝒟 → ℂ. 只要坐标邻域 𝑈 取得够小,则幂级数展开给出

𝑓(𝑧) = 𝑧𝑒 exp(ℎ(𝑧)), ℎ全纯, 𝑒 = 𝑒(𝑥) ≥ 1,

命 𝑤(𝑧) ∶= 𝑧 exp (
1
𝑒 ℎ(𝑧)). 观察到 𝑤(0) = 0, 𝑤′(0) ≠ 0. 因此进一步收缩 𝑈 可设 𝑤给出

新的坐标函数,对之得到 𝑓 = 𝑤𝑒 ∶ 𝒟 → 𝒟 ;在 𝑥, 𝑦附近具备上述性质的坐标卡且称为
标准坐标卡.

接着取定 𝑦 ∈ 𝑌 . 对每个 𝑥 ∈ 𝑓 −1(𝑦)取标准坐标卡如上,立见 𝑓 −1(𝑦)离散;既然 𝑋
紧, 𝑓 −1(𝑦)必有限. 设 𝑓 −1(𝑦) = {𝑥1, … , 𝑥𝑛},在每个 𝑥𝑖 附近取标准坐标卡 𝑓 ∶ 𝑈𝑖 ↠ 𝑉𝑖,



§B.4 态射与 Riemann–Hurwitz公式 351

要求 𝑈𝑖 充分小以确保它们的闭包两两无交. 今断言存在充分小的邻域 𝑉 ∋ 𝑦 使
得 𝑉 ⊂ ⋂𝑛

𝑖=1 𝑉𝑖 而 𝑓 −1(𝑉 ) ⊂ ⋃𝑛
𝑖=1 𝑈𝑖. 设若不然, 则存在点列 𝑥′

1, 𝑥′
2, … ∈ 𝑋 ∖ ⋃𝑛

𝑖=1 𝑈𝑖
使得 𝑓(𝑥′

𝑘) → 𝑦. 因为 𝑋 紧, 无妨设 {𝑥′
𝑘}∞

𝑘=1 有极限 𝑥′. 显然 𝑥′ ∈ 𝑓 −1(𝑦), 这将与
∀𝑘, 𝑥′

𝑘 ∉ ⋃𝑛
𝑖=1 𝑈𝑖 ⊃ 𝑓 −1(𝑦)矛盾.

可以进一步要求邻域 𝑉 ∋ 𝑦连通而且单连通. 既然 𝑓 ∶ 𝑈𝑖 → 𝑉𝑖 同胚于 𝑒(𝑥𝑖)次标

准分歧复叠 𝑓𝑒(𝑥𝑖),注记 B.3.2说明 𝑈𝑖 ∩ 𝑓 −1(𝑉 )
𝑓

𝑉 亦然. 这就验证了分歧复叠所需的
性质. 既然 𝑓 的纤维皆有限, 𝑓 的次数也有限.

由命题 B.3.6可知 Ram(𝑓 )离散,又 𝑋 紧故 Ram(𝑓 )有限.

注记 B.4.5 对于非常值态射 𝑋
𝑓

𝑌 和 𝑥 ∈ 𝑋，命题 B.4.4的证明给出 𝑒(𝑥)的两种复变
函数论刻画:

⋄ 存在 𝑥和 𝑓(𝑥)附近的局部坐标, 使得 𝑥, 𝑓(𝑥)对应到 0, 而且 𝑓 在该坐标下形如
𝑓(𝑤) = 𝑤𝑒(𝑥);

⋄ 对定义在 𝑓(𝑥)附近的任意亚纯函数 𝜑, 我们有 ord𝑓(𝑥)(𝜑) = 𝑒(𝑥) ord𝑥(𝑓 ∗𝜑), 其中
𝑓 ∗𝜑 = 𝜑 ∘ 𝑓 是定义在 𝑥附近的亚纯函数.

第二条刻画基于赋值,能够推广到代数几何中.

命题 B.4.6 紧 Riemann曲面之间的非常值态射 𝑓 ∶ 𝑋 → 𝑌 为同构当且仅当 deg 𝑓 = 1.

证明 显然同构的次数为 1. 反过来说,若 deg 𝑓 = 1,则命题 B.3.8蕴涵 𝑓 是拓扑空间
的一次复叠,即同胚. 注记 B.4.5进一步说明在适当的局部坐标下 𝑓 可以表成恒等映射
𝑓(𝑤) = 𝑤,故 𝑓 −1 全纯.

运用分歧指数,可以定义除子的拉回.

定义–命题 B.4.7 对于紧 Riemann曲面之间的非常值态射 𝑋
𝑓

𝑌 ,定义群同态

𝑓 ∗ ∶ Div(𝑌 ) → Div(𝑋), 𝑦 ↦ ∑
𝑥∈𝑓 −1(𝑦)

𝑒(𝑥)𝑥.

它诱导 𝑓 ∗ ∶ Pic(𝑌 ) → Pic(𝑋),并满足 deg 𝑓 ∗(𝐷) = deg(𝑓 ) deg(𝐷),其中 𝐷 ∈ Pic(𝑌 ).

证明 第一个断言源于 𝑓 ∗ div(𝜑) = div(𝜑𝑓). 第二个断言源于命题 B.3.8.

以下的讨论只涉及拓扑. 取定 𝑌 的一个三角剖分;加细后不妨假定 𝑓(Ram(𝑓 ))的元
素都是三角剖分的顶点. 这相当于在同胚意义下将 𝑌 实现为一个二维的单纯复形. 粗略
地说,单纯复形是用

点 (0维单纯形) 线 (1维单纯形) 面 (2维单纯形)
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三种构件粘成的空间;要求点粘点,边粘边,如下情况是不容许的:

不是单纯复形！

相关定义详见 [57,第六章]. 高维情形的推广是自然的;一般而言,一个 𝑖-维单纯形具有
标准的实现

Δ𝑖 ∶= {(𝑥0, … , 𝑥𝑖) ∈ ℝ𝑖+1
≥0 ∶ 𝑥0 + ⋯ + 𝑥𝑖 = 1} ,

其标准定向按法向量 (1, … , 1) 确定. 显见 Δ𝑖 的边界是一些 𝑗-维单纯形的无交并
(0 ≤ 𝑗 < 𝑖). 如是分解中 𝑖 − 𝑗 维的构件共有 (𝑖+1

𝑗 )个,相当于设其中 𝑗 个坐标为 0. 循此
可以解释粘合的意义. 选定三角剖分相当于用组合办法确定一个空间的拓扑.

若单纯复形之间的连续映射 Φ ∶ 𝐴 → 𝐵 映单纯形为单纯形 (容许降维),并保持边
界的粘合条件,则我们说 Φ是单纯映射,详见 [57,第七章, §1].

引理 B.4.8 设 𝑓 ∶ 𝑋 → 𝑌 为紧 Riemann曲面之间的非常值态射. 存在 𝑋, 𝑌 的三角剖
分,使得

⋄ 剖分的每个单纯形都落在某个标准坐标卡中 (见命题 B.4.4证明),而 𝑓 是单纯映
射;

⋄ 𝑓(Ram(𝑓 ))的每个元素都是 𝑌 的顶点;
⋄ 𝑋 的剖分由 𝑌 的点,线,面的原像给出,每个线或面的原像都是 deg 𝑓 个线或面.

证明 取 𝑌 的三角剖分, 充分加细使得离散集 𝑓(Ram(𝑓 ))的元素皆为顶点, 而且每个
单纯形都包含于某个标准坐标卡. 局部上化约到标准分歧复叠来观照 𝑓 ,概貌如下 (取
𝑒(𝑥) = 2为例):

𝑤2
⟶

由此易见 𝑌 的点,线,面的原像给出 𝑋 的三角剖分,而 𝑓 对之成为单纯映射. 线和面的
原像个数在标准分歧复叠情形是清楚的,运用命题 B.3.8加总可得一般情形.

接着回顾亏格的概念. 精确到同胚,可定向连通紧曲面 𝑆 由它们的亏格 𝑔 = 𝑔(𝑆)
完全分类; 直观上 𝑔 是曲面的洞数. 详见 [57, 第三章 §3.3]. 如果取定了三角剖分, 则
2 − 2𝑔(𝑆) = 𝑉 (𝑆) − 𝐸(𝑆) + 𝐹 (𝑆),其中 𝑉 , 𝐸, 𝐹 分别是三角剖分中的点,线,面个数;这个
拓扑不变量称为 𝑆 的 Euler示性数,记作 𝜒(𝑆) ∶= 2 − 2𝑔(𝑆).
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𝑆 ≃ ⋯ ⋯
⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟

𝑔(𝑆)份

定理 B.4.9 (Riemann–Hurwitz公式) 设 𝑓 ∶ 𝑋 → 𝑌 为紧 Riemann曲面之间的非常值
态射,则

2𝑔(𝑋) − 2 = (2𝑔(𝑌 ) − 2) deg 𝑓 + ∑
𝑥∈Ram(𝑓 )

(𝑒(𝑥) − 1).

证明 对于任意三角剖分,命题 B.3.8指出 𝑉 (𝑌 ) deg 𝑓 = ∑𝑦 ∑𝑥∈𝑓 −1(𝑦) 𝑒(𝑥),其中 𝑦取遍
𝑌 的顶点. 如运用引理 B.4.8中的剖分,这可改写作

𝑉 (𝑋) = ∑
𝑥∶顶点

1 = ∑
𝑦∶顶点

∑
𝑥∈𝑓 −1(𝑦)

1

= 𝑉 (𝑌 ) deg 𝑓 − ∑
𝑥∶顶点

(𝑒(𝑥) − 1),

最后一项可以限制到 𝑥 ∈ Ram(𝑓 )上求和. 另一方面,在引理 B.4.8中已经说明

𝐸(𝑋) = 𝐸(𝑌 ) deg 𝑓, 𝐹 (𝑋) = 𝐹 (𝑌 ) deg 𝑓.

用以上诸式计算 𝜒(𝑋)和 𝜒(𝑌 )即可.

B.5 全纯向量丛及其截面
在任意 Riemann曲面乃至于复流形 𝑋 上都有全纯向量丛的概念. 本书常略去全纯

二字.

定义 B.5.1 在 𝑋 上，一个秩 𝑟 ≥ 1 的 (全纯) 向量丛是满足下述条件的连续映射
𝜋 ∶ 𝐸 → 𝑋.

⋄ 𝜋 是局部平凡的: 𝑋 有一族开覆盖 𝒰 ,使得在每个开集 𝑈 ∈ 𝒰 上,存在交换图表

𝐸|𝑈 ∶= 𝜋−1(𝑈) 𝑈 × ℂ𝑟

𝑈

𝜑𝑈
∼

𝜋 pr1

照例以 pr1 表示向第一个坐标投影,而 𝜑𝑈 是同胚. 称这样一族资料 (𝑈, 𝜑𝑈 )为 𝐸
在开集 𝑈 上的平凡化.
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⋄ 进一步, 对任意 𝑈, 𝑉 ∈ 𝒰 和 𝜑𝑈 , 𝜑𝑉 如上, 定义转移映射 𝜑𝑉 𝑈 ∶ 𝜑𝑉 ∘ 𝜑−1
𝑈 ∶

(𝑈 ∩ 𝑉 ) × ℂ𝑟 → (𝑈 ∩ 𝑉 ) × ℂ𝑟;我们要求

𝜑𝑉 𝑈 (𝑥, 𝑡) = (𝑥, 𝑎𝑉 𝑈 (𝑥)𝑡), (𝑥, 𝑡) ∈ (𝑈 ∩ 𝑉 ) × ℂ𝑟,

其中 𝑎𝑈𝑉 ∶ 𝑈 ∩ 𝑉 → GL(𝑟, ℂ) 是全纯函数 (即: 每个矩阵元都全纯). 这时也称
(𝑈, 𝜑𝑈 )和 (𝑉 , 𝜑𝑉 )是相容的平凡化.

对任意开子集 𝑉 ⊂ 𝑋,定义 𝐸 在 𝑉 上的 (全纯)截面为满足以下条件的映射 𝑉 𝑠 𝐸:
⋄ 𝜋 ∘ 𝑠 = id𝑉 ;

⋄ 𝑠全纯,或者说一旦取定局部平凡化 𝐸|𝑈 ∼
𝜑𝑈 𝑈 × ℂ𝑟,则 𝑠|𝑈 表作 (𝑥, 𝑠𝑈 (𝑥)),其中

𝑠𝑈 ∶ 𝑈 → ℂ𝑟 的每个坐标都是全纯函数.
易验证条件无关局部平凡化的选取. 于是有 ℂ-向量空间

Γ(𝑉 , 𝐸) ∶= {𝑠 ∶ 𝑉 → 𝐸, 截面} ,

在局部平凡化 𝜑𝑈 之下, 其向量空间结构由 (𝑎1𝑠1 + 𝑎2𝑠2)𝑈 = 𝑎1𝑠1,𝑈 + 𝑎2𝑠2,𝑈 反映
(𝑎1, 𝑎2 ∈ ℂ). 映射 𝑉 ↦ Γ(𝑉 , 𝐸)给出对应到 𝐸 的截面层.

秩 𝑟 向量丛的截面层自然是 𝒪𝑋-模. 取局部平凡化可见截面层是秩 𝑟 局部自由
𝒪𝑋-模,这在几何中是所谓凝聚层的一个例子.

称 𝐸 是丛的全空间, 𝑋 是底空间. 一如流形情形,我们习惯添入所有与 {(𝑈, 𝜑𝑈 ) ∶
𝑈 ∈ 𝒰} 相容的局部平凡化, 以确保 {(𝑈, 𝜑𝑈 ) ∶ 𝑈 ∈ 𝒰} 极大. 显见转移函数满足上
链条件

𝜑𝑈𝑈 = id, 或等价的 𝑎𝑈𝑈 = id;
𝜑𝑊 𝑉 𝜑𝑉 𝑈 = 𝜑𝑊 𝑈 , 或等价的 𝑎𝑊 𝑉 𝑎𝑉 𝑈 = 𝑎𝑊 𝑈 .

反过来说,给定一族 𝑋 的开覆盖 𝒰 及 {𝑎𝑉 𝑈 ∶ 𝑈, 𝑉 ∈ 𝒰}满足如上条件,由之可以粘合
出向量丛 𝜋 ∶ 𝐸 → 𝑋.

对每个 𝑥 ∈ 𝑋,取 𝑈 ∋ 𝑥上的局部平凡化,从而 𝜑𝑈 ∶ 𝐸𝑥 ∶= 𝜋−1(𝑥) ∼→ {𝑥} × ℂ𝑟 使
得纤维 𝐸𝑥 成为 𝑟维复向量空间. 既然转移映射保持 ℂ𝑟 ≃ {𝑥} × ℂ𝑟 上的一切向量运算,
𝐸𝑥的向量空间结构无关 (𝑈, 𝜑𝑈 )的选取. 所以 𝐸 可视作一族竖在 𝑋 上的 𝑟维向量空间.
“丛”字明矣.

向量丛之间的态射 𝜑 ∶ 𝐿1 → 𝐿2 定义为使图表
𝐿1 𝐿2

𝑋

𝜑

交换,并且局部形

如 (id, 𝑇𝑈 ) ∶ 𝑈 × ℂ𝑟 → 𝑈 × ℂ𝑠 的映射,其中 𝑇𝑈 ∶ 𝑈 → Homℂ(ℂ𝑟, ℂ𝑠) ≃ ℂ𝑟𝑠 的每个坐标
都全纯; “局部”自是相对于先前的平凡化 {𝜑𝑈 }𝑈∈𝒰 而言. 如此使得 𝑋 上的全体秩 𝑟向
量丛构成一范畴 Vect𝑟(𝑋),谈论向量丛的同构遂有意义.
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形如 𝑋 × ℂ𝑟 pr1 𝑋 的向量丛称为秩 𝑟的平凡丛. 就底空间 𝑋 来看,向量丛局部上
都同构于平凡丛,相应的同构由平凡化 𝜑𝑈 给出.
线性代数的基本操作都可以搬到向量丛上. 以下 𝐸, 𝐹 表 𝑋 上的向量丛, 𝑥 ∈ 𝑋 是

任意点.

对偶丛 直和丛 张量积丛 内 Hom丛

符号 𝐸∨ 𝐸 ⊕ 𝐹 𝐸 ⊗ 𝐹 Hom(𝐸, 𝐹 ) ≃ 𝐸∨ ⊗ 𝐹

𝑥上的纤维 (𝐸𝑥)∨ 𝐸𝑥 ⊕ 𝐹𝑥 𝐸𝑥 ⊗ 𝐹𝑥 Hom(𝐸𝑥, 𝐹𝑥)

举 𝐸∨ 为例,显然的办法是逐纤维地定义 (𝐸∨)𝑥 ∶= 𝐸∨
𝑥 ,然后用 𝐸 的局部平凡化赋

予 𝐸∨ 向量丛结构. 其余构造类似,无劳细说.

定义 B.5.2 给定 Riemann曲面 (乃至于复流形,不必假设连通)的态射 𝑓 ∶ 𝑌 → 𝑋 和秩
𝑟向量丛 𝜋 ∶ 𝐸 → 𝑋,其拉回定义为

𝑓 ∗𝐸 ∶= 𝑌 ×𝑋 𝐸 = {(𝑦, 𝑒) ∈ 𝑌 × 𝐸 ∶ 𝑓(𝑦) = 𝜋(𝑒)}
𝜂∶投影

𝑌 .

考虑 𝑋 的一族开覆盖 𝒰 和局部平凡化 𝜑𝑈 ∶ 𝐸|𝑈
∼→ 𝑈 × ℂ𝑟,其中 𝑈 ∈ 𝒰 . 由之自

然地诱导出

𝜓𝑈 ∶ 𝜂−1(𝑓 −1𝑈) 𝑓 −1𝑈 × ℂ𝑟

(𝑦, 𝑒) (𝑦, pr2𝜑𝑈 (𝑒))

(𝑦, 𝜑−1
𝑈 (𝑓 (𝑦), 𝑡)) (𝑦, 𝑡)

∼

此外 𝑌 = ⋃𝑈∈𝒰 𝑓 −1𝑈 . 由此可以验证 𝑓 ∗𝐸 → 𝑌 构成秩 𝑟向量丛,以 (𝜓𝑈 )𝑈∈𝒰 为一族局
部平凡化.

例行的验证说明拉回和向量丛的种种操作相交换,例如 𝑓 ∗(𝐸1⊕𝐸2) ≃ 𝑓 ∗𝐸1⊕𝑓 ∗𝐸2,
𝑓 ∗(𝐸1 ⊗ 𝐸2) ≃ 𝑓 ∗𝐸1 ⊗ 𝑓 ∗𝐸2 等等;平凡丛拉回为平凡丛. 这些同构都具有函子性. 若
𝑓 ∶ 𝑈 ↪ 𝑋 是开子集的包含映射,则 𝑓 ∗𝐸 无非是 𝐸 在 𝑈 上的限制.

定义 B.5.3 秩 𝑟 = 1的向量丛称为线丛.

平凡线丛的截面无非是全纯函数.

例 B.5.4 (重言式线丛) 考虑例 B.2.7介绍的射影直线 ℙ1 ∶= ℙ1(ℂ). 定义

𝜋 ∶ {(𝑥, 𝑣) ∈ ℙ1 × ℂ2 ∶ 𝑣 ∈ 𝑥} → ℙ1, 𝜋(𝑥, 𝑣) = 𝑥.

这是秩 1向量丛. 诚然,考虑例 B.2.7的开覆盖 ℙ1 = 𝑈0 ∪ 𝑈1,那么可取
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坐标卡 𝑈0 ∶= {(1 ∶ 𝑠) ∶ 𝑠 ∈ ℂ} ∼→ ℂ 坐标卡 𝑈1 ∶= {(𝑠 ∶ 1) ∶ 𝑠 ∈ ℂ}

𝜋−1(𝑈0) 𝑈0 × ℂ

((1 ∶ 𝑠), (𝑡, 𝑡𝑠)) ((1 ∶ 𝑠), 𝑡);

∼
𝜑0

∈ ∈

𝜋−1(𝑈1) 𝑈1 × ℂ

((𝑠 ∶ 1), (𝑡𝑠, 𝑡)) ((𝑠 ∶ 1), 𝑡).

∼
𝜑1

∈ ∈

现在来验证相容性: 记 𝑈01 ∶= 𝑈0 ∩ 𝑈1,以下交换图表说明 𝑎𝑈1𝑈0 ((𝑎 ∶ 𝑏)) = 𝑏
𝑎 .

𝜋−1(𝑈01)

(𝑈01) × ℂ (𝑈01) × ℂ

ℂ× × ℂ ℂ× × ℂ

(𝑧, 𝑡) (𝑧−1, 𝑧𝑡)

𝜑0 𝜑1

≃ 𝑧0 ≃𝑧1

∼

∈ ∈
((𝑎 ∶ 𝑏), (𝑡𝑎, 𝑡𝑏))

((𝑎 ∶ 𝑏), 𝑡𝑎) ((𝑎 ∶ 𝑏), 𝑡𝑏)

( 𝑏
𝑎 , 𝑡𝑎) ( 𝑎

𝑏 , 𝑡𝑏)

记此线丛为 𝒪(−1). 任一点 𝑥 ∈ ℙ1上的纤维无非 𝑥这条线本身. 对于高维度的射影
空间 ℙ𝑛 乃至于更广的 Grassmann簇也有类似的 “重言式”构造.

练习 B.5.5 说明 ℂ2 ∖ {0}可以自然地嵌入丛 𝒪(−1)的全空间作为开子集.

留意到 GL(1, ℂ) = ℂ×. 线丛的张量运算格外简单: 线丛的对偶与张量积仍是线丛;
对任意线丛 𝜋 ∶ 𝐿 → 𝑋,易见 𝐿∨ ⊗ 𝐿 ≃ Hom(𝐿, 𝐿)平凡,而且对任意整数 𝑟可以定义张
量幂 𝐿⊗𝑟 使之满足典范同构

𝐿⊗𝑟 ⊗ 𝐿⊗𝑠 ≃ 𝐿⊗(𝑟+𝑠), 𝐿⊗0 ≃平凡线丛, 𝐿⊗−1 ≃ 𝐿∨.

一如既往,这些性质都化到一维向量空间情形来检验. 以例 B.5.4的 ℙ1 上线丛 𝒪(−1)为
例,一般记

𝒪(𝑟) ∶= 𝒪(−1)⊗(−𝑟) = 𝒪(1)⊗𝑟, 𝑟 ∈ ℤ.

可以证明 ℙ1 上的线丛都同构于某个 𝒪(𝑟),其中 𝑟 ∈ ℤ是唯一的;我们不需要这个结果.
若在线丛截面的定义中容许 𝑠𝑈 为亚纯函数, 便得到 𝐿的亚纯截面. 例如平凡线

丛的亚纯截面无非是亚纯函数. 根据线丛定义中的相容性条件,变动 𝐿的局部平凡化
相当于代 𝑠𝑈 (𝑥)为 𝑠𝑈 (𝑥)𝛼𝑈 (𝑥), 其中 𝛼𝑈 ∶ 𝑈 → ℂ× 全纯, 这不改变任意点 𝑥 ∈ 𝑈 处的
ord𝑥(𝑠𝑈 ). 以下因之是良定的.

定义 B.5.6 对于 𝑥 ∈ 𝑋 和线丛 𝐿在 𝑥附近的亚纯截面 𝑠,选取充分小的开邻域 𝑈 ∋ 𝑥,
任选 𝐿的局部平凡化以定义 𝑠在 𝑥处的消没次数 ord𝑥(𝑠) ∶= ord𝑥(𝑠𝑈 ). 特别地,我们可
以谈论 𝑠的极点和零点,及其重数.
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运用线丛的局部平凡化,容易化约到亚纯函数情形来验证下述性质

ord
𝑥

(𝑠1 + 𝑠2) ≥ min {ord
𝑥

(𝑠1), ord
𝑥

(𝑠2)} , 𝑠1, 𝑠2 ∶ 𝐿在 𝑥附近的亚纯截面. (B.5.1)

我们最关心的是一些源自 𝑋 自身的几何结构,并且携带丰富信息的线丛. 以下是一
个至关紧要的情形.

定义 B.5.7 (典范丛) 全纯余切从 Ω𝑋 ∶= 𝑇 ∗
hol(𝑋)是秩 1的,称为 𝑋 的典范丛,其全纯截

面在局部坐标卡下总能表为 𝑓 d𝑧之形,其中 𝑓 ∶ 𝑈 → ℂ全纯, 𝑈 ⊂ 𝑋 为带有局部坐标 𝑧
的开集. 探讨亚纯截面相当于容许 𝑓 为亚纯函数.

习惯称 Ω𝑋 的亚纯截面为 𝑋 上的亚纯微分,称其全纯截面为全纯微分.

进一步,对任意 𝑟 ∈ ℤ都有张量幂 Ω𝑟
𝑋 ∶= Ω⊗𝑟

𝑋 ,而 Ω−1
𝑋 = Ω∨

𝑋 无非是 𝑋 的全纯切丛
𝑇hol𝑋.

例 B.5.8 取 𝑋 = ℙ1. 沿用例 B.2.7的坐标卡 (𝑈𝑖, 𝑧𝑖)𝑖=0,1;在 𝑈0 ∩ 𝑈1上 𝑧0 = 𝑧−1
1 . 取微分

得到 Ωℙ1 |𝑈0∩𝑈1 中的等式
d𝑧0 = −𝑧−2

1 d𝑧1 = −𝑧2
0 d𝑧1.

现在分别在 𝑈0, 𝑈1 上用 d𝑧0 和 − d𝑧1 将 Ω𝑋 平凡化,可见转移函数为 𝑎𝑈1𝑈0 (𝑎 ∶ 𝑏) =

𝑧0(𝑎 ∶ 𝑏)2 = (
𝑏
𝑎 )

2
. 与例 B.5.4比较,立见

Ωℙ1 ≃ 𝒪(−1)⊗2 = 𝒪(−2).

例 B.5.9 任意复环面 𝐴 ≃ ℂ/Λ的典范丛都具有自然的平凡化. 这点是群结构的直接应
用: 在 0 ∈ 𝐴的全纯余切空间上任选一个非零元 𝜔. 对任意 𝑥 ∈ 𝐴,平移映射 𝑡 ↦ 𝑥 + 𝑡给
出自同构 𝐿𝑥 ∶ 𝐴 ∼→ 𝐴;连带地, 𝜔(𝑥) ∶= (𝐿−𝑥)∗𝜔定义了 Ω𝐴的一个处处非零的全纯截面
𝑥 ↦ 𝜔(𝑥). 如是遂有同构

Ω𝐴 = 𝑇 ∗
hol𝐴

∼⟵ 𝐴 × ℂ

[𝑡𝜔(𝑥) ∈ 𝑇 ∗
hol,𝑥𝐴] ⟻ (𝑥, 𝑡).

考虑 Riemann曲面的态射 𝑓 ∶ 𝑌 → 𝑋. 相应地有向量丛的自然态射

𝑓 ∗Ω𝑋 = 𝑌 ×𝑋 Ω𝑋 ⟶ Ω𝑌

(𝑦, 𝜔) ⟼ 𝑓 ∗𝜔

这里 𝜔 ∈ 𝑇 ∗
𝑓(𝑦),hol,它自然地拉回到 𝑓 ∗𝜔 ∈ 𝑇 ∗

𝑦,hol,见 §B.2. 所以 𝑓 ∗Ω𝑋 → Ω𝑌 确实良定.
进一步,可以对任意 𝑘 ∈ ℤ考虑相应的 𝑓 ∗Ω⊗𝑘

𝑋 → Ω⊗𝑘
𝑌 .
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B.6 亚纯微分的应用
留数定理对于一般的 Riemann 曲面 𝑋 依然成立. 其中涉及围道积分和留数, 其

正确表述都需要微分形式的语言. 首先, 对于 𝑋 上的亚纯微分 𝜔 和分段光滑曲线
𝐶 ∶ [0, 1] → 𝑋,只要 𝜔在 𝐶 的像里无极点,道路积分 ∫𝐶 𝜔 = ∫1

0 𝐶∗𝜔总是有定义的. 另
一方面, 𝜔在任一点 𝑥的留数 Res𝑥(𝜔)也有定义. 两种定义都只依赖于 𝜔,无关坐标;关
于 ∫𝐶 𝜔的情形,各位在学习流形上的微积分时应该有所心得,至于 Res𝑥 𝜔的良定性,归
根结柢出自以下观察.

首先，对不恒为 0的亚纯函数 𝑓 可定义亚纯微分 d log 𝑓 = d𝑓
𝑓 ,它在任意局部坐标

𝑧下表成 𝑓 −1 d𝑓
d𝑧 d𝑧.

接着在 𝑥附近取坐标 𝑧使得 𝑧(𝑥) = 0. 考虑亚纯微分形式 𝜔在 𝑧 = 0附近的 Laurent
展开∑𝑘>−∞ 𝑎𝑘𝑧𝑘 d𝑧. 在这类展开式组成的向量空间中,我们 mod 掉
(a) 定义在 𝑧 = 0附近的全纯微分形式,
(b) 形如 d𝜂的微分形式,其中 𝜂是定义在 𝑧 = 0附近的亚纯函数.
得到的商空间记为 ℛ, 无关坐标 𝑧 的选取; 记 𝜔 在 ℛ 中的像为 [𝜔]. 取商相当于舍
去 Laurent 展开中 𝑘 ≠ −1 的项, 因之 d log 𝑧 的像是一维空间 ℛ 的基, [𝜔] 对之的系
数正是 𝑎−1 = Res𝑥(𝜔). 为了说明 Res𝑥(𝜔) 独立于坐标, 只消说明 d log 𝑧 在 ℛ 中的像
独立于 𝑧. 诚然, 对于任两个满足 𝑧(𝑥) = 0 = 𝑤(𝑥) 的局部坐标 𝑧, 𝑤, 形式操作给出
d log 𝑧 − d log 𝑤 = d log 𝑧

𝑤 ,而 𝑧
𝑤 在 𝑥 = 0附近非零,故 d log 𝑧 ≡ d log 𝑤 (mod 全纯微分).

引理 B.6.1 设 𝑓 是亚纯函数,不处处为零,则对任意 𝑥 ∈ 𝑋皆有 ord𝑥(𝑓 ) = Res𝑥 (d log 𝑓).

证明 取局部坐标 𝑧使得 𝑧(𝑥) = 0,直接计算 d log 𝑓 = 𝑓 −1 d𝑓
d𝑧 的留数.

定理 B.6.2 设 𝐷是 𝑋 中的紧区域,边界 𝜕𝐷是分段光滑曲线,带诱导定向,而亚纯微分
𝜔在 𝜕𝐷上无极点,则

1
2𝜋𝑖 ∮𝜕𝐷

𝜔 = ∑
𝑥∈𝐷∘

极点

Res𝑥(𝜔).

边界 𝜕𝐷 的诱导定向来自 𝐷 本身由复结构确定的定向. 在局部坐标卡下,这相当于说
𝜕𝐷逆时针绕行,如下图.

𝐷

定理中容许 𝜕𝐷 = ∅ (例如 𝐷 = 𝑋),空曲线上的围道积分定为 0.

证明 如果 𝐷能用 𝑋 的一个局部坐标卡覆盖,那这无非是经典的留数定理. 一般情形
下,取足够细的三角剖分 𝐷 = 𝐷1 ∪ ⋯ ∪ 𝐷𝑚以确保每个 𝐷𝑖都能用坐标卡覆盖,适加扰动
以确保⋃𝑖 𝜕𝐷𝑖 不包含 𝜔的极点. 剖分新添的边积分相消,由此立刻化约到前一情形.
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这些论证在边界为空时同样适用,以复环面 𝑋 = 𝐷 = ℂ/(ℤ ⊕ ℤ𝑖)为例,图像如下:

基本区域

粘合 剖分=

各边的积分两两相消.

定理 B.6.3 设 𝑋 为紧 Riemann曲面.

(i) 对任意亚纯微分 𝜔皆有∑𝑥 Res𝑥(𝜔) = 0,其中 𝑥取遍极点;

(ii) 对任意不恒为零的亚纯函数 𝑓 ,

∑
𝑥∈𝑋

ord𝑥(𝑓 ) = 0 (有限和),

或者说 𝑓 的极点与零点的个数相同,计入重数.

证明 定理 B.6.2给出 (i),代入亚纯微分 𝜔 ∶= d log 𝑓 并应用引理 B.6.1就得到 (ii).

设 𝑓 为 𝑋 上的非常值亚纯函数. 对任意 𝑦 ∈ ℂ ⊔ {∞},当 𝑦 ≠ ∞时定义 𝑓 取 𝑦值的
次数为 𝑓 − 𝑦的零点个数,若 𝑦 = ∞则定之为 𝑓 的极点个数;当然,两种情形下都计入重
数,见定义 B.2.3.

推论 B.6.4 非常值亚纯函数取 𝑦 ∈ ℂ ⊔ {∞}值的次数是一个无关 𝑦的常数 𝑛(𝑓) ∈ ℤ≥1.
如果视 𝑓 为态射 𝑋 → ℙ1,则 𝑛(𝑓)无非是此态射的次数.

证明 当 𝑦 ∈ ℂ,在定理 B.6.3中代入 𝑓 − 𝑦可知: (以下皆计重数)

(𝑓 取 𝑦值的次数) − (𝑓 的极点个数) =
(𝑓 − 𝑦的零点个数) − (𝑓 − 𝑦的极点个数) = 0.

然而 𝑓 的极点数又等于 𝑓 取∞值的次数,记为 𝑛(𝑓) ∶= ∑𝑥∈𝑓 −1(∞) −ord𝑥(𝑓 ). 这就说明
取 𝑓 取 𝑦 ∈ ℂ ⊔ {∞}值的次数是常数 𝑛(𝑓).

现将 𝑓 视同态射 𝑋 → ℙ1. 兹断言 deg(𝑓 ) = 𝑛(𝑓). 以下用 𝑓 的零点个数 (计重数)来
计算 𝑛(𝑓). 在每个 𝑥 ∈ 𝑓 −1(0)附近存在局部坐标𝑤使得 𝑓 = 𝑤𝑒(𝑥),其中 𝑒(𝑥) ≥ 1是 𝑥处
的零点重数. 根据注记 B.4.5可知 𝑒(𝑥)正是 𝑓 ∶ 𝑋 → ℙ1 在 𝑥处的分歧指数. 如是遂有

𝑛(𝑓) =零点个数 = ∑
𝑥∈𝑓 −1(0)

𝑒(𝑥) = deg
(

𝑋
𝑓

ℙ1
)

;

最末等号基于命题 B.3.8. 明所欲证.
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例 B.6.5 且看如何用定理 B.6.3 来刻画射影直线 ℙ1 ∼
𝑡 ℂ ⊔ {∞} 上的亚纯函数. 我

们断言
ℳ(ℙ1) = ℂ(𝑡) (一元有理函数域).

易见 ℂ(𝑡) ⊂ ℳ(ℙ1). 若 𝑓, 𝑔 ∈ ℂ[𝑡], 𝑔 ≠ 0, 基于极限的论证给出 −ord∞ (
𝑓
𝑔 ) =

deg 𝑓 − deg 𝑔,这个次数差可以合理地记为 deg(𝑓 /𝑔). 现在来证明任意 ℎ ∈ ℳ(ℙ1)× 皆为
有理函数. 命

𝑘(𝑡) ∶= ∏
𝑥∈ℂ

(𝑡 − 𝑥)ord𝑥(ℎ) ∈ ℂ(𝑡) (有限积).

由定理 B.6.3导出

−ord∞(𝑘) = deg(𝑘) = ∑
𝑥∈ℂ

ord𝑥(ℎ) = −ord∞(ℎ),

是以命题 B.4.2蕴涵 𝑘/ℎ为常数. 综之, ℎ ∈ ℂ(𝑡).

B.7 Riemann–Roch定理的陈述
本节选定连通紧 Riemann曲面 𝑋,其上的亚纯函数域仍记为ℳ(𝑋).

定义 B.7.1 由 𝑋 的点生成的自由交换群记为 Div(𝑋),其元素称为 𝑋 上的除子,形式地
表作有限和

𝐷 = ∑
𝑥∈𝑋

𝑛𝑥𝑥, 𝑛𝑥 ∈ ℤ, 至多有限个 𝑛𝑥 非零.

相应的代数运算记为∑𝑥 𝑛𝑥𝑥 ± ∑𝑥 𝑚𝑥𝑥 = ∑𝑥(𝑛𝑥 ± 𝑚𝑥)𝑥等等. 定义一个除子𝐷 = ∑𝑥 𝑛𝑥𝑥
的次数为

deg 𝐷 ∶= ∑
𝑥∈𝑋

𝑛𝑥 ∈ ℤ.

显然 deg ∶ Div(𝑋) → ℤ是群同态. 对于 𝑓 ∈ ℳ(𝑋)×,定

div(𝑓 ) ∶= ∑
𝑥∈𝑋

ord
𝑥

(𝑓 )𝑥 ∈ Div(𝑋);

形如 div(𝑓 )的除子称为主除子.

全体主除子构成 Div(𝑋)的子群 𝒫 . 事实上,

div(𝑓𝑔) = div(𝑓 ) + div(𝑔), div(𝑓 −1) = − div(𝑓 ), div(𝑐) = 0, 𝑐 ∈ ℂ×.
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定义 B.7.2 称商群 Pic(𝑋) ∶= Div(𝑋)/𝒫 为 𝑋 的除子类群,也称为 Picard群.

引理 B.7.3 对任意 𝐷 ∈ 𝒫 皆有 deg 𝐷 = 0. 因之 deg诱导出群同态 Pic(𝑋) → ℤ.

证明 应用定理 B.6.3.

例 B.7.4 我们断言 deg诱导同构 Pic(ℙ1) ∼→ ℤ. 仅须证明所有 𝑥 ∈ ℙ1 皆满足 𝑥 − ∞ ∈ 𝒫
即可,因如此一来所有除子𝐷在 Pic(𝑋)中的类皆可化作 𝑛∞之形,而 deg(𝑛∞) = 𝑛. 诚然,
设 𝑥 ≠ ∞,考虑有理函数 𝑓 = (𝑡 − 𝑥) ∈ ℂ(𝑡);回忆例 B.6.5中的讨论可知 div(𝑓 ) = 𝑡 − ∞,
证毕.

紧接着要考虑 𝑋 上的全纯线丛,简称线丛,以及它们的截面;详见 §B.5.

定理 B.7.5 在 𝑋 上,任何线丛 𝜋 ∶ 𝐿 → 𝑋 都有非零的亚纯截面.

这点是由 𝑋 的紧性确保的. 其证明需要进一步的分析学工具,且置不论.

定义–定理 B.7.6 设 𝑠是线丛 𝐿的亚纯截面,不恒为 0. 定义相应的除子

div(𝐿, 𝑠) ∶= ∑
𝑥∈𝑋

ord
𝑥

(𝑠)𝑥 ∈ Div(𝑋).

它在 Pic(𝑋)中的除子类不依赖 𝑠的选取,记为 [𝐿]. 综之得到交换图表

(𝐿, 𝑠) div(𝑠)

{(𝐿, 𝑠) ∶ 𝐿 → 𝑋 线丛, 𝑠 ≠ 0 ∶亚纯截面} / ≃ Div(𝑋)

{𝐿 → 𝑋 ∶ 线丛} / ≃ Pic(𝑋)

𝐿 [𝐿]

∈ ∈

忘记 𝑠 商

∈ ∈

此处定义 𝜑 ∶ (𝐿, 𝑠) ∼→ (𝐿′, 𝑠′)为同构,如果 𝜑 ∶ 𝐿 ∼→ 𝐿′ 是线丛的同构且 𝜑𝑠 = 𝑠′.

证明 首先,在局部坐标下容易验证 𝑠的极点与零点都是 𝑋 的离散子集,从而 div(𝐿, 𝑠)
确实定出 Div(𝑋)的元素. 今选定 𝐿,设亚纯截面 𝑠, 𝑠′ 俱非零,则在每个局部坐标邻域 𝑈
里总存在 𝑈 上不恒为 0的亚纯函数 𝑎𝑈 ,

𝑠′|𝑈 = 𝑎𝑈 𝑠|𝑈 , 𝑎𝑈 |𝑈∩𝑉 = 𝑎𝑉 |𝑈∩𝑉 .
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从而 (𝑎𝑈 )𝑈 粘合为 𝑎 ∈ ℳ(𝑋)使得 𝑠′ = 𝑎𝑠. 按定义可知

div(𝐿, 𝑠′) = div(𝐿, 𝑎𝑠) = div(𝑎) + div(𝐿, 𝑠) ∈ 𝒫 + div(𝐿, 𝑠),

故 div(𝐿, 𝑠)的除子类 [𝐿]仅依赖于 𝐿. 这些构造显然在同构下不变.

若 𝐿是平凡线丛,考虑常值截面 𝑠 = 1立见 [𝐿] = 0.
如果 𝑠, 𝑠′ ≠ 0 分别是线丛 𝐿, 𝐿′ 的亚纯截面, 那么可以构造 𝐿 ⊗ 𝐿′ 的亚纯截面

𝑠𝑠′ = 𝑠 ⊗ 𝑠′,下述结果是水到渠成的.

命题 B.7.7 我们有 div(𝐿⊗𝐿′, 𝑠𝑠′) = div(𝐿, 𝑠)+div(𝐿′, 𝑠′). 特别地, [𝐿⊗𝐿′] = [𝐿]+[𝐿′],
且 [𝐿⊗𝑟] = 𝑟[𝐿],其中 𝑟 ∈ ℤ.

证明 第一个等式可直接检验. 一并注意到 𝐿及其对偶 𝐿∨ 的张量积同构于平凡线丛,
于是 [𝐿] + [𝐿∨] = 0,其余是明显的.

例 B.7.8 在 ℙ1 上有 [𝒪(𝑟)] = 𝑟𝑃 ,其中 𝑃 ∈ ℙ1 是任意点,不影响除子类 (见例 B.7.4). 根
据命题 B.7.7,证 𝑟 = 1的情形即足. 以下将用全纯截面来计算 [𝒪(1)].
既然 𝒪(−1)在任一点 𝑥上的纤维是 𝑥这条直线,给定 𝒪(1)的全纯截面相当于为每

个 𝑥 ∈ ℙ1 指派 𝑥上的一个线性泛函 𝜆𝑥,并要求 𝜆𝑥 随 𝑥 “全纯地”变化. 一个明显的取
法是令 𝜆为 ℂ2 上的线性泛函,并且令 𝜆𝑥 ∶= 𝜆|𝑥;这对 𝑥当然是全纯的,它甚且是 “代数
的”.

显然,当 𝜆 ≠ 0时 𝑥 ↦ 𝜆|𝑥 唯一的零点是 𝑥 = ker(𝜆) ∈ ℙ1. 为了计算重数,不妨就取
𝜆(𝑎, 𝑏) = 𝑎,于是 ker(𝜆) = (0 ∶ 1). 在坐标开集 𝑈1 = {(𝑧 ∶ 1) ∶ 𝑧 ∈ ℂ}上, 𝒪(1)有平凡化

𝑈1 × ℂ {((𝑧 ∶ 1), 𝜇𝑧) ∶ 𝜇𝑧 ∈ Homℂ (ℂ ⋅ (𝑧, 1), ℂ)}

((𝑧 ∶ 1), 𝑡) ((𝑧 ∶ 1), (𝑢𝑧, 𝑢) ↦ 𝑢𝑡) .

∼

∈ ∈

故 𝜆|(𝑧∶1) ∶ (𝑢𝑧, 𝑢) ↦ 𝑢𝑧对应到左侧平凡线丛的截面 𝑧 ↦ ((𝑧 ∶ 1), 𝑧),它在 𝑧 = 0处有一
阶零点,对应到 (0 ∶ 1) ∈ ℙ1. 综之, div(𝒪(1), 𝑥 ↦ 𝜆|𝑥) = (0 ∶ 1),证毕.

我们研究亚纯截面的进路是约束其极点,借以获取一个 “有限”的对象. 引入符号

𝐷 = ∑𝑥
𝑛𝑥𝑥, 𝐷′ = ∑𝑥

𝑛′
𝑥𝑥, 𝐷 ≥ 𝐷′ ⟺ [∀𝑥 ∈ 𝑋, 𝑛𝑥 ≥ 𝑛′

𝑥] .

对任意除子 𝐷,置

Γ(𝑋, 𝐿(𝐷)) ∶= {𝑠 ∶ 𝐿的亚纯截面, div(𝐿, 𝑠) + 𝐷 ≥ 0} .

按约定, 𝑠 = 0给出∑𝑥 ∞𝑥,属于上述集合. 易见 Γ(𝑋, 𝐿(𝐷))构成复向量空间,见 (B.5.1).
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一般而言, 𝐷 ≥ 𝐷′ 蕴涵 Γ(𝑋, 𝐿(𝐷′)) ⊂ Γ(𝑋, 𝐿(𝐷)),而且易见 Γ(𝑋, 𝐿(0)) = Γ(𝑋, 𝐿).
当 𝐿平凡时, Γ(𝑋, 𝐿(𝐷))化为

Γ(𝑋, 𝐷) ∶= {𝑎 ∈ ℳ(𝑋) ∶ div(𝑎) + 𝐷 ≥ 0} . (B.7.1)

按先前关于 div(0)的约定, Γ(𝑋, 𝐷)是ℳ(𝑋)的复向量子空间. 精确到同构, Γ(𝑋, 𝐷)仅
依赖于 𝐷的除子类,这是基于以下事实

Γ(𝑋, 𝐷) Γ(𝑋, 𝐷 + div(𝑓 )), 𝑓 ∈ ℳ(𝑋)×

𝑎 𝑎𝑓 −1.

∼

∈ ∈ (B.7.2)

引理 B.7.9 当 𝐷 = 0时 Γ(𝑋, 𝐷) = ℂ. 当 deg 𝐷 < 0时 Γ(𝑋, 𝐷) = {0}.

证明 若 𝐷 = 0则 Γ(𝑋, 𝐷)是 𝑋 上的全纯函数空间. 由命题 B.4.2知全纯函数必取常
值. 现在证明后半部. 若 𝑎 ∈ ℳ(𝑋)×, div(𝑎) + 𝐷 ≥ 0,则 deg(div(𝑎) + 𝐷) = deg 𝐷 ≥ 0.

空间 Γ(𝑋, 𝐿(𝐷))与 Γ(𝑋, 𝐷)有紧密的联系.

命题 B.7.10 设 𝑠是线丛 𝐿 → 𝑋 的亚纯截面,不恒为零,则对任意 𝐷 ∈ Div(𝑋)皆有同构

Γ(𝑋, 𝐿(𝐷)) Γ(𝑋, div(𝐿, 𝑠) + 𝐷)

𝑡 = 𝑎𝑠 𝑎 𝑎 ∈ ℳ(𝑋).

∼

∈ ∈

根据 (B.7.2),同构意义下 Γ(𝑋, div(𝐿, 𝑠) + 𝐷)由 div(𝐿, 𝑠)的除子类亦即 [𝐿]所确定,
𝑠的选取无关宏旨.

证明 任何 𝐿的亚纯截面 𝑡总能唯一地表作 𝑡 = 𝑎𝑠,其中 𝑎 ∈ ℳ(𝑋);见定义–定理 B.7.6
的论证. 于是 div(𝐿, 𝑡) + 𝐷 ≥ 0等价于 div(𝑎) + div(𝐿, 𝑠) + 𝐷 ≥ 0. 证毕.

定义 B.7.11 今对任意除子 𝐷 ∈ Div(𝑋)定义

ℓ(𝐷) ∶= dimℂ Γ(𝑋, 𝐷);

根据 (B.7.2)它只依赖于 𝐷在 Pic(𝑋)中的类. 此外,以 𝑋 的典范丛 (定义 B.5.7)定义典
范除子类

𝐾𝑋 ∶= [Ω𝑋] ∈ Pic(𝑋).

于命题 B.7.10代入 𝐿 = Ω𝑋 和 𝐷 = 0可知 dim Γ(𝑋, Ω𝑋) = ℓ(𝐾𝑋).

举例明之, 𝐾ℙ1 = −2𝑥 mod 𝒫 ,其中 𝑥 ∈ ℙ1 任取 (例 B.7.8配合例 B.5.8). 另一方面,对
任意复环面 𝑇 都有 𝐾𝑇 = 0 (例 B.5.9).
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因为𝑋是紧定向曲面,对之可定义亏格 𝑔 = 𝑔(𝑋)和 Euler示性数 𝜒(𝑋) = 2 − 2𝑔(𝑋).
详见 §B.4.

定理 B.7.12 (Riemann–Roch) 对任意除子 𝐷,维数 ℓ(𝐷)总是有限. 进一步

ℓ(𝐷) − ℓ(𝐾𝑋 − 𝐷) = deg 𝐷 − 𝑔 + 1.

这些论断的证明一般须动用称为 Hodge理论的分析学工具,宜待专著讨论,感兴趣
的读者不妨参阅 [60,第三章]. 对于一般的紧复流形上的全纯向量丛,相应的推广称为
Hirzebruch–Riemann–Roch定理. 现在知道这是 Atiyah–Singer指标定理的一个应用. 指
标定理可谓进路迭出,异彩纷呈,读者从 [7, Theorem 4.10]切入兴许是个可行的方案.

注记 B.7.13 下面是定理 B.7.12的几点立即推论.

1. 取 𝐷 = 0,由 ℓ(𝐷) = dimℂ ℂ = 1和 deg 𝐷 = 0立得 ℓ(𝐾𝑋) = 𝑔.

2. 复取 𝐷 = 𝐾𝑋 ,配合上一步可知 𝑔 − 1 = deg 𝐾𝑋 − 𝑔 + 1,亦即 deg 𝐾𝑋 = 2𝑔 − 2 =
−𝜒(𝑋).

3. 若 deg 𝐷 > 2𝑔 − 2, 则 deg(𝐾𝑋 − 𝐷) = deg 𝐾𝑋 − deg 𝐷 < 0 和引理 B.7.9 蕴涵
ℓ(𝐾𝑋 − 𝐷) = 0,从而

ℓ(𝐷) = deg 𝐷 − 𝑔 + 1 > 𝑔 − 1;

特别地,假设 deg 𝐷 > 2𝑔 − 2,则当 𝑔 ≥ 1时 ℓ(𝐷) > 0. 当 𝑔 = 0而 deg 𝐷 ≥ 0时也
有 ℓ(𝐷) > 0.

推论 B.7.14 在 𝑋 上存在非零全纯微分当且仅当 𝑋 的亏格 𝑔 ≥ 1.

证明 以上讨论表明 dimℂ Γ(𝑋, Ω𝑋) = ℓ(𝐾𝑋) = 𝑔.

经常同 Riemann–Roch定理合并运用的一个基本结果是 Serre对偶定理,涉及向量
丛或凝聚层的上同调,记录如下.

定理 B.7.15 (J.-P. Serre) 存在 ℂ-向量空间的自然同构

H𝑖 (𝑋, 𝐸) ∼→ H1−𝑖 (𝑋, 𝐸∨ ⊗ Ω𝑋)
∨ , 𝑖 ∈ ℤ,

其中 𝐸 是 𝑋 上的向量丛,注意到 H𝑖(𝑋, ⋅)仅对 𝑖 = 0, 1非零.

Serre对偶定理可以对更一般的射影复流形陈述. 在代数几何中, Serre对偶定理可
以推广到相对情形 𝑋 → 𝑆,适用于相当广泛的一类概形,称为 Grothendieck–Serre对偶
定理. 对于非光滑的情形,关键在于须将典范丛 Ω𝑋 或相应的层替换为对偶化复形.

练习 B.7.16 从例 B.5.8直接证明射影直线 ℙ1 上的全纯微分必为零.
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最后,留意到除子定义中的系数只用到加减两种运算,所以系数也无妨取在任意加
法群中. 本书只用到 ℚ-系数的版本. 按代数学的手法,从 ℤ-系数过渡到 ℚ-系数自然是
倚靠张量积⊗,见 [59, §6.6].

定义 B.7.17 简记⊗ℤ 为⊗,命

Div(𝑋)ℚ ∶= Div(𝑋) ⊗ ℚ ↩ Div(𝑋),
Pic(𝑋)ℚ ∶= Pic(𝑋) ⊗ ℚ ≃ Div(𝑋)ℚ/ im [𝒫 ⊗ ℚ → Div(𝑋)ℚ] .

两者都是 ℚ-向量空间. 称 Div(𝑋)ℚ 的元素为 𝑋 上的 ℚ-除子,它们仍可唯一地写成有限
和∑𝑥∈𝑋 𝑛𝑥𝑥,但容许 𝑛𝑥 ∈ ℚ,其余代数运算和 ≥的定义同于 Div(𝑋). 过渡到 Pic(𝑋)ℚ相
当于 mod 掉 𝒫 中元素的 ℚ-线性组合.

同态 deg ∶ Div(𝑋) → ℤ按 ℚ-线性延拓为 Div(𝑋)ℚ → ℚ,并且仍透过 Pic(𝑋)ℚ 分解;
参照引理 B.7.3.

对于任意 𝐷 = ∑𝑥∈𝑋 𝑛𝑥𝑥 ∈ Div(𝑋)ℚ,我们有良定的取整运算

⌊𝐷⌋ ∶= ∑
𝑥∈𝑋

⌊𝑛𝑥⌋𝑥 ∈ Div(𝑋).

这对第四章的维数公式实属必要.





附录 C 算术背景

本附录旨在简要勾勒和代数或数论有关的语言,限于最浅显的部分. 这部分材料主
要用于第九章和第十章.

C.1 群的上同调
本节选定群 𝐺,其运算写作乘法. 群上同调的完整理论可参阅 [1]或代数数论的进

阶教材.

定义 C.1.1 设 𝐸是加法群,而 𝐺透过群自同态在 𝐸上左作用;今后称此结构为 𝐺-模. 全
体 𝐺-模对态射 (或称等变同态)构成范畴,这是一个 Abel范畴.

对于任意 𝐺-模 𝐸,记 𝐸𝐺 ∶= {𝑥 ∈ 𝐸 ∶ ∀𝑔 ∈ 𝐺 𝑔𝑥 = 𝑥}.

定义 C.1.2 (群的上同调) 对于任何 𝐺-模 𝐸,命

𝐶𝑛(𝐺, 𝐸) ∶= {映射 𝑓 ∶ 𝐺𝑛 → 𝐸} 𝑛 ∈ ℤ≥0,
d ∶ 𝐶𝑛(𝐺, 𝐸) ⟶ 𝐶𝑛+1(𝐺, 𝐸),

每一项都构成加法群,其中

d𝑓(𝑔1, … , 𝑔𝑛+1) = 𝑔1𝑓(𝑔2, … , 𝑔𝑛+1)+
𝑛

∑
ℎ=1

(−1)ℎ𝑓(𝑔1, … , 𝑔ℎ𝑔ℎ+1, … , 𝑔𝑛+1) + (−1)𝑛+1𝑓(𝑔1, … , 𝑔𝑛);

另对 𝑛 < 0定义 𝐶𝑛(𝐺, 𝐸) = {0}. 这给出复形 (𝐶•(𝐺, 𝐸), d),定义

H𝑛(𝐺, 𝐸) ∶= H𝑛 (𝐶•(𝐺, 𝐸), d) = ker[d ∶ 𝐶𝑛(𝐺, 𝐸) → 𝐶𝑛+1(𝐺, 𝐸)]
im[d ∶ 𝐶𝑛−1(𝐺, 𝐸) → 𝐶𝑛(𝐺, 𝐸)]

.
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上同调具有函子性: 对 𝐺 的同态可以拉回, 对 𝐸 的等变同态可以推出. 事实上
H•(𝐺, ⋅)是 𝐸 ↦ 𝐸𝐺 的右导出函子. 若 𝐸 是交换环 𝑅上的模,而 𝐺以 𝑅-模自同态作用
在 𝐸上,则称 𝐸为 𝑅[𝐺]-模,此时 H𝑛(𝐺, 𝐸)对每个 𝑛都成为 𝑅-模. 取 𝑅 = ℤ就回到初始
定义.

如果 𝑁 C 𝐺 为正规子群, 则对任何 𝐺-模 𝐸, 各阶上同调 H•(𝑁, 𝐸) 也带自然之
𝐺/𝑁-作用. 若进一步假设

∀𝑛 > 0, H𝑛 (𝐺/𝑁, 𝐸𝑁 ) = {0}

则群上同调理论中的 Lyndon–Hochschild–Serre谱序列退化成自然同构

H• (𝐺, 𝐸) ≃ H• (𝑁, 𝐸)𝐺/𝑁 ;

同构具体是透过𝑁 ↪ 𝐺的拉回诱导的. 作为推论,此时拉回 H𝑛(𝐺, 𝐸) → H𝑛(𝑁, 𝐸)对所
有 𝑛都是单射.

注记 C.1.3 如果上述讨论中 𝐺/𝑁 是有限群, ℂ-向量空间 𝐸 是 𝐺的有限维线性表示,那
么 𝐻≥1(𝐺/𝑁, 𝐸𝑁 ) = {0}自动成立. 这是有限群表示论中Maschke定理的直接结果: 函
子 𝐴 ↦ 𝐴𝐺/𝑁 是正合的,故其高阶导出函子为零.

C.2 Galois群及 𝒑-进数
约定 C.2.1 设 𝐾 为域. 对于取定的可分闭包 𝐾|𝐾 ,记

𝐺𝐾 ∶= Gal(𝐾|𝐾) = lim←−−
𝐿|𝐾

有限 Galois子扩张

Gal(𝐿|𝐾),

它是 pro-有限群,其拓扑以形如 Gal(𝐾|𝐿)的正规子群作为 1的一族邻域基,其中 𝐿|𝐾 取
遍 𝐾|𝐾 的有限 Galois子扩张.

此拓扑称为 Krull拓扑,相关的一般理论可见 [59,定义 4.10.5].

定义 C.2.2 (绝对值) 域 𝐾 上的绝对值指的是一个函数 | ⋅ | ∶ 𝐾 → ℝ≥0,满足以下条件:
(i) |𝑥| = 0 ⟺ 𝑥 = 0,
(ii) |𝑥𝑦| = |𝑥||𝑦|,
(iii) |𝑥 + 𝑦| ≤ |𝑥| + |𝑦| (三角不等式).
绝对值 |⋅|透过 𝑑(𝑥, 𝑦) ∶= |𝑥−𝑦|使𝐾成为度量空间. 如果存在 𝑡 > 0使得 |⋅|𝑡 = |⋅|′,

则称绝对值 | ⋅ |, | ⋅ |′ 是等价的,它们诱导相同的拓扑. 如果 {|𝑛| ∶ 𝑛 ∈ ℤ}无界,则称 | ⋅ |
是 Archimedes的. 如果 𝑥 ≠ 0 ⟹ |𝑥| = 1,则称 | ⋅ |是平凡绝对值.



§C.2 Galois群及 𝑝-进数 369

两则事实:
⋄ 对于任何非 Archimedes而且非离散的绝对值,不等式 | ⋅ | ≤ 1截出 𝐾 的子环 𝒪 ,而

| ⋅ | < 1截出 𝒪 的极大理想𝔪. 称 𝒪/𝔪为 (𝐾, | ⋅ |)的剩余类域.
⋄ 若 𝐿|𝐾 是代数扩张,则 𝐾 的任何非 Archimedes绝对值都能延拓到 𝐿上.

约定 C.2.3 设 𝐿|𝐾 为代数扩张, 𝑤 (或 𝑣)是 𝐿 (或 𝐾)上的绝对值的一个等价类. 那么符
号 𝑤 ∣ 𝑣意谓 𝑤|𝐾 和 𝑣等价.

绝对值有时也称为取值在 ℝ≥0 中的赋值,但后者在一些场合专指非 Archimedes情
形. 域 𝐾 对绝对值 | ⋅ |的完备化仅依赖于 | ⋅ |的等价类 𝑣,记为 𝐾𝑣;可以证明 𝐾𝑣仍是域,
包含 𝐾 作为稠密子域 (见 [59, §10.4]). 以下专注于 𝐾 = ℚ的情形.

例 C.2.4 在ℚ上取数学分析中标准的绝对值,这是 Archimedes绝对值,相应的完备化无
非是 ℝ. 记此绝对值为 | ⋅ |∞.

例 C.2.5 (𝒑-进绝对值) 设 𝑝为素数,定义 𝑣𝑝 ∶ ℤ → ℤ≥0 ⊔ {∞}如下

𝑣𝑝(𝑛) ∶= max{𝑎 ∶ 𝑝𝑎 ∣ 𝑛}, 𝑛 ∈ ℤ,

再以 𝑣𝑝(𝑟/𝑠) ∶= 𝑣𝑝(𝑟) − 𝑣𝑝(𝑠)将其扩充为 𝑣𝑝 ∶ ℚ → ℤ ⊔ {∞}. 对应的 𝑝-进绝对值取为

|𝑥|𝑝 ∶= 𝑝−𝑣𝑝(𝑥), 𝑥 ∈ ℚ,

这是非 Archimedes的. 以 | ⋅ |𝑝 对 ℚ作完备化得到 𝑝-进数域 ℚ𝑝,对 ℤ作完备化则得到
𝑝-进整数环 ℤ𝑝 ⊂ ℚ𝑝.

Ostrowski定理 [59,定理 10.4.6]说明: 精确到等价,这两类绝对值穷尽了 ℚ的所有
非平凡绝对值,既不重复也不遗漏. 可以证明 ℚ𝑝 = ℤ𝑝 [

1
𝑝 ],而且存在拓扑环的同构

ℤ𝑝
∼→ lim←−−𝑛≥1

ℤ/𝑝𝑛ℤ,

由此还能导出 ℤ𝑝 的剩余类域是 ℤ𝑝/𝑝ℤ𝑝 ≃ 𝔽𝑝. 详见 [59,例 10.2.1 + §10.3].
任取代数闭包 ℚ𝑝|ℚ𝑝 和 𝔽𝑝|𝔽𝑝. 存在域嵌入 𝜄 ∶ ℚ → ℚ𝑝 使下图交换

ℚ ℚ𝑝

ℚ ℚ𝑝

𝜄

(C.2.1)

相应地有对 Krull拓扑连续的群嵌入 𝐺ℚ𝑝 ↪ 𝐺ℚ,映 𝑔 ↦ 𝑔𝜄;注意到 𝜄在下述意义唯一:
对任两个 𝜄, 𝜄′,存在 𝜏 ∈ 𝐺ℚ 和 𝜎 ∈ 𝐺ℚ𝑝 使得 𝜄′ = 𝜎𝜄𝜏;以上全是标准结果,见 [59,定理
10.7.5].
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给定 ℚ|ℚ 的 Galois 子扩张 𝐾|ℚ (容许无穷), 则资料 (C.2.1) 诱导 𝜄 ∶ 𝐾 ↪ ℚ𝑝,
从而根据前引定理确定了 𝐾 的赋值 𝑣 ∣ 𝑝; 进一步, 资料 (C.2.1) 也诱导连续嵌入
Gal(𝐾𝑣|ℚ𝑝) ↪ Gal(𝐾|ℚ).

对任意素数 𝑝,存在拓扑群的典范短正合列

1 → 𝐼𝑝 → 𝐺ℚ𝑝 → 𝐺𝔽𝑝 → 1,

其中 𝐼𝑝 C 𝐺ℚ𝑝 称为惯性子群. 群 𝐺𝔽𝑝 有熟悉的拓扑生成元

Fr𝑝 ∶ 𝑥 ↦ 𝑥𝑝, 𝑥 ∈ 𝔽𝑝,

称为 Frobenius自同构. 若 ℚ|ℚ的 Galois子扩张 𝐾|ℚ在 𝑝上非分歧,按上一段的方式
选定 𝐾 的赋值 𝑣 ∣ 𝑝,则 Fr𝑝 可以视为 Gal(𝐾𝑣|ℚ𝑝)的元素,继而放入 Gal(𝐾|ℚ). 尽管 Fr𝑝
在 Gal(𝐾|ℚ)中的像依赖于 (C.2.1)的选取,它的共轭类终归是良定义的.
在代数几何的脉络下,常称 Fr𝑝 为算术 Frobenius, Fr−1

𝑝 为几何 Frobenius.
与这些概念相关的是代数数论中著名的 Chebotarev密度定理. 本书只需要以下的

弱形式.

定理 C.2.6 (N. Chebotarev) 设 𝑆 ⊂ {𝑝 ∶素数}为有限集,而 𝐾|ℚ是在 𝑆 之外非分歧的
Galois扩张,则所有 Fr𝑝 的共轭类 (取遍 𝑝 ∉ 𝑆)之并在 Gal(𝐾|ℚ)中稠密.

C.3 Galois表示和平展上同调
称 ℚ的有限扩张为数域. 代数数论的宗旨是对一切数域 𝐾 探究紧拓扑群 𝐺𝐾 的结

构;相关背景知识可见任何一本相关教材或 [59,第十章]. 简单起见,本节只论 𝐾 = ℚ的
情形. 标准的进路之一是研究 𝐺ℚ 的一切有限维连续表示,亦即同态

𝜌 ∶ 𝐺ℚ → GL(𝑉 ) 取基
∼

GL(𝑛, 𝐸),

其中
⋄ 𝐸 是选定的拓扑域;
⋄ 𝑉 是有限维 𝐸-向量空间,拓扑由 𝐸 诱导, 𝑛 ∶= dim𝐸 𝑉 ;
⋄ 作用映射 𝐺ℚ × 𝑉 → 𝑉 ∶ (𝑔, 𝑣) ↦ 𝜌(𝑔)𝑣是连续的.

一旦选定域 𝐸,群 𝐺ℚ 的有限维连续表示便构成加性范畴,对之可以探讨子表示,直和等
等概念. 今后径称这般表示 𝜌为 Galois表示.

定义 C.3.1 若 Galois表示 𝜌 ∶ 𝐺ℚ → GL(𝑉 )除 {0}和 𝑉 以外无其它子表示,则称 𝜌不可
约;如果 𝜌可写作不可约子表示的直和,则称 𝜌半单. 任何 Galois表示 𝜌 ∶ 𝐺ℚ → GL(𝑉 )
都有合成列,定义 𝜌的半单化 𝜌ss为所有合成因子的直和;特别地, 𝜌不可约时 𝜌 ≃ 𝜌ss.
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对于任意扩域 𝐸′|𝐸,从 𝜌自然地导出 𝜌 ⊗ 𝐸′ ∶ 𝐺ℚ → GL(𝑉 ⊗
𝐸

𝐸′). 若对于代数闭

包 𝐸alg|𝐸,表示 𝜌 ⊗ 𝐸alg仍不可约,则称 𝜌为绝对不可约表示.

对每个 𝑔 ∈ 𝐺ℚ,考虑 𝜌(𝑔)的特征多项式

det(𝑋 − 𝜌(𝑔)|𝑉 ) = 𝑋𝑛 − 𝑐1(𝑔)𝑋𝑛−1 + ⋯ + (−1)𝑛𝑐𝑛(𝑔),

每个系数 𝑐𝑖 ∶ 𝐺ℚ → 𝐸 都是共轭不变的连续函数, 仅依赖于 𝜌ss; 特别地, 对于特征标
𝑐1 = Tr(𝜌)和行列式 𝑐𝑛 = det 𝜌也是如此. 以下的代数学基本事实述而不证.

命题 C.3.2 (Brauer–Nesbitt–Schur) 设 𝜌, 𝜌′为 𝐺ℚ的 𝑛维 Galois表示. 那么 𝜌ss ≃ (𝜌′)ss

当且仅当 𝜌, 𝜌′ 对所有 𝑔 ∈ 𝐺ℚ 都有相同的特征多项式. 若要求 char(𝐸) = 0或 char(𝐸) >
𝑛,则充要条件可以放宽为 Tr(𝜌) = Tr(𝜌′).

对Galois表示 (𝜌, 𝑉 )和素数 𝑝,注意到 𝐼𝑝-不变子空间 𝑉 𝐼𝑝 是𝐺𝔽𝑝 的表示. 考虑 Fr𝑝在
𝑉 𝐼𝑝 上作用的特征多项式 det (𝑋 − 𝜌(Fr𝑝)|𝑉 𝐼𝑝),它无关资料 (C.2.1)的选取. 若 𝑉 𝐼𝑝 = 𝑉
则称 (𝜌, 𝑉 )在 𝑝处非分歧,此概念也不依赖 (C.2.1).

⋄ 设 𝑆 ⊂ {𝑝 ∶ 素数}为有限集,若对每个 𝑝 ∉ 𝑆,表示 (𝜌, 𝑉 )皆在 𝑝处非分歧,则称
(𝜌, 𝑉 )在 𝑆 之外非分歧;

⋄ 设𝔪 ∈ ℤ,若 (𝜌, 𝑉 )在 𝑆 ∶= {𝑝 ∶ 𝑝 ∣ 𝔪}之外非分歧,则称 (𝜌, 𝑉 )在𝔪外非分歧.

定理 C.3.3 设 𝜌, 𝜌′ 为 𝐺ℚ 的 𝑛维 Galois表示,在有限集 𝑆 ⊂ {𝑝 ∶ 素数}外非分歧. 假
设对所有 𝑝 ∉ 𝑆, 算子 𝜌(Fr𝑝) 和 𝜌′(Fr𝑝) 的特征多项式相同, 则 𝜌ss ≃ (𝜌′)ss. 若要求
char(𝐸) = 0或 char(𝐸) > 𝑛,则条件可以放宽为 Tr 𝜌(Fr𝑝) = Tr 𝜌′(Fr𝑝) (∀𝑝 ∉ 𝑆).

证明 取 ℚ𝑆 |ℚ为极大 𝑆 之外非分歧扩张,则 𝜌, 𝜌′ 来自 Gal(ℚ𝑆 |ℚ)的 𝑛维连续表示,再
结合定理 C.2.6和命题 C.3.2便是.

例 C.3.4 回到原始问题. 研究 𝐺ℚ 的第一步自然是考虑其 1维表示,这相当于研究 𝐺ℚ
的交换化 𝐺ℚ,ab = Gal(ℚab|ℚ)及所有连续同态

𝜒 ∶ 𝐺ℚ ↠ 𝐺ℚ,ab → 𝐸×,
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此处 ℚab ⊂ ℚ是 ℚ的极大交换扩张. 类域论中的 Kronecker–Weber定理给出

ℚab = ⋃
𝑛≥1

ℚ(𝜁𝑛) = lim−−→𝑛≥1
按整除性赋序

ℚ(𝜁𝑛), 𝜁𝑛 ∈ ℚ ∶ 𝑛次本原单位根,

𝐺ℚ,ab
∼→ lim←−−𝑛≥1
按整除性赋序

Gal (ℚ(𝜁𝑛)|ℚ)
∼→ lim←−−𝑛≥1
按整除性赋序

(ℤ/𝑛ℤ)×

≃ ∏
𝑝∶素数

lim←−−𝑚=1,2,3…
(ℤ/𝑝𝑚ℤ)× ≃ ∏𝑝

ℤ×
𝑝 (作为拓扑群.)

这里用到了同构 Gal (ℚ(𝜁𝑛)|ℚ)
∼→ (ℤ/𝑛ℤ)×,映 𝑔为 𝑎(𝑔) ∈ ℤ/𝑛ℤ使得 𝑔𝜁𝑛 = 𝜁𝑎(𝑔)

𝑛 ,它不依
赖 𝜁𝑛 的选择.

表示理论的经典进路是取 𝐸 = ℂ. 因为 𝜒 连续, 存在紧开正规子群 𝑈 ⊂ 𝐺ℚ 使
得 𝜒(𝑈) ⊂ {𝑧 ∈ ℂ× ∶ |𝑧| < 1}, 但右边除 {1} 之外不含任何子群, 所以 𝜒 分解为
𝐺ℚ/𝑈 → 𝐸×. 根据以上对 𝐺ℚ,ab的描述,存在充分可除的 𝑛使得 𝜒 透过 𝐺ℚ,ab ↠ (ℤ/𝑛ℤ)×

分解. 换言之, 𝜒 是 Dirichlet特征标;这说明系数在 ℂ上的 1维 Galois表示并不多,而且
无涉 ℂ的拓扑.

若改取 𝐸 = ℚℓ,其中 ℓ是素数,则能得到更多的特征标. 其中特别重要的一员是
ℓ-进分圆特征标 𝜒ℓ ∶ 𝐺ℚ → ℤ×

ℓ ⊂ ℚ×
ℓ ,定义为 𝐺ℚ,ab

∼→ ∏𝑝 ℤ×
𝑝 ↠ ℤ×

ℓ ,或者重新写为合成

𝐺ℚ ↠ Gal (ℚ(𝜁ℓ∞ )|ℚ) ≃ lim←−−𝑚≥1
Gal (ℚ(𝜁ℓ𝑚 )|ℚ) ≃ lim←−−𝑚≥1

(ℤ/ℓ𝑚ℤ)× = ℤ×
ℓ ,

其中 𝜁ℓ𝑚 是任意 ℓ𝑚 次本原单位根, ℚ(𝜁ℓ∞ ) ∶= ⋃𝑚≥1 ℚ(𝜁ℓ𝑚 ); 它映 𝑔 为 (𝑎𝑚)𝑚≥1 使得
𝑔𝜁ℓ𝑚 = 𝜁𝑎𝑚

ℓ𝑚 .
关于分圆域的一则事实是 ℚ(𝜁ℓ𝑚 )|ℚ在 ℓ之外非分歧, 𝑚 = 1, 2, … , ∞. 从定义可以

验证:

⋄ 对于素数 𝑝 ≠ ℓ,将 Fr𝑝 提升为 Gal (ℚ(𝜁ℓ∞ )|ℚ)中的共轭类,则 𝜒ℓ(Fr𝑝) = 𝑝.

⋄ 记 conj ∈ 𝐺ℚ 为复共轭,则 𝜒ℓ(conj) = −1.

今后只论系数在 ℚℓ或其代数扩张上的 Galois表示. 我们已经看到 1维 Galois表示
无非是类域论. 下一站自然是 2维 Galois表示,基于模形式的相关构造是 §10.6的主题,
其技术基于平展上同调,以下略述一二.

任何概形 𝑋 上都可以定义平展拓扑,以及相应的层范畴 Shvét(𝑋). 在一些合理的假
设下1,可以对态射 𝑓 ∶ 𝑋 → 𝑌 和层定义导出函子 R•𝑓∗ 和 R•𝑓! 等等. 若 𝐶 是可分闭域,
则 Ab 取常值层

∼ Shvét(Spec 𝐶). 是故可分闭域 2 的 Spec在平展拓扑下扮演的角色类似于

1分离,有限型态射;拟紧拟分离概形.
2确切地说应是严格 Hensel环.
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独点集 {pt}.

特别地, 设 𝑋 𝑎
Spec(𝐶) 是可分闭域 𝐶 上的概型, 考虑素数 ℓ 和 𝑋 上的常值层

ℤ/ℓ𝑚ℤ,可定义 ℓ-进平展上同调

H•(𝑋, ℤ/ℓ𝑚ℤ) ∶= R•𝑎∗(ℤ/ℓ𝑚ℤ) (𝑚 ≥ 1),
H•(𝑋, ℤℓ) ∶= lim←−−𝑚≥1

H•(𝑋, ℤ/ℓ𝑚ℤ),

H•(𝑋, ℚℓ) ∶= H•(𝑋, ℤℓ) ⊗
ℤℓ

ℚℓ.

它们分别是 ℤ/ℓ𝑚ℤ, ℤℓ 和 ℚℓ-模. 拓扑学中熟悉的操作如拉回,迹映射等都有 ℓ-进平展
上同调的版本. 同理还可以定义 H•

𝑐 (𝑋, ⋅) = R•𝑎! 等等.

1. 取 𝐶 = ℂ. 比较定理说明只要 𝑋 满足一定的有限性和分离性条件,考虑相系的复
解析空间 𝑋an上的上同调函子 H•(𝑋an, ⋅),则有典范同构

H•(𝑋, 𝑅) ≃ H•(𝑋an; 𝑅), 𝑅 ∈ {ℤ/ℓ𝑚ℤ, ℤℓ, ℚℓ}.

2. 如果 𝑋 定义在一般的域 𝐾 上, 𝐿|𝐾 为任意扩域,记 𝑋𝐿 为 𝑋 沿着 𝐿|𝐾 的基变换.
取可分闭包 𝐾|𝐾 ,那么 H•(𝑋𝐾 , ℚℓ)上带有自然的连续 𝐺𝐾 -表示.

3. 在以上构造中取 𝐾 ⊂ ℂ为数域,选定嵌入 𝐾 ↪ 𝐾 ∶= ℚ ⊂ ℂ,并假设 𝑋 光滑,则有
典范同构

H•(𝑋ℚ, 𝑅) 光滑基变换
∼

H•(𝑋ℂ, 𝑅) 比较定理
∼

H•(𝑋an
ℂ ; 𝑅). (C.3.1)

一切对 H•
𝑐 同样成立. 左项带有的 Galois作用是复解析理论所未见的.

从定义可见常系数 ℚℓ 的平展上同调其实是从 ℤ/ℓ𝑚ℤ逐步逼近的;直接在定义中
取常值层 ℤ为系数并不会给出期望的结果. 是故 ℤℓ 系数实属必要. 透过适当的理论包
装,例如 pro-平展拓扑,仍然可以在平展拓扑下定义 ℚℓ-层以及 ℚℓ-局部系统来充当平展
上同调的系数;上述所有性质都能推及一般的 ℚℓ-局部系统. 这是 §10.3所需的情形.
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Λ𝜏 , 111
Latt, 155
Latt0(𝑁), 174
ℒ, ℒ□, 109
𝕃std, 176

𝑚(𝛾, 𝜂; 𝛿), 145
𝔐(Γ), ℳ(Γ), 300
ℳ(𝑋), 344
M𝑛(𝑅), 13
𝜇, 𝜇𝐹 , 338
𝜇𝑁 , 13

𝔬𝑁 , 298
𝜔can, 293, 298
𝝎, 𝝎Γ, 262
Ω𝑋 , 357
ord𝑥, 344, 356

℘, 226
PGL(𝑛, 𝑅), 14
Pic(𝑋)ℚ, 365
Pic(𝑋), 360
PSL(𝑛, 𝑅), 14

𝑞, 𝑞𝑁 , 37
ℚ𝑝, 369

𝜌, 32

Shv(X), 343
𝜎𝑟(𝑛), 59
𝑆𝑘(Γ1(𝑁))old, 𝑆𝑘(Γ1(𝑁))new,

187

∑
′
, 57, 61
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𝕋1(𝑁), 181
𝑇 [𝑝], 307
𝑇𝑥,hol, 𝑇 ∗

𝑥,hol, 346
𝑇𝑛, 182
𝑇𝑝, 167
Tate(𝑞), 295
𝜏(𝑛), 64
𝕋ℓ, 314
type, 156

𝕋ℤ, 311

𝑉 ∨, 13

𝑊𝑁 , 215
𝑤𝑁 , 189
W𝐴, 304

𝑋(Γ), 83
𝑋(𝑁), 𝑋1(𝑁), 𝑋0(𝑁), 86

𝒳 , 143

𝑌 (Γ), 77
𝑌 (𝑁), 𝑌1(𝑁), 𝑌0(𝑁), 86

𝜁(𝑠), 50
𝜁(𝑠, 𝑎), 55
(ℤ/𝑁ℤ)2

prim, 65
ℤ𝑝, 369
ℤ2

prim, 57
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中文术语按汉语拼音排序.

A
Abel–Jacobi映射, 239
Atkin–Lehner定理, 195

B
Bernoulli多项式, Bernoulli数, 53
边, 43
边配对 (side-pairing), 44

C
测地多边形 (geodesic polygon), 25, 89
测地线 (geodesic), 21
层 (sheaf), 341

常值 (constant), 342
重数一 (multiplicity one), 195, 196
除子 (divisor), 360

ℚ-, 365
除子类群 (divisor class group), 360

D
单值变换 (monodromy transformation), 267
Dedekind 𝜂函数, 62
等变 (equivariant), 13
典范丛 (canonical bundle), 357, 363
叠 (stack), 112, 300
Dirichlet区域 (Dirichlet domain), 42

E
Eichler–志村同构 (Eichler–Shimura isomorphism),

279
Eisenstein级数, 57, 67, 72
Euler乘积 (Euler product), 51, 163, 182, 213, 333
Euler示性数 (Euler characteristic), 352

F
反对合 (anti-involution), 147
分圆特征标 (cyclotomic character), 372
Fourier系数, 38, 100, 198
Fricke对合 (Fricke involution), 215
复乘 (complex multiplication), 109, 248
Fuchs群 (Fuchsian group), 23, 79

余有限 (cofinite), 89
无挠 (torsion-free), 260
第一类 (of the first kind), 89

复环面 (complex torus), 108, 347
赋值 (valuation), 369

G
GAGA原理, 297
Galois表示 (Galois representation), 370
Gauss–Bonnet公式, 25
格 (lattice), 107, 155, 347
𝐺-模, 367

H
Hasse不变量 (Hasse invariant), 299
Hecke代数 (Hecke algebra), 181
Hecke对应 (Hecke correspondence), 290
Hecke特征形式 (Hecke eigenform), 161, 183

正规化 (normalized), 185
Hecke算子 (Hecke operator), 153
Hodge结构 (Hodge structure), 281
Hurwitz 𝜁 函数, 55

J
Jacobi三重积 (Jacobi triple product), 228
Jacobi形式 (Jacobi form), 206
Jacobi簇 (Jacobian), 239
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级 (level), 29, 39, 100, 113
尖点 (cusp), 25, 31, 43, 79

Γ(𝑁)情形, 67
正则 (regular), 99

尖点形式 (cusp form), 39, 100
交比 (cross ratio), 18
基本区域 (fundamental domain), 32, 42, 327
阶 (order), 339
结点 (node), 296
结构常数 (structure constants), 145
截面 (section), 342
解析化 (analytification), 296
级结构 (level structure), 113, 174
茎 (stalk), 342
旧形式 (oldform), 187
极限圆 (horocycle), 25
局部常值层 (locally constant sheaf), 343
局部系统 (local system), 264, 343
局部有限 (locally finite), 327
绝对值 (absolute value), 368

K
开折 (unfolding), 107, 337
可公度 (commensurable), 92, 141
可积系统 (integrable system), 256
亏格 (genus), 352

L
Lambert级数 (Lambert series), 203
Lindelöf假设 (Lindelöf hypothesis), 221
菱形算子 (diamond operator), 166
离散子群 (discrete subgroup), 325
𝐿-函数 (𝐿-function), 213

M
模不变量 𝑗 (modular invariant), 64, 235
模函数 (modular function), 40
模空间,模叠 (moduli space, moduli stack), 111, 300
模判别式 Δ (modular discriminant), 64, 235
模群 (modular group), 29
模性 (modularity), 320
模形式 (modular form), 39, 100, 298

亚纯 (meromorphic), 39, 100
半整权 (of half-integral weight), 64, 211
殆全纯 (almost holomorphic), 62

P
抛物上同调 (parabolic cohomology), 283

抛物元 (parabolic element), 26
Petersson内积, 103
Phragmén–Lindelöf原理, 219, 339
Picard小定理, 86
Picard群, 360
平展上同调 (étale cohomology), 372
Poisson求和公式 (Poisson summation formula), 337

Q
齐次坐标 (homogeneous coordinate), 13
奇迹子群 (mirabolic subgroup), 56
权 (weight), 39, 100
全纯微分 (holomorphic differential), 357
全实域 (totally real field), 97

R
Ramanujan 𝜏 函数, 64, 132
Ramanujan同余 (Ramanujan’s congruences), 132
Riemann 𝜁 函数, 50
Riemann假设 (Riemann hypothesis), 55
Riemann曲面 (Riemann surface), 343
Riemann–Hurwitz公式, 353
Riemann–Roch定理, 364

S
Serre对偶定理 (Serre duality), 364
上半平面 (upper half-plane), 19
上同调对应 (cohomological correspondence), 307
商拓扑 (quotient topology), 323
双曲度量 (hyperbolic metric), 19, 23
双曲元 (hyperbolic element), 26
双有理变换 (birational transformation), 255
数域 (number field), 370
四元数代数 (quaternion algebra), 94
算术子群 (arithmetic subgroup), 93

T
Tate曲线 (Tate curve), 295
同源 (isogeny), 109, 116, 243, 320
同余子群 (congruence subgroup), 29
椭圆点 (elliptic point), 28
椭圆函数 (elliptic function), 223, 255
椭圆积分 (elliptic integral), 254
椭圆曲线, 242, 297

广义 (generalized), 297
超奇异 (supersingular), 311

椭圆元 (elliptic element), 26
凸性界 (convexity bound), 219
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W
Weierstrass方程 (Weierstrass equation), 231
Weil配对 (Weil pairing), 112

代数几何版本, 247
五边形数定理 (pentagonal number theorem), 63,

228

X
线丛 (line bundle), 355

重言式 (tautological), 355
相交上同调 (intersection cohomology), 283
相容系 (compatible system), 322
相似比 (similitude factor), 149
线性分式变换 (linear fractional transformation), 18
消没次数 (vanishing order), 344, 356
新形式 (newform), 191

序模 (order), 96, 249

Y
亚纯微分 (meromorphic differential), 357
酉相似变换 (unitary similitude), 149
圆, 19
圆盘模型 (disc model), 23

Z
正常作用 (proper action), 325
正规收敛 (normal convergence), 330
志村曲线 (Shimura curve), 78, 94
周期积分 (period integral), 218, 239
主同余子群 (principal congruence subgroup), 29
自守因子 (automorphy factor), 36
坐标卡 (coordinate chart), 343
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